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NOUVELLES  ANNALES 

DE 

MATHÉMATIQUES. 


AVIS  DE  L'EDITEUR. 


Les  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques  vont  en- 
trer dans  leur  quatorzième  année,  et ,  malgré  les  sacrifices 
que  nous  nous  sommes  souvent  imposés ,  elles  ne  sont  pas 
encore,  nous  devons  l'avouer,  parvenues  à  nous  donner 
une  juste  rémunération.  Les  Nouvelles  Annales  auraient- 
elles  manqué  au  but  qu'elles  se  sont  proposé,  de  pré- 
senter aux  jeunes  gens  qui  se  destinent  aux  Ecoles  Poly- 
technique et  Normale  les  solutions  des  problèmes  qui 
peuvent  le  plus  les  intéresser?  Nous  ne  le  pensons  pas. 
En  eûet,  les  Annales  ont  traité  toutes  les  belles  et  diffi- 
ciles questions  des  anciens  examens,  et  également  les 
questions  des  nouveaux  examens  lorsqu'elles  présentaient 
quelque  intérêt.  On  a  donné  des  exercices  de  calculs  nu- 
mériques, logarithmiques  avec  une  étendue  qu'on  ne 
trouve  nulle  part  ailleurs. 

Nonobstant  la  position  restreinte  faite  aux  Nouvelles 
Annales  parles  Programmes  officiels,  nous  allons  faire, 
à  partir  de  janvier  i855,  dr  nouveaux  efforts  dans  l'in- 
térêt de  la  s< 
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Chaque  mois  contiendra  en  plus  une  feuille  au  moins, 
avec  une  pagination  4  part  et  sous  ce  titre:  Bulletin  de 
Bibliographie,  d'Histoire  et  de  Biographie  mathéma- 
tiques, par  M.  O.  Terquem. 

Le  titre  de  Bulletin  annonce  suffisamment  l'objet. 

L'histoire  de  la  science  est  celle  de  l'esprit  humain, 
tandis  que  les  annales  de  l'homme  ne  sont  le  plus  sou- 
vent qu'un  récit  perpétuel  de  nos  folies,  de  nos  vices,  de 
nos  passions.  Toute  la  dignité  de  l'homme  est  dans  la 
pensée,  selon  Pascal.  Les  Mathématiques  sont  une 
pensée  continue. 

Puissions- nous  nous  rendre  digne  de  notre  nouvelle 
mission  ! 

Tout  ouvrage  qui  sera  adressé  à  la  rédaction  sera  ana- 
lysé avec  une  étendue  réglée  sur  son  importance, 

En  janvier,  nous  présenterons  l'historique  de  l'établis- 
sement des  logarithmes  depuis  l'invention  (Neper,  Briggs, 
Vlacq,  Justus  Byrgius)  jusqu'à  nos  jours  (  Vega,  Leonelli , 
Gauss ,  Babbage)  ;  ensuite  l'histoire  de  la  duplication  du 
cube ,  les  biographies  de  M.  Gauss ,  d' Abel ,  de  Jacobi,  etc. 
Ce  numéro  contiendra  un  travail  d'Amoretti ,  suivi  d'une 
Note  biographique  sur  cet  élève  qui  donnait  de  si  belles 
espérances. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DBS  COURBES  ALGÉBRIQUES  PLANES  , 

MAX  ETRES  BISSECTEURS  ; 

Pas  M.   P.   BRETON   (dz  Champ), 

Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées. 


Les  diamètres  dont  il  est  question  dans  cet  article  sont, 
comme  pour  les  lignes  du  second  ordre ,  des  droites  divi- 
sant en  deux  parties  égales  une  suite  de  cordes  parallèles 
entre  elles. 

On  doit  entendre  expressément  cette  définition  dans  ce 
sens,  que,  si  d'un  point  quelconque,  de  la  courbe  on 
mène  une  droite  jusqu'au  diamètre,  parallèlement  aux 
cordes  qu'il  divise  en  parties  égales  ou  qui  lui  sont  conju- 
guées, et  que  l'on  prolonge  cette  droite  d'une  quantité 
égale  à  sa  longueur,  le  point  ainsi  obtenu  appartient  à 
la  courbe  (*}. 

Théokbmk  I.  Quand  l'équation  d'une  courbé  est  irré- 
ductible, aucune  de  ses  branches  ne  peut  avoir  un  dia- 
mètre qui  ne  soit  pas  un  diamètre  général. 

S'il  existe  un  diamètre  particulier,  divisant  les  cordes 
d'une  branche  de  la  courbe,  mais  non  de  la  courbe  en- 
tière ,  en  deux  parties  égales ,  on  pourra  le  prendre  pour 
axe  des  x,  et  prendre  pour  axe  des  y  une  parallèle  aux 
cordes  conjuguées.  Soit  alors 

f(*.  r)=o 

l'équation  de  la  courbe,  sous  forme  rationnelle  et  entière. 

(*)  Ces  recherches  la  confondent,  en  quelques  points,  arec  celles  qui 
renferme  le  Mémoire  posthume  de  Wanlzel ,  inséré  dans  le  tournai  de 
M-  Liouïille  ,  tome  XIV,  page  lll .  Celte  publication  est  trop  récente  pour 
qu'il  soit  nécessaire  de  signaler  ici  ce  qui  appartient  h  ce  géomètre. 
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(8) 
Il  faut  que,   pour  chaque  valeur  de  X, 

F(xj7)  =  0 

donne  deux  valeurs  au  moins  de  y  égales  et  de  signes  con- 
traires, et  d'autres  ayant  entre  elles  des  relations  diffé- 
rentes j  en  d'autres  termes,  F  (x,y)  doit  contenir  à  la  fois 
des  puissances  impaires  et  des  puissantes  paires  de  y.  Par 
conséquent,  si  l'on  change  le  signe  de  y,  l'équation 
F(*,-.r)=o 

donnera  pour  y  un  certain  nombre  de  valeurs  comprises 
parmi  celles  déduites  de  F  (  x,  y)  =  o,  et  d'autres  qui  leur 
seront  étrangères.  11  y  aura  donc  un  commun  diviseur 
entre  F  (x,y)  et  F  (x,  —  y),  et  ce  diviseur  sera  nécessai- 
rement d'un  degré  moindre  que  celui  de  l'équation  pro- 
posée. D'après  le  procédé  connu  qui  sert  à  l'obtenir,  ce 
diviseur  ne  pourra  qu'être  entier  en  x,  y,  de  sorte  que 
l'on  aura 

f(*.  y )  =» f{*.r)x  +  (*.  rî. 

<f  (x,_y)  étant  le  diviseur  en  question,  et  ij>  (x,  r)  le  quo- 
tient de  la  division  de  F  (x,  y)  par  f  (x,y).  On  pour- 
rait donc  décomposer  la  courbe  proposée  en  deux  autres 
ayant  pour  équations 

Or  nous  avons  supposé  F  (x,y)  irréductible  :  donc  il  est 
impossible  que  la  courbe  qui  a  pour  équation 

f<*,  r)=o, 

ait  un  diamètre  qui  soit  particulier,  par  exemple,  à  une 
de  ses  branches  et  étranger  aux  autres. 

Scholie.  En  général,  on  ne  peut  supposer,  entre  quel- 
ques-unes des  valeurs  dey  qui  satisfont  à  une  équation 
irréductible  F  (.r,  r)  =  o,  une  relation  qui  ne  soit  pas 
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(9) 
commune  à  toutes  ces  valeurs.  Soit  en  effet ,  s'il  est  possi- 
ble, f{jt,  y*)  =  o  une  telle  relation  sous  forme  ration- 
nelle et  entière.  Comme  on  a  en  même  temps 

F(*,r.)  =  o, 

si  l'on  élimine  y,_  entre  cette  équation  et  la  précédente , 
l'équation  finale  obtenue  entre  x  et  y,  aura  un  certain 
nombre  de  racines  communes  avec  F  (zt,  y,)  =  o ,  et 
non  toutes,  puisque,  par  hypothèse,  la  relation 

/(r,r.)=° 

est  restreinte  a  certaines  valeurs  dey.  Donc  il  y  aura  entre 
les  premiers  membres  de  ces  deux  équations  un  commun 
diviseur  de  degré  moindre  que  celui  de  F  {x,  y);  donc 
F  (x,y)  ne  serait  pas  irréductible,  contrairement  à  l'hy- 
pothèse. C'est  ainsi,  par  exemple,  qu'il  n'existe  aucune 
courbe  à  équation  irréductible ,  dans  laquelle  une  suite  de 
cordes  parallèles  soient  divisées  par  une  ligne  droite  en 
segmenta  ayant  entre  eux  un  rapport  constant  autre  que 
l'unité. 

Théorème  H.  //  ne  peut  -y  avoir,  pour  chaque  dia- 
mètre d'une  courbe  algébrique  à  équation  irréductible, 
qu'un  seul  système  de  cordes  conjuguées  à  ce  diamètre. 

Soit,  s'il  est  possible,  m,  le  point  d'une  courbe  possé- 
dant un  diamètre  conjugué  n  la  fois  à  deux  systèmes  de 
cordes  affectant  des  directions  différentes,  et  m,  m%  la 
corde  appartenant  à  l'un  de  ces  systèmes.  Construisons  la 
corde  m,  m,  appartenant  au  second  système,  puis  les 
cordes  m,  m,,  m,  m,,  m.,  m«,  tour  à  tour  dans  l'un  et  dans 
l'autre  système.  On  aura  ainsi  une  ligne  brisée  indéfinie, 
et  les  points  mt ,  mt ,  mt ,  /«t ,  m, ,  etc. ,  seront  sur  deux 
droites  parallèles  au  diamètre.  Or  il  est  évident ,  par  cette 
construction,  que  le  nombre  des  points  que  l'on  peut 
ainsi  obtenir  est  infini ,  de  sorte  que  la  courbe  serait  cou- 
pée par  deux  droites  en  un  nombre  infini  de  points.  Ci: 
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qui  ne  saurait  avoir  lien  pour  une  courbe  algébrique,  à 
moins  que  ces  deux  droites  n'en  fassent  partie,  auquel 
cas  l'équation  de  la  courbe  serait  décomposable  contrai- 
rement à  l'hypothèse;  donc ,  etc. 

Théorème  III.  Une  courbe  algébrique  à  équation 
irréductible  qui  a  deux  diamètres  non  conjugués  en  a 
nécessairement  un  troisième. 

Soient  OD',  OD"  les  deux  diamètres  supposés  et  m,  un 
point  quelconque  de  la  courbe.  Ayant  construit  les  points 
m„  m,  sur  les  cordes  m,  m„  m,  m,  conjuguées  respective- 
ment à  OD',  OD",  et  ensuite  au  moyen  de  m,  le  point  m, , 
sur  la  corde  m,  m,,  parallèle  à  m,  m,,  ou  conjuguée  à  OD", 
je  dis  que  la  droite  OD^,  qui  divise  m,  m,  en  deux  parties 
égales,  est  un  nouveau  diamètre  de  la  courbe. 

En  effet ,  par  cette  construction  ,  la  figure  m,  m,  m,  m» 
est  un  trapèze ,  dont  les  côtés  parallèles  m,  mt,  m,  m«  ont 
leurs  milieux  sur  la  droite  OD".  Il  suit  de  là  que,  de  part 
et  d'autre  de  ce  diamètre,  à  l'inclinaison  près  des  cordes 
qui  lui  sont  conjuguées,  tout  est  symétrique.  Donc  les 
cordes  telles  que  m,  m* ,  qui  répondent  à  un  système  de 
cordes  parallèles,  conjuguées  à  OD',  sont  aussi  parallèles 
entre  elles;  et,  de  te  que  les  milieux  des  unes  sonten  li- 
gne droite,  on  en  conclut  que  les  milieux  des  autres  sont 
également  sur  une  ligne  droite,  laquelle  coupe  OD"  au 
même  point  que  OD'  et,  par  conséquent,  passe  en  O. 

11  est  évident  que  ODw  ne  peut  être  le  prolongement  de 
OD";  il  ne  peut  l'être  non  plus  de  OD',  car  les  cordes 
m,  m,,  m,  m»  n'étant  point  parallèles,  puisque  les  dia- 
mètres OD',  OD"  sont  supposés  non  conjugués  entre  eux, 
il  faudrait  admettre  que  la  droite  D'  I)'"  est  conjuguée  à 
deux  systèmes  de  cordes  de  directions  différentes,  ce  qui 
ne  saurait  être,  d'après  le  théorème  qui  précède. 

Remarque.  On  ne  peut  pas  supposer  que  les  cordes 
conjuguées  à  deux  diamètres  différents  soient  de  même 
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direction,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu'à  un  système 
de  cordes  parallèles  puissent  répondre  deux  diamètres 
distincts.  Il  est  facile  de  voir  qu'autrement  il  y  aurait  sur 
chaque  corde  un  nombre  infini  de  points  appartenant  à 
la  courbe,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  pour  une  courbe  al- 
gébrique. 

Théorème  IV.  Une  courbe  algébrique  à  équation 
irréductible  ne  peut  avoir  deux  diamètres  parallèles 
entre  eux. 

11  faut  excepter  la  parabole  qui  a  une  infinité  de  dia- 
mètres parallèles  entre  eux,  et  la  ligne  droite  qui  en  est 
un  cas  particulier. 

Cela  posé,  soient,  s'il  est  possible,  d'H',  dgD"  deux 
diamètres  parallèles  d'une  courbe  algébrique  ;  il  y  en  aura 
un  troisième  <fwDw,  que  l'on  obtiendra  par  une  con- 
struction toute  semblable  à  celle  qui  nous  a  servi  dans 
le  théorème  III.  On  en  trouvera  de  la  même  manière  un 
quatrième ,  puis  un  cinquième ,  etc.,  et  tous  seront  paral- 
lèles entre  eux.  Or  il  résulte  de  ce  mode  de  construction 
que  si  l'on  fait  passer  par  le  point  m,  de  la  courbe  et  par 
les  points  m,,  mt  qui  s'en  déduisent,  une  parabole  ayant 
son  axe  parallèle  aux  diamètres  dont  il  s'agit,  tous  les 
autres  points  en  nombre  infini,  tels  que  m,, qu'on  peut  ob- 
tenir, de  proche  en  proche  ,  au  moyen  du  point  de  départ 
m,  et  des  divers  diamètres ,  appartiendront  à  celte  para- 
bole ,  qui  couperait  ainsi  une  courbe  algébrique  en  un 
nombre  infini  de  points,  ce  qui  ne  saurait  avoir  lieu,  à 
moins  que  la  parabole  ne  fasse  partie  de  la  courbe  elle- 
même.  Mais  alors  l'équation  de  celles-ci  serait  décompo- 
sable,  contrairement  à  l'hypothèse;  donc,  etc. 

Théorème  Y.  Les  points  d'une  courbe  algébrique  à 
équation  irréductible  que  l'on  peut  construire  au  moyen 
d'un  de  ses  points  et  de  ses  diamètres,  sont  toujours  sur 
une  ellipse,  et  jamais  sur  une  hyperbole. 
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On  doit  excepter  de  cet  énoncé  le  cas  où  la  courbe  n'a 
que  deux  diamètres,  lesquels  sont  nécessairement  conju- 
gués entre  eux. 

Nous  avons  vu,  par  le  théorème  III,  comment  deux 
diamètres  OD',  OD"  d'une  courbe  étant  connus,  ainsi 
que  les  directions-  des  cordes  qui  leur  sont  respectivement 
conjuguées,  on  peut,  au  moyen  d'un  point  m  ,,  construire 
de  nouveaux  points  mt,mt,mi,  puis  un  troisième  diamètre 
OD"'.  Rien  n'empêche  de  continuer  la  même  construction 
au  moyen  des  diamètres  OD",  OD'"  et  du  point  mt,  et  de  " 
déterminer  ainsi  d'autres  points  et  d'autres  diamètres.  II 
est  toujours  possible  de  faire  passer  par  les  trois  points 
m,,  m,,  m,  une  section  conique  dont  le  point  O  soit  le 
centre.  Or,  par  la  nature  même  des  constructions  que  l'on 
vient  de  rappeler,  les  points  m,,  m,,  etc.,  appartiennent 
évidemment  à  cette  section  conique,  je  dis  maintenant 
que  celle-ci  ne  peut  être  qu'une  ellipse. 

Admettons  en  effet,  pour  un  instant,  que  cette  courbe 
soit  une  hyperbole,  et  que  les  points  m,,  m„  m*  soient 
situés  sur  la  même  branche.  Il  en  sera  de  même  de  mt, 
obtenu  en  conjuguant  m,  m»  à  OD";  de  m,  obtenu  en  con- 
juguant m,  m,  àOD'",  etc.  On  resterait  donc  ainsi  sur  la 
même  branche,  laquelle  rencontrerait  la  courbe  proposée 
en  un  nombre  infini  de  points,  ce  qui  ne  saurait  avoir 
Heu,  cette  courbe  étant  algébrique,  à  moins  toutefois  que 
l'hyperbole  n'en  fasse  partie.  Mais  alors  son  équation 
serait  décomposable  ,  contrairement  à  l'hypothèse. 

Si  l'un  des  trois  points  m,,  m„  m,  ne  se  trouvait  pas 
sur  la  même  branche  que  les  deux  autres ,  on  trouverait 
facilement  deux*  diamètres  de  la  courbe  rencontrant  l'hy- 
perbole ,  et  l'on  serait  ramené  au  cas  précédent. 

Donc  il  est  impossible  que  la  section  conique  qui  a  pour 
centre  le  point  O,  et  qui  passe  par  les  points /«i,  mf1  nia 
soit  une  hyperbole  ;  donc  elle  ne  peut  être  qu'une  ellipse. 
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Théouèhk  Vl.  L'ensemble  de  tous  les  diamètres  (F une 
courbe  algébrique  à  équation  irréductible  forme  une  ro- 
sette elliptique. 

Bien  qu'il  ne  soit  pas  encore  établi  que  les  diamètres 
déterminés  en  vertu  des  théorèmes  précédents,  et  se  cou- 
pant eu  un  même  point,  forment  l'ensemble  de  tous  les 
diamètres  de  la  courbe,  j'admettrai  provisoirement  cette 
proposition,  qui  sera  démontrée  plus  loin. 

Cette  réserve  faite,  on  remarquera  qu'il  est  permis, 
sans  diminuer  la  généralité  du  théorème  qui  nous  occupe, 
de  supposer  les  deux  diamètres\)D',  OD"  choisis  de  (elle 
manière  qu'il  ne  s'en  trouve  aucun  autre  entre  eux. 

Les  secteurs  m,  O/n,,  ™,Om,,  m,  Om,  formés  par  les 
rayons  menés  du  centre  aux  points  m,,  m,,  m*,  etc.,  dans 
l'ellipse,  que,  d'après  le  théorème  précèdent,  on  peut 
toujours  faire  passer  par  ces  points ,  sont  divisés  respecti- 
vement en  deux  parties  équivalentes  par  les  diamètres 
OD',  ÔD",  OD'",  etc.,  qui  passent  par  les  milieux  des 
cordes  m,  m,,  m»  m„  m,  m*,  etc.  Le  secteur  m,  Omt  étant 
de  même  divisé  en  deux  parties  équivalentes  par  le  dia- 
mètre OD"  qui  passe  par  le  milieu  de  m,  m(,  on  en  con- 
clut que  les  secteurs  compris  dans  les  angles  D' OD", 
D"OD'ff  sont  équivalents  entre  eux.  H  résulte  de  là  que 
le  secteur  déterminé  par  les  deux  diamètres  consécutifs 
OD',  OD"  est  nécessairement  une  partie  aliquote  de  l'aire 
de  la  demi-ellipse.  S'il  en  était  autrement,  l'un  des  dia- 
mètres obtenus  en  formant  une  suite  de  secteurs  équiva- 
lents, ou  son  prolongement,  tomberait  dansl'angleD'OD", 
contrairement  à  l'hypothèse.  Donc  l'ensemble  des  dia- 
mètres divise  l'ellipse  en  secteurs  équivalents ,  ce  qui  est 
la  définition  même  de  la  rosette  elliptique. 

Théorème  VII.  Une  courbe  de  Tordre  n  à  équation 
irréductible  ne  peut  avoir  plus  de  n  diamètres. 

Car,  d'après  le  théorème  qui  vient  d'être  démontré,  le 
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nombre  des  points  d'intersection  de  la  courbe  avec  l'el- 
lipse mi  m,  m,...,  est  «gai  à  deux  fois  le  nombre  des  dia- 
mètres. Si  ce  dernier  surpassait  n,  le  nombre  des  intersec- 
tions surpasserait  m.  Or  une  ligne  de  l'ordre  n  ne  peut 
être  rencontrée  en  plus  de  a  a  points  par  une  ligne  du 
second  ordre  ;  donc,  etc. 

Remarque.  Une  ligne  d'ordre  impair  à  équation  irré- 
ductible ne  peut  avoir  un  nombre  pair  de  diamètres ,  mais 
une  ligne  d'ordre  pair  peut  en  avoir  un  nombre  impair. 

En  effet,  quand  les  diamètres  sont  en  nombre  pair,  ils 
peuvent  se  combiner  deifx  à  deux  comme  les  diamètres 
conjugués  d'une  ellipse ,  ainsi  qu'on  le  voit  par  le  théo- 
rème VI.  Sî  l'on  rapporte  la  courbe  à  l'un  de  ces  systèmes, 
toutes  les  puissances  impaires  de  chacune  des  coordonnées 
doivent  disparaître,  et  il  ne  peut  rester  qu'une  équation 
de  degré  pair. 

Pour  démontrer  que  la  réciproque  n'est  pas  vraie ,  c'esi- 
à-dire  qu'une  ligue  d'ordre  pair  peut  avoir  un  nombre 
impair  de  diamètres ,  il  suffit  d'un  exemple.  Prenons  l'é- 
quation polaire  p  =  cos  3  cù  ,  qui  appartient  à  une  courbe 
à  trois  axes.  Faisant 


il  vient,  en  coordonnées  rectangulaires , 
(  x'  -h  X1)'  =  «*  —  3  xy', 
équation  du  quatrième  degré. 

Théorème  Vlil.   Une  courbe  algébrique  à  plut 
diamètres  est  toujours  la  projection  orthogonale  d'une 
courbe  ayant  le  même  nombre  d'axes. 

C'est  une  conséquence  intuitive  du  théorème  VI. 

Corollaire.  Appelons  a,  b,  les  longueurs  des  demi-axes 
principaux  de  l'ellipse  m,  /n,  w,...,  et  soit 

f{*,  r)=o 
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l'équation  de  la  courbe ,  rapportée  au  centre  et  aux  axes 
de  cette  ellipse.  Si  l'on  pose 

x'  =  î,     y'  =  £,       ou       x  =  ax',     y  t=  b/, 

la  transformée  F  [ax' ,  by')  —  o  n'aura  plus  que  des  axes. 
Si  l'on  fait  ensuite  x'=  p  costi) ,  y':—  p  sinw,  on  aura 
l'équation  polaire  F  (op  cosm,  ftp  sinw)  =  o  de.  la  trans- 
formée. Celte  équation  jouit  d'une  propriété  remarquable, 
définie  par  l'énoncé  suivant. 

Théorème  IX.  L'équation  polaire 

F(apCOSw,   An  sinw}  =  o 

peut  toujours  être  mise  sous  la  forme 

/(p,cosn*>,  sin<au)  =  0, 

f  désignant  une  fonction  rationnelle  et  entière. 

Car  cette  équation  est  de  telle  nature,  que,  si  l'on  y 
change  successivement  w  eu 

ait  2tt  _    ajr  ,  ,  air 

«H .     w+a.  —  >     u-t-3. — .•■•»     «  +  (0  —  1)  — » 

elle  n'éprouve  aucun  changement  de  forme.  Appelons 
F,,  F„  F|,...,F0.,,  les  résultats  de  ces  substitutions; 
on  pourra  en  conséquence  prendre  pour  équation  de  la 
courbe  l'équation 

F  +  F,H-F,  +  ...-f-F,r_,:=o. 

Or  on  sait  que  les  fonctions  ainsi  composées ,  lorsque  l'on 
remplace  les  puissances  de  sin  w  et  de  cos  w  par  leurs  ex- 
pressions connues  en  fonction  des  sinus  et  cosinus  des 
multiples  de  w,  ne  peuvent  contenir  que  ceux  de  ces  mul- 
tiples qui  renferment  le  facteur  u,  les  autres  disparaissant  ; 
donc,  etc. 
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Corollaire.  Pour  reconnaître  si  une  courbe,  donnée 
par  son  équation 

F(*.  r)  =  ° 

rapportée  à  des  axes  quelconques,  admet  un  groupe  de 
13  diamètres  se  coupant  en  un  même  point ,  il  faut  chan- 
ger d'axes  en  s'imposant  la  condition  que  l'équation  nou- 
velle soit  de  la  forme  indiquée  ci-dessus ,  ce  qui  revient  à 

poser 


*=  5  +  ^T8[flsin^"  d  cosw~  6cos(e  — T)si 


"  sinS 

/-  +  :(> 


"]. 


"]i 


£,  n  sont  les  coordonnées  de  la  nouvelle  origine ,  B  dési- 
gne l'angle  des  axes ,  et  <p  est  l'angle  formé  par  la  ligne 
polaire  avec  l'axe  des  x.  Faisons,  pour  abréger, 

p=[osin(e  —  jlcosw  —  &cm{0  —  f)rinn], 
q  =  [asinf  cosw  +  à  cosf  sinu], 

de  sorte  que  l'on  ait 

5       sinO       7  sine 

la  substitution  de  ces  valeurs  dansF  (x,  y)  =  o  donnera 

„g(lij|_e   |  ,.,  J'iiii 


o=r({,.)+/i 


,  **&> 


ce  développement  procède  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  p,  et  son  terme  général  peut  s'écrire  sous  la 
forme  symbolique 


.giM  .>..■"«•■)• 


js 


L>!T 

,     J  ..a.i 


.  1 8in  6' 
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Il  faut  disposer  de  *,  n}a,b,  y  de  manière  que  les  coef- 
ficients des  diverses  puissances  de  p  se  réduisent  à  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de  sin  ci to,  cos  c™  ,  ce  que 
l'on  fera  en  égalant  à  zéro  tous  les  termes  de  ces  coeffi- 
cients qui  ne  satisfont  pas  à  cette  condition.  S'il  existe  un 
groupe  de  ra  diamètres,  toutes  ces  équations  admettront 
une  solution  commune ,  et  nous  verrons  bientôt  qu'elles 
n'en  pourront  admettre  qu'une  seule. 

On  aura  toujours,  dans  le  cas  de  plusieurs  diamètres , 
quel  que  soit  w, 

d¥(%,n)       _rfF(E,n)  _ 


ou ,  en  remettant  pour  />  et  rj  leurs  valeurs  , 

Celte  équation  devantètre  satisfaite  quelque  valeur  que 
l'on  attribue  à  &> ,  il  faut  que  les  coefficients  de  sin  w  et  de 
cos  m  soient  nuls  séparément,  ce  qui  donne,  en  dévelop- 
pant sin  (0  —  <f)  et  cos(9  —  o)  et  supprimant  les  facteurs 
a  et  b  qui  ne  peuvent  être  nuls , 

rfF(Ç,i)   .    n       rwrfg.v)       n       rfFft.nH 

gJSaJij --     rifil^U.»     gjjufl. 


-sin  Slang? 


FT 


multipliant  membre  à  membre,  'il  vient 


iu.  A  Nathimtit. 
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en  supposant  que  l'on  ait  reconnu  que  l'angle  9  n'est  pas 
nul,  ce  qui  exige  des  essais  préalables  faciles  à  imaginer. 
Cette  dernière   équation    se   partage  en   deux   autres, 
savoir  : 

D'où  l'on  conclut  que  les  coordonnées  £,  w  des  points 
oit  peuvent  se  couper  plusieurs  diamètres  sont  celles  qui 
satisfont  à  la  fois  aux  équations  que  l'on  obtient  en 
égalant  à  zéro  les  dérivées  par  rapport  àx  et  par  rap- 
porta y  du  premier  membre  de  l'équation  proposée 

Théorème  X.  Tous  les  diamètres  d'une  courbe  algé- 
brique à  équation  irréductible  se  coupent  nécessairement 
en  un  même  point. 

Supposons,  s'il  est  possible,  un  triangle  formé  par  trois 
diamètres,  et  admettons  ,  ce  qui  est  évidemment  permis, 
que  ce  triangle  ne  soit  traversé  par  aucun  autre  diamètre. 
Au  moyen  de  la  direction  des  cordes  conjuguées  à  chacun 
d'entre  eux,  on  répétera  d'un  de  ses  côtés  à  l'autre,  non- 
seulement  la  courbe,  mai  s  aussi  les  deux  autres  diamètres, 
en  formant  de  nouveaux  triangles  de  même  surface  que 
le  premier,  et  les  côtés  de  ces  triangles  seront  eux-mêmes 
des  diamètres.  Far  une  construction  semblable,  poursuivie 
de  proche  en  proche  sur  le  périmètre  du  polygone  ainsi 
obtenu,  on  formera  un  réseau  de  ces  triangles,  lesquels 
devront  se  juxtaposer,  car  si  cette  condition  n'était  pas 
remplie,  et  que  l'un  en  couvrit  un  autre  partiellement ,  ce 
dernier  serait  traversé  par  un  diamètre,  et  en  revenant, 
par  une  voie  inverse ,  au  triangle  primitif,  ce  diamètre  s'y 
trouverait  répété ,  et  traverserait  par  conséquent  ce 
triangle,  contrairement  à  l'hypothèse.  Le  réseau,  consi- 
déré dans  toute  son  étendue,  couvrira  donc  entièrement  le 
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plan  de  la  courbe,  et  le  divisera  en  triangles  de  même 
surface.  De  plus,  chaque  coté  ou  diamètre  prolongé  sera 
rencontré  par  tous  les  autres ,  puisque  deux  diamètres  ne 
peuvent  être  parallèles  entre  eux ,  et  le  nombre  de  ces  ren- 
contres ,  pour  un  même  diamètre ,  sera  infini ,  puisque  n 
étant  l'ordre  de. la  courbe,  il  ne  peut  jamais  arriver, 
d'après  le  théorème  VII,  que  plus  de  n  diamètres  se  cou- 
pent en  un  même  point. 

On  a  démontré  dans  le  corollaire  du  théorème  précé- 
dent, que  F  (x,  y)  =  o,  étant  l'équation  de  la  courbe, 
les  points  d'intersection  des  diamètres  sont  donnés  par 
les  équations 

■"M*. ■>-)„„       «*g(«,  y?__. 

dx  '  dy       ~     ' 

d'où  il  suit  que  les  lieux  géométriques  qui  expriment  cha- 
cune d'elles  passent  par  tous  les  points  de  rencontre  des 
diamètres.  Ces  lieux  sont  ainsi  coupés  en  un  nombre  infini 
de  points  par  toute  droite  faisant  partie  du  réseau,  et  cela 
ne  peut  être  qu'autant  que  les  premiers  membres  des  équa- 
tions ci -dessus  ont  pour  facteurs  les  trinômes  du  premier 
degré ,  lesquels  étant  égalés  à  zéro  donnent  les  diamètres. 
Ceux-ci  étant  en  nombre  infini ,  il  en  est  de  même  de  ces 
facteurs ,  de  sorte  que  le  degré  des  équations  ci-dessus ,  et 
par  conséquent  celui  de  l'équation  proposée,  ne  sau- 
raient être  finis  :  donc ,  etc. 


Warinp  ■ 

énonce  (P™ 

prielale, 

algebr 

aîcaram  carw 

m,  in-4,  177»; 

tbéorème  VI 

,p.    iSJplHlf 

un  proposition 

a  sur  les  dismè 

Ires  bissecteurs , 

et  entre  tutr. 

as  celle-ci  :  Q< 

•and  le  degré  n 

de  l'équation  d 

une  courbe  <•}{•*- 

brique  eil  tu 

nombre  preiul 

er,  cette 

courbe 

a  n  diamètre, 

,  ««■««,«•„, 

ou  m'en  a  pat 

:  du  tout.  ■  Si 

«  Pr'm< 

hubet  iinnnuW  n 

diamétral  vr. 

1  nullam  amni 

,  algebra 

rva,   .  Proposit 

ion  fausse.  Psr 

exemple,  l'équation 

(*■ 

H-J-'X* 

'  —  3a 

7*)  =  ', 

qui  est  du  cinquième  degré,  retient  a.  p* cos 
quemment  une  courbe  ■  trois  diamètres. 
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R  LES  QUESTIONS  241  ET  Ml; 
Put  M.  BRIOSCHI, 

Professeur  à  ITniiersité  de  Pavie. 


Question  241.   —   Théorème  d'Euler  démontré  par 
M.  Loxhay.  (Nouvelles  Annales,  tome  XI,  page  4=»4}- 

A„  A„  A,,...,  A, 
sont  les  termes  d'une  série  récurrente  ;  si  l'on  a 
AM4=aAr+,+  bA„ 


Ar'+.  - 


aA,A„.,  +  bA'r  _ 


Théorème  plus  général.  En  supposant 

A,+,  =  «,A,^-,  -t-  a,AP+#_,+. .  ,  +  a,Ar, 


<         *M- 


|  A^_,  A,+,,..  A^u_, 
'En  effet,  en  substituant  au  lieu  des  éléments  de  la  der- 
nière ligne  de  ce  déterminant  les  valeurs  données  par  l'é- 
quation caractéristique,  on  a  : 


A,         AP+,...AP+1_, 
A^     A^.,...AW 

=  (-.)<->„, 

Ar_ 
Ar 

,     A,...    .  Ar+1_, 
Ar+[...      Ar|,  , 

A^_,  A^.-.A^^., 
et,  par  conséquent 

A^,    AP...     A^ 

*ï 

=  (- 1  J^- 

A,+ 

J-,AT+1-l...Ar+u-s 

A,     A, . . .  A,_, 
A,     A,...  A, 

A^-.A^.-.A,^-, 

A_,  A,...  A„_, 

(*)  Tous  les  a  ,  h  Vexée 
■Ar_,i  delkk  A__l5  ele 

ptio 

iideo,,  s'en  ï 

-*■->--'". 

• 
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Si ,  dans  le  premier  membre  de  cette  équation ,  on  met 
pour  A,^,  A^,+,  etc.,  leurs  valeurs  données  par  l'équa- 
tion caractéristique,  on  a 


tK 


„  A,,  A,_h,  . .  i ,  Ar .,.,_,)  =  a'i .  const. 


La  question  141  (t.  VI,  p.  i34)  est  un  théorème 
énoncé  par  Fourier  (*).  M.  Tardy  {**)  pense  qu'il  s'est 
glissé  quelque  erreur  dans  ce  qu'avance  Fourier  à  propos 
de  l'application  du  même  théorème  à  la  recherche  des 
racines  d'une  équation  par  l'emploi  des  séries  reçu  rreu tes. 
Je  suis  conduit  à  partager  l'opinion  de  mon  savant  ami 
en  m  appuyant  sur  les  considérations  suivantes. 

Soitf{x).=  o  l'équation  donnée  ;  soient  xiyxt,...,x„ 
ses  racines  ;  je  suppose 


(■) 


=23 


et  je  considère  les  deux  séries  récurrentes 

L,,  L ,  L„.  ..,       M„  M ,  M„ 

dans  lesquelles 


L,= 


I  A,      A,+  1 
Am->  Ar+] 


M,= 


|a,+,  A^  [ 


En  substituant  pour  An  Ar+I ,  etc.,  les  valeurs  données 
par  l'équation  (i),  on  a 


=2.2,i 


(  *)  Anal/te  da  équations  âctermiitcet ,  Exposé  synoptique,  p.  71. 
(  **  )  Noavtllet  Annatei,  janfier  i85.f. 


j,=,i,zCtJ3vGoogIf 


c'est-à-dire , 

et  analoguemeiit, 

J'observe  que  les  séries  des  quotients  *-— i  rr—  ne  peu- 
vent avoir  pour  limites  que  le  produit  x,  x,  des  deux  pre- 
mières racines  de  la  proposée;   et  cela  est  contraire  à  ce 

qu'avance  Fourier  a  propos  de  la  première  série  =—  • 

Mais  nous  pouvons  former  une  autre  série  de  termes  de 
la  forme  — -- 1  qui  évidemment  a  pour  limite  la  somme 

x,  -+-  x,  des  deux  premières  racines. 

Pour  déterminer  les  trois  premières  racines  on  pourra 
former  trois  séries  récurrentes  : 

L,,  L,,...,  I*,...;  M„  M ,  K„...;H„H„...,N„..., 

en  posant 

Lr=      *,+,  A^.,  A^,    ,  M,=     A„.,  A,+1  K^t  \, 


En  effet,  o 


Am.,  Aw 
i  A,+1  À„ 
,  A„,  A,* 


2.1   v±    v^l 

l.é  2,£  2,^ 
2.£  2^  2^ 
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OU 

l  —  V  y  V     c,c'Ci     .  -!—   *î  *',  *,    . 
—  A  A  A  c*.  *,  *it*  *,  *; 

ou  bien 

i  —  _v  v  y    c- c- c-     *(*,  +  *,  +  *,•). 

cl  analoguemcut 

„        V  V  V       c'  c<  ci        *  ( x,  x,  +  xtx{  +  x,  *i) 

"' _  A  A  A  W*7*~<Y+<  *,.*,' —  ' 


—^  ne  peuvent  donner  que  le  produit  x,  x,  x,  ;  mais  les 

,"'     ,  ,      L,     M, 

deuxsenes=^— j  — — peuvent  donner  ta  somme  x,  I  X,  I  x; 

des  trois  premières  racines,  et  la  somme  des  produits 
deux  à  deux  xJ  x,  -f-  x,  x,  ■+■  x,  x,. 

Quoique,  pour  l'application  des  séries  récurrentes  à  la 
recherche  des  racines  selon  les  vues  de  Fourier,  il  n'y  ait 
besoin  que  des  séries  qui  donnent  les  sommes  et  les  pro- 
duits des  racines;  cependant  je  vais  donner  le  moyen  de 
former  aussi  les  autres  séries  en  considérant  s  racines.  Je 
nomme  L,(l,  L,(, ,,..,LriJ  les  termes  généraux  de  ces 
séries  récurrentes ,  et  je  pose 

A,        Àm.,.,'.  Ar+^, 

,  Ar+|  Ar_,.,.  .  .    Ar+, 
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On  obtient  L,  (,  ea  substituant  aux  éléments  de  la  se- 
conde ligne  de  L,,,  les  éléments  suivants  : 

Ar+i,    Ar+M.,,...,  Ar+u-l', 

de  même  on  obtient  L,,»  en  substituant  aux  éléments  de  la 
troisième  ligne  de  Lr<(  ces  dernières  quantités ,  et  ainsi  de 
suite.  Les  séries  des  quotients 

hd      hï  L-.f-i 

L^]*    L,,,'*"'   L,/  ' 


donnent  la  somme  des  racines ,  la  somme  des  produits 
deux  à  deux,  la  somme  des  produits  à  s  —  i  à  s  —  i,  et 

chacune  des  séries —^- ï  - — —  »etc.,  donnera  le  produit 
des  racines. 

L'exposé  synoptique  des  recherches  du  Fourier  sur  l'ap- 
plication des  séries  récurrentes  à  la  résolution  des  équa- 
tions se  termine  par  ces  paroles  :  «  Au  reste,  nous  ne 
pensons  point  que  l'on  parvienne  assez  prontptement 
par  cette  voie  à  la  connaissance  des  racines.  Les  exem- 
ples cités  par  Euler  sont  ingénieusement  choisis,  mais 
ce  mode  d'approximation  exige  en  général  trop  de  cal- 
culs. Nous  ne  considérons  donc  cette  question  que  sous 
les  rapports  théoriques.  »  C'est  pour  cela  que  je  crois  inu- 
tile d'entrer  en  de  plus  longs  détails. 

DÉMONSTRATION  DU  THÉORÈME  DE  LEXÏLL  ; 
Pu  M.  LEBESGUE. 


i .  Lemme.  Etant  donnés  sur  une  sphère  deux  cercles 
parallèles,  si  tués  de  part  ut  d'autre  et  à  distances  égales  de 
t'équateur,  les  aies  de  grands  cercles  interceptés  entre 
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ces  parallèles  sont  coupes  en  parties  égales  par  l'équateur. 

2.  Lemme.  -Si  l'on  prend  sur  le  premier  parallèle  un 
arc  ab ,  et  sur  le  second  un  arc  a'b'  égal  à  aô  et  que  l'oit 
joigne  les  points  a,  a\  b,b'  par  des  arcs  de  grands 
cercles  aa'  bb',  ces  arcs  sont  égaux;  les  diagonales  ah', 
ba'  sont  égales  et  se  coupent  mutuellement  en  parties 
égales,  sur  l'équateur;  les  triangles  aa'  b,  ba'  b'  sont 
égaux,  et  chacun  est  la  moitié  du  quadrilatère  sphérique 
aba'  b'  ;  de  même  les  triangles  aa'  b',  abb' . 

Observation.  Le  quadrilatère  sphérique  a'  b' ab  a  des 
propriétés  analogues  à  celles  du  parallélogramme  plan  ; 
nous  le  désignerons  par  le  nom  de  parallélogramme 
sphérique. 

3.  Théorème  de  Lexell.  Prenons  sur  le  premier  paral- 
lèle un  arc  cd  égal  à  l'arc  ab  ,  et  menons  les  arcs  de  grand 
cercle  a' c,  b'd\  on  aura  un  second  parallélogramme 
sphérique  a'b'cd\  et  on  démontre,  comme  dans  la  géomé- 
trie plane,  que  le  parallélogramme  a'b'cd  est  équivalent 
au  parallélogramme  a'  b'  ab;  et,  par  conséquent,  le  tri- 
angle a'  b'  c,  moitié  du  second  parallélogramme,  est  équi- 
valent au  triangle  a'b'a,  moitié  du  premier  parallélo- 
gramme. 

Si  par  les  points  a',  b'  nous  menons  un  arc  de  grand 
cercle  a'  mi',  il  est  évident  que  les  deux  triangles  sphé- 
riques  ayant  pour  base  a'  mb'  et  leurs  sommets  en  a  et  c 
sont  équivalents.  11  en  est  de  même  pour  tous  les  triangles 
qui  ont  pour  hase  a'mb'  et  leurs  sommets  sur  le  paral- 
lèle ahed.  C'est  le  théorème  de  Lexell  (voir  t.  V,  p.  32). 

Note  du  Rédacteur.  On  trouve  le  théorème  de  Lexell 
dans  les  Éléments  de  Géométrie  de  M.  Catalan  (liv.  VII , 
probl.  Vil). 

4.  Il  est  évident  que  le  théorème  subsiste  pour  les  points 
correspondants  «,  a',  b.  b'  de  courbes  quelconques,  mais 
déterminées  par  deux  points,  par  exemple,  des  lignes 
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loxodromiques  ;  il  subsiste  aussi  pour  toutes  les  surfaces  de 
révolution  qui  ont  un  équateur,  en  prenant  toujours  les 
parallèles  à  égale  distance  de  l'équateurj  les  triangles  ont 
pour  côtés  des  lignes  loxodromiques  ou  géodésiques. 

3.  Dans  tous  les  triangles  sphériques  équivalents ,  la 
somme  des  angles  est  la  même.  Donc,  si  l'on  fait  la  pro- 
jection stéréograpbique  de  tous  les  triangles  équivalents 
a  b  ay  a  b  b,  a'  b'  c,  a*  b'  d,  etc. ,  on  aura  dans  un 
même  plan  des  triangles  formés  par  des  arcs  de  cercles, 
dans  lesquels  la  somme  des  angles  est  constante,  qui  ont 
une  base  commune  et  dont  les  sommets  sont  sur  une  même 
circonférence. 


IEDX  THÉORÈMES  DE  N.  BOBCHARDT 

Sir  les  feulions  symétriques  des  nciies  d'ue  équlioi.  ilgébripe 
et  »r  la  rayoïs  de  tsvbirc  priieita»  des  sirfices. 

Fonctions  symètiiques. 
Soit  l'équation  algébrique 

o  =  f(i}  =  j-  —  Kj*~  '  +  ...+- 
racines  (a,,  a,,ai,.. . ,  a.); 

la  fonction  symétrique  ^a^'af"...  af  est  le  coefficieni 

dutennex7(a'*l)^7'",-t-,}...  *p(«i+I3  dans  le  déve- 
loppement, suivant  des  puissances  décroissantes,  de  l'ex- 
pression suivante  : 
s  ±P-(r,)[>,f  '(*.)-p(*.)]Wf K^*aWX*:W>4*J*.)]..ty-'  ?j*ù~0-  Qrfr ,)] 

fWlW-fW-h-'JMJ-l'r'JI'r'J.-W-^l 

On  voit  que  ce  théorème  est  une  extension  du  théo- 
rème dont  on  se  sert  ordinairement  pour   trouver  la 
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somme  de  la  fonction  symétrique  a';'  -+  -a™  \-  . ..  -+-<C> 
somme  qu'on  obtient  en  développant  M— ;■ 

Bayons  de  courbure  principaux. 
So\iJ'(x,  jr,z)  =o  l'équation  d'une  surface  et  soient 

de  sorte  que|'  +  n'+(,  =  i.  Cela  posé,  faisons 

*■=*—  /»s,    ri  =r—Pi>->    *,  =  *—pt; 

p  désignant  une  quantité  indépendante  de  x,  y,  z;  for- 
mons le  déterminant 


2* 


dx  dy  dz  ' 


Ce  déterminant,  égalé  à  zéro,  donne  une  équation  dit 
second  degré  en  p  ;  car  le  terme  p%  est  multiplié  par  le 

déterminant  51  st  j-  y  j-»  TÛ  s'évanouit  d'après  un 
principe  général  pour  tout  déterminant  dans  lequel  les  n 
fonctions  de  n  variables  dont  on  considère  les  coefficients 
différentiels  du  premier  ordre  ne  sont  pas  indépendantes. 
Or  l'équation  du  second  degré  en  n  a  pour  racines  les 
rayons  des  deux  courbures  principales  de  la  surface. 

Observation .  Ces  deux  théorèmes  sont  dans  une  Lettre 
de  M.  Borchardt,  du  ai  mars  i854,  adressée  à  M.  Her- 
mjle,  qui  a  bien  voulu  m'en  faire  part. 
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SUR  LA  QUESTION  DE  MATHEMATIQUES  SPÉCULES 
QUI  AVAIT  ÉTÉ  PROPOSÉE  AU  DERNIER  CONCOURS. 

Au  Rédacteur. 
Monsieur, 

Je  lis  dans  le  numéro  de  septembre  dernier  des  Nou- 
velles Annales,  page  359,  à  propos  de  la  question  de 
mathématiques  spéciales  qui  fut  proposée  au  concours 
général  et  retirée  par  suite  de  réclamation  ,  l'observation 
suivante  : 

«  La  première  partie  est  facile,  mais  la  seconde  paraît 
»  difficile,  si  l'on  n'emploie  pas  le  calcul  infinitésimal.  » 

La  seconde  partie  se  résout  aisément  en  s' appuyant  sur 
ce  que  l'aire  elliptique  décrite  par  le  rayon  vcclcur  est 
dans  un  rapport  constant  avec  le  secteur  qui  lui  corres- 
pond dans  le  cercle  décrit  sur  le  grand  axe  de  l'ellipse 
comme  diamètre. 

Deux  mots  vont  éclaircir  ce  point. 


i    r(*St 

a  ^v 

N-Jk^/^ 

0      \^sA 

ON. 

zy 

Lorsqu'un  cercle  OCA'  roule  intérieurement  sur  la  cir- 
conférence d'un  aulrc  cercle  AA'B  d'un  rayon  double,  on 
démontre  d'abord  sans  difficulté  que  tout  point  M  situé  à 
l'extérieur  ou  a  l'intérieur  du  cercle  mobile  et  lié  inva- 
riablement à  ce  cercle,  est  dans  les  mûmes  conditions 
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que  s'il  appartenait  à  une  droite  mobile  MCID  dont  le 
segment  CD  ,  intercepté  entre  deux  axes  lises  et  rectan- 
gulaires (OA,  OB),  serait  constamment  égal  au  diamètre 
du  cercle  ronlant  (A  est  le  point  de  contact  des  deux  cercles, 
quand  le  point  M  se  trouve  en  S  sur  la  ligne  des  centres). 
Il  résulte  de  là,  comme  on  sait,  que  le  lieu  décrit  par  M 
est  une  ellipse  SMVT  dont  les  demi-axes  ont  pour  lon- 
gueurs OS  et  AS,  et  sont  dirigés  suivant  OA  et  OB.  La 
normale  à  cette  ellipse  est  la  droite  qui  va  du  point  dé- 
crivant M  au  point  de  contact  A'  du  cercle  roulant. 

Maintenant,  si  l'on  décrit  un  cercle  sur  le  grand  axe  ST 
comme  diamètre,  et  qu'on  mène  l'ordonnée  PMQ,  ou  a 
secteur  elliptique  MSO  _  OV  _  S4 
secteur  circulaire  QSO       OS  —  OS  ' 
or  le  secteur  circulaire  croit  proportionnellement  A  son 
angle  QOS.  Il  sera  donc  prouvé  que  le  secteur  elliptique 
croît    proportionnellement  à  l'angle  MCS  décrit  par  le 
rayon  qui  va  du  centre  I  du  cercle  mobile  au  point  dé- 
crivant, si  l'on  démontre  l'égalité  des  deux  angles  QOS 
et  MCS.  En  effet ,  on  a 

MP_SA_MC_ 
PQ~  OS~  OQ' 

donc  les  triangles  rectangles  QOP,  MCP  sont  sembla- 
bles, et  MC  est  parallèle  à  OQ ,  etc. 

Cette  solution  s'est  également  présentée  à  mon  hono- 
rable collègue  M.  Vannson,  qui  surveillait  avec  moi  les 
opérations  du  concours. 

Agréez,  etc. 
16  octobre  i8S4- 

Jules  Vieille. 

Noie.  M.  le  lieutenant  Mannheimnousa  aussi  communiqué  une  wlulioo. 
H.  Mandait,  professeur  au  lycée  lia  Metz,  vient  de  nous  adresser  une 
bonne  solution  complète  des  deui  parties  du  problème.  Tir. 
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Sir  te  denier  terne  le  l'équlioa  u  carré  des  difîéreices  et  sir  le  TtnlaUe 
aiteir  d'u  theort™  d'ualjse  ht  les  ricins  d'ue  éqiilion. 

(Extrait  d'une  Lettre.) 


Permettez-moi  de  vous  adresser  une  très-courte  obser- 
vation au  sujet  d'une  phrase  que  je  viens  de  lire  dans  les 
Nouvelles  Annales  (septembre,  page  355). 

Après  avoir  apprécié  d'une  manière  très-bienveillante 
et  très-juste  l'excellent  ouvrage  d'algèbre  dout  M.  Serret 
vient  de  donner  la  seconde  édition ,  vous  analysez  les 
notes  ajoutées  au  texte  primitif,  et  vous  dites ,  à  propos 
de  l'une  d'elles  ; 

«  Le  dernier  terme  de  l'équation  au  carré  des  di/Fé- 
»  rences  occupe  une  place  importante  dans  certaines 
»  recherches  ;  on  indique,  pour  le  former,  le  procédé  de 
u  M.  Cauchy,  et,  dans  une  note,  une  méthode  nouvelle 
»  qui  semble  fondée  sur  celle  de  M.  Joachimslahl  et 
n  même  ne  pas  en  différer  essentiellement.  » 

Savez-vous  que  les  choses  qui  ne  différent  pas  essen- 
tiellement sont  bien  rares?  Leibnitz  doutait  même  qu'il 
en  existât.  .Nos  grands-pères,  d'un  autre  côté,  croyant 
qu'entre  deux  idées  quelconques  on  peut  toujours  établir 
un  rapprochement  tel  quel ,  s'exerçaient  quelquefois  à 
chercher  une  ressemblance  et  une  différenceplus  ou  moins 
ingénieuses  entre  deux  choses  proposées. 

Il  me  semble  qu'un  géomètre  ne  serait  guère  embarrassé 
si,  jouant  à  ce  vieux  jeu,  il  avait  à  comparer  la  Note  de 
M.  Serret  à  celle  de  M.  Joachimslahl. 

Les  deux  géomètres  s'occupent  de  l'équation  au  carré 
des  différences,  et  examinent  d'abord  sous  quelle  forme 
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figure  dans  l'expression  (le  son  dernier  terme ,  le  ternie 
tout  connu  de  l'équation  proposée. 

Voilà  la  ressemblance. 

M.  Serret,  partant  de  ce  résultat  presque  évident,  par- 
vient  à  un  moyen  fort  ingénieux  d'obtenir  l'expression 
complète  du  dernier  terme.  La  Note  de  M.  Joachimstahl 
ne  donne  aucun  procédé  pour  atteindre  ce  but.  Voilà  la 
différence. 

Elle  me  semble  établir  entre  les  deux  méthodes  une 
séparation  essentielle. 

Vous  tenez  beaucoup ,  je  le  sais ,  à  l'indication  exacte 
des  sources  et  à  ce  que  les  noms  des  inventeurs  soient  mis 
sous  les  yeux  du  lecteur.  Quand  il  s'agit  d'un  ouvrage 
élémentaire,  je  ne  partage  pas  entièrement  votre  opinion, 
et  vous  avez  pu  vous  en  apercevoir  en  parcourant  mon 
Traité  d'algèbre.  Le  livredeM.  Serret,  «'adressant à  des 
savants,  est  dans  des  conditions  toutes  différentes;  aussi 
je  m'associe  volontiers  aux  reproches  que  vous  lui  faites 
indirectement  (page  355)  de  ne  pas  avoir  cité  l'auteur  de 
ce  beau  théorème  : 

Toute  Jonction  rationnelle  des  racines  d'une  équation 
peut  être  rendue  entière. 

Mais  le  véritable  nom  à  citer  est  celui  de  Gauss  ;  il  a 
donné  ce  théorème  dans  son  Mémoire  trop  peu  connu 
sur  la  détermination  numérique  des  intégrales  (Commen- 
taires de  Gottingue ,  t  HT,  p.  53;  1816),  et  l'unede  ses 
démonstrations  est  précisément  celle  que  M.  Serret  dé- 
veloppe en  indiquant  qu'elle  s'étend  d'elle-même  au  cas 
de  plusieurs  racines. 

Recevez,  etc.  J-  Bertraitd, 

Protecteur  au  Lycéo  Napoléon. 

NoteduRédacteur.  Nous  acceptons  avec  reconnaissance 
ces  savantes  et  spirituelles  indications.  Un  journal  jouit 
de  l'avantage  de  pouvoir  réparer  le  lendemain  les  erreurs 
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commises  la  veille,  cl  nous  considérons  comme  un  devoir 
d'user  d'un  ici  privilège.  Mais  nous  nous  permettrons  de 
faire  observer  que  l'équation  auxiliaire  Am=pi_1V„,_, 
(p.  453,  Serrct)  appartient  à  M.  Joacbimslahl,  c'est  con- 
venu. Quant  à  la  méthode  pour  parvenir  à  l'équation  fon- 
damentale (même  page) 

rfV.  rfV„ 

"^ +<»-')/>.  5^  +.-■=<>, 

on  la  trouve  dans  les  deux  dernières  pages  du  Mémoire 
français  de  M.  Cayley  :  Nouvelles  Recherches  sur  les 
coloriants  (d'elle,  tome  XL  VII;  i853)  :  observation  que 
je  dois  â  l'obligeance  de  l'éminent  analyste  M.  Brioschi. 
Je  dois  une  autre  indication  historique  h  l'érudition  si 
vaste  de  M.  Angelo  Genocchi  :  la  démonstration  du'  théo- 
rème que  le  produit  de  deux  expressions  de  la  forme 

p1—  B7*—  C^+BCî', 
conserve  la  môme  forme  (leçon  vingt-cinquième),  dé- 
monstration attribuée  à  M.  Hermite,  coïncide  exactement 
avec  celle  qui  est  donnée  par  La  grange  (Mémoires  de 
V Académie  de  Berlin,  1767  et  1770). 


NOTE  SIR  LA  SOLUTION  DE  LA  QI'ESTIOK  289 


Cette  solution  n'est  pas  exacte.  Abaissons  du  sommet  A 
une  perpendiculaire  AF  sur  le  coté  BC.  Tant  que  le  point 
D  est  entrcF  et  D,  le  raisonnement  est  juste.  Il  n'en  est 
plus  de  même  lorsque  F  est  entre  D  et  D';  alors  on  peut 
avoir  AD'  >  AD  et  la  conclusion  du  §  a"  n'est  plus 
admissible.  Le  §  3°  étant  fondé  sur  le  §  2",  cesse  aussi 
d'être  concluant.  (Observation  de  M.  Angelo  Gcnocclii.) 


>g,1,zedby  G00gle 


(33) 


CONCOURS  D'AinSSIOH  A  L'fiGOLK  POLYTUBNHH1B 
m  1854. 

Épreuve  graphique.  —  Questions  proposées. 

Cette  année,  presque  toutes  les  questions  ont  été  em- 
pruntées à  l'intersection  des  surfaces  courbes,  l'une  de  ces 
surfaces  étant  toujours  cylindrique  ou  conique;  de  sorte 
que  le  résultat  représente,  finalement,  un  effet  d'ombre 
portée  sur  un  corps'de  révolution  dont  l'axe  est  vertical ,  ou 
d'ombre  portée  par  ce  corps  sur  lui-même.  La  surface  cy- 
lindrique inclinée,  répond  au  cas  d'un  système  de  rayons 
lumineux  parallèles,  et  la  surface  conique  au  cas  d'un 
point  lumineux.  Ces  sujets  mixtes,  où  la  Géométrie  et 
la  Physique  s'unissent  dans  les  conditions  les  plus  sim- 
ples, nous  paraissent  très-convenables. 

On  voit  que  l'Ecole  Polytechnique  poursuit  sou  oppo- 
sition contre  les  épures  qui  ne  sont  que  la  reproduction 
des  planches  gravées  des  auteurs  de  géométrie  descriptive, 
c'est-à-dire,  contre  un  enseignement  graphique  plus  ré- 
pandu encore  qu'on  ne  le  pense. 


Étant  donné  un  corps  solide  formé  de  deux  cylindres 
droits  de  même  axe,  l'un  inférieur  ayant  pour  base  sur  le 
plan  horizontal  un  cercle  de  3  centimètres  de  rayon  et 
io  centimètres  de  hauteur,  l'autre  surmontant  le  pre- 
mier, ayant  5  centimètres  de  rayon  et  2  centimètres  de 
hauteur  : 

1 .  Considérez  la  hase  inférieure  de  ce  second  cylindre 
comme  la  base  d'un  cylindre  oblique,  dont  les  génératrices 

Amn.  1*  Maihcmit.,   I.  \1V.  (JmiYler  1855.1  3 
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seraient  parallèles  à  la  diagonale  d'un  cube  qui  aurait  une 
face  sur  le  plan  horizontal  et  une  sur  le  plan  vertical.  On 
propose  de  trouver  l'intersection  du  cylindre  oblique  avec 
le  premier  cylindre  droit  et  de  déterminer  ensuite  trois 
tangentes  à  cette  intersection  ;  savoir  :  une  tangente  en  un 
point  quelconque,  la  tangente  au  point  situé  dans  un 
plan  tangent  au  premier  cylindre  et  parallèle  au  cylindre 
oblique,  la  tangente  au  poinfleplus  bas. 

2.  Sur  la  projection  horizontale  O  de  l'axe  des  deux 
cylindres,  menez  dans  le  plan  horizontal  une  droite  qui 
fasse  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  45  degrés;  sur 
cette  droite  portez  à  partir  du  point  O  une  longueur 
OS  =  13  centimètres,  puis  concevez  qu'au  point  S  on 
élève  une  verticale  ST  de  16  centimètres. 

Cela  posé,  on  propose  de  construire  l'intersection  du 
cylindre  de  3  centimètres  de  rayon  avec  le  cône  qui  aurait 
pour  sommet  le  point  T,  et  pour  base  la  base  inférieure 
du  cylindre  supérieur.  On  veut  aussi  connaître  :  la  tan- 
gente en  un  point  quelconque  de  l'intersection,  la  tan- 
gente en  un  point  situé  dans  un  plan  langent  mené  au 
cylindre  inférieur  par  le  sommet  du  cône,  un  point  où  la 
tangente  soit  horizontale. 


Un  tronc  de  cône  droite  bases  parallèles  est  posé  sur 
le  plan  horizontal  par  sa  grande  base ,  qui  est  un  cercle  de 
5  centimètres  de  rayon;  la  hauteur  du  tronc  est  de  io  cen- 
timètres et  la  petite  base  a  i  centimètres  de  rayon.  Ce 
tronc  de  cône  est  surmonté  d'un  cylindre  droit  ayant 
même  axe  que  le  tronc,  un  rayon  de  5  centimètres  et 
a  centimètres  de  hauteur. 

3.  On  veut  connaître  l'intersection  du  tronc  de  cône 
avec  un  cylindre  oblique  qui  aurait  pour  base  la  base  in- 
férieure du  cylindre  qui  surmonte  le  cône,  et  dont  les 
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génératrices  seraient  parallèles  à  la  diagonale  d'un  cube 
dont  une  face  serait  sur  le  plan  horizontal,  l'autre  sur  le 
plan  vertical. 

On  cherchera  aussi  ;  la  tangents  en  un  point  quelcon- 
que, la  tangente  au  point  situé  dans  le  plan  tangent  mené 
au  tronc  de  cône  parallèlement  an  cylindre  oblique,  un 
point  où  la  tangente  soit  horizontale. 

4.  Dans  un  plan  passant  par  l'axe  commun  des  corps 
ci-dessus  et  faisant  un  angle  de  4^  degrés  avec  le  plan 
vertical ,  on  prend  un  point  S  distant  de  cet  axe  de  î  a  cen- 
timètres et  de  ao  centimètres  du  plan  horizontal. 

Cela  posé,  on  propose  de  construire  l'intersection  du 
tronc  de  cône  avec  un  cône  oblique  ayant  pour  sommet 
le  point  S ,  et  pour  base  la  base  inférieure  du  cylindre  qui 
surmonte  le  cône  tronqué. 

On  veut  aussi  connaître  :  (a  tangente  en  un  point  quel- 
conque ;  la  tangente  en  un  point  situé  dans  un  plan  tan- 
gent mené  au  tronc  de  cône  par  le  sommet  du  cône  obli- 
que ;  la  tangente  en  un  des  points  pour  lesquels  elle  a  une 
direction  horizontale. 

3.  Un  hyperboloîde  de  révolution  dont  l'axe  est  ver- 
tical a  ses  génératrices  inclinées  de  45  degrés  sur  le  plan 
horizontal,  et  un  cercle  de  gorge  de  a  centimètres  de 
rayon;  il  est  supposé  limité  à  deux  plans  horizontaux 
distants  chacun  de  5  centimètres  du  cercle  de  gorge. 

On  propose  de  trouver  son  intersection  avec  un  cylin- 
dre oblique  ayant  pour  directrice  la  circonférence  qui 
limite  l 'hyperboloîde  à  sa  partie  supérieure ,  dont  les  gé- 
nératrices seraient  inclinées  snr  le  plan  horizontal  comme 
relies  de  1* hyperboloîde ,  et  dont  les  projections  horizon- 
tales feraient  avec  la  ligne  de  terre  un  angle  de  45  degrés. 

On  construira  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
celle  intersection. 


3,g,1,zedby  G00gle 


(36) 

0.  Un  cône  droit  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal 
■in  cercle  de  3  centimètres  de  rayon;  ses  génératrices 
sont  inclinées  sur  le  plan  horizontal  d'un  angle  dont  la 
tangente  est  3.  Un  cylindre  oblique  a  pour  base  sur  le 
même  plan  horizontal  un  cercle  de  4  centimètres  de  rayon  ; 
les  génératrices  font  aussi  avec  le  plan  horizontal  un 
angle  dont  la  tangente  est  a ,  et  leurs  projections  horizon- 
tales sont  inclinées  de  45  degrés  sur  la  ligne  de  terre. 

On  propose  de  trouver  l'intersection  du  cône  et  du 
cylindre,  et  de  construire  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque de  cette  intersection. 

On  aura  soin  de  placer  les  bases  des  deux  surfaces  de 
manière  que  le  cylindre  pénètre  entièrement  dans  le  cône 
par  une  de  ses  nappes. 

7.  La  question  précédente ,  mais  avec  celte  différence  : 
les  bases  des  deux  surfaces  seront  placées  de  manière  que 
l'intersection  ait  des  branches  infinies,  dont  on  détermi- 
nera les  asymptotes. 

S.  Un  cône  droit  a  pour  base  sur  le  plan  horizontal 
un  cercle  de  5  centimètres  de  rayon;  les  génératrices 
sont  inclinées  de  45  degrés  sur  le  plan  horizontal. 

Trouver  son  intersection  avec  un  cène  droit  de  même 
axe ,  dont  le  sommet  est  à  7  centimètres  et  demi  au-dessus 
du  plan  horizontal  et  dont  la  base  sur  ce  plan  serait,  en 
supposant  qu'on  fit  descendre  ce  second  cône  jusqu'à  ce 
qu'il  ait  même  sommet  que  le  premier,  une  ellipse  dont 
les  axes  inclinés  à  45  degrés  sur  la  ligne  de  terre  auraient 
pour  longueurs  5  centimètres  et  10  centimètres, 

On  construira  la  tangente  en  un  point  de  l'intersection , 
et  les  asymptotes  de  cette  courbe,  s'il  y  en  a. 

Une  calotte  de  sphère  creuse  repose  par  sa  base  sur  le 
plan  horizontal;  le  rayon  extérieur  de  cette  base  est  de 
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■O  centimètres,  le  rayon  intérieur  de  3  centimètres  et 
demi.  La  hauteur  de  la  calotte,  mesurée  jusqu'à  la  sur- 
face extérieure,  est  de  3  centimètres. 

9.  Par  le  centre  de  la  base  on  mène  une  droite  paral- 
lèle à  la  diagonale  d'un  cube  dont  une  face  serait  sur  le 
plan  horizontal  et  une  antre  sur  le  plan  vertical  ;  puis  on 
prend  cette  droite  pour  l'axe  d'un  cylindre  dont  la  section 
droite  serait  un  cercle  de  3  centimètres  de  diamètre. 

Cela  posé,  on  veut  connaître  l'intersection  de  ce  cylindre 
avec  les  deux  surfaces  sphériques  qui  limitent  la  calotte 
creuse,  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 
l'une  de  ces  courbes.  On  construira  en  outre  le  dévelop- 
pement de  la  surface  cylindrique  du  solide  commun  aux 
deux  corps. 

10,  Par  le  centre  de  la  base  ou  mène  une  droite  dont 
la  projection  horizontale  fait  un  angle  de  45  degrés 
avec  la  ligne  de  terre  et  la  projection  verticale  un  angle 
de  6o  degrés ,  pois  on  prend  cette  droite  pour  l'axe  d'un 
cône  dont  le  sommet  est  à  8  centimètres  du  centre  de 
la  base  de  la  calotte  et  dont  la  section,  faite  perpendicu- 
lairement à  l'axe  et  à  3  centimètres'  du  sommet,  est 
nn  cercle  de  i  centimètre  de  rayon. 

Cela  posé,  on  veut  connaître  l'intersection  de  ce  cône 
droit  avec  les  deux  surfaces  sphériques  qui  limitent  la 
calotte  creuse,  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  quel- 
conque de  l'une  de  ces  courbes.  On  fera  une  coupe  par  le 
plan  des  deux  axes ,  et  cette  coupe  devra  être  dégagée  de 
toute  ligne  de  construction,  afin  de  représenter  plus 
nettement  l'ouverture  faite  par  le  cône  dans  la  calotte. 


1 1 .  Étant  donné  un  corps  solide  dont  deux  faces  son  t 
des  plans  verticaux  représentés  sur  le  plan  horizontal  par 
les  droites  parallèles  xy  et  uv,  entre  lesquelles  il  y  a  une 
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distance  de  9  centimètres  ;  on  suppose  que  dans  ce  corps 
solide  on  pratique  un  vide  composé  comme  il  suit  :  i°  un 
prisme  droit  ayant  3  centimètres  de  hauteur  et  pour  base 
le  parallélogramme  ABCDdans  lequel  les  cotés  AD,  BC 
sont  à  8  centimètres  l'un  de  l'autre ,  et  inclinés  de  45  de- 
grés sur  les  premiers  ;  a"  un  demi-cylindre  surmontant 
ce  prisme,  ayant  ses  génératrices  horizontales,  une  sec- 
tion droite  circulaire  de  8  centimètres  de  diamètre,  et 
placé  de  telle  sorte  qu'il  soit  tangent  aux  deux  plans  ver- 
ticaux AD  et  BC. 

Cela  posé ,  on  demande  de  représenter  sur  un  plan  ver- 
tical parallèle  à  ÀB  les  limites  de  la  partie  enlevée  dans  le 
corps  solide ,  en  ayant  soin  de  distinguer  les  parties  vues 
des  parties  cachées. 

On  propose  de  construire  l'intersection  des  surfaces 
qui  limitent  ce  solide  enlevé  par  un  cylindre  oblique  qui 
aurait  pour  base  l'ellipse  projetée  sur  CD,  et  dont  les  gé- 
nératrices seraient  parallèles  à  une  droite  dont  la  projec- 
tion horizontale  fait  un  angle  de  45  degrés  avec  la  ligne 
de  terre',  et  la  projection  verticale  un  angle  de  60  degrés. 
On  veut  aussi  connaître  le  point  où  l'intersection  des 
deux  cylindres  rencontre  l'ellipse  projetée  sur  CD  et  la 
tangente  au  point  d'intersection  situé  sur  une  des  généra- 
trices AD  ou  BC. 

12.  Étant  donné  un  tore  produit  par  la  rotation  d'un 
cercle  de  3  centimètres  de  rayon  autour  d'un  axe  verti- 
cal situé  dans  son  plan ,  et  distant  de  5  centimètres  du 
centre  du  cercle  générateur,  on  suppose  qu'un  plan  pa- 
rallèle à  la  ligne  de  terre  soit  incliné  de  4<>  degrés  sur  le 
plan  horizontal  et  placé  de  telle  sorte  qu'il  coupe  à  la  fois 
la  nappe  du  tore  décrite  par  le  demi -cercle  qui  tourne  sa 
concavité  vers  l'axe  et  celle  qui  est  décrite  par  l'autre  demi- 
cercle,  sans  cependant  que  ces  courbes  soient  séparées. 
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Oq  propose  de  construire  l'intersection  du  tore  par  le 

plan ,  ainsi  que  la  tangente  en  un  point  quelconque  de 

cette  courbe.  11  faudra  aussi  trouver  cette  section  en  vraie 

grandeur,  et  ce  que  devient  la  tangente  au  point  considéré. 


13.  Une  demi-sphère  creuse  de  g  centimètres  de  rayon 
intérieur  et  de  3  centimètres  d'épaisseur  est  posée  sur  le 
plan  horizontal ,  la  convexité  en  dessous. 

On  veut  connaître  son  intersection  avec  un  cône 
oblique  déterminé  comme  suit  :  le  sommet  est  au  point 
le  plus  bas  de  la  surface  intérieure  de  la  sphère  ;  l'axe  es 
la  corde  du  quart  de  cercle ,  section  de  la  sphère  inté- 
rieure par  uu  plan  méridien  vertical ,  faisant  un  angle 
de  45  degrés  avec  le  plan  vertical  ;  la  base  du  cône  sur  le 
plan  de  l'hémisphère  est  un  cercle  de  6  centimètres  de 
rayon.  On  construira  en  outre  la  tangente  en  un  point 
quelconque  de  l'intersection. 

On  fera  une  coupe  par  le  plan  des  deux  axes;  elle  sera 
dégagée  de  toute  ligne  de  construction ,  afin  de  représen- 
ter plus  nettement. l'ouverture  faite  par  le  cône  dans  la 
demi-sphère. 

La  question  sera  traitée  sans  changement  de  plans  de 
projection.  On  pourra  indiquer  des  méthodes  de  solution 
OÙ  la  position  de  ces  plans  serait  changée. 

Note  du  Rédacteur.  On  cherche  avec  raison  à  ré- 
pandre,  à  populariser  cette  langue  universelle  qu'on  ap- 
pelle le  dessin.  Pourquoi  cette  langue  est-elle  exclue  du 
grand  concours  universitaire  ?  pourquoi  négliger  un  tel 
stimulant?  On  pourrait  donner  des  prix  adaptés  à  ce 
genre  de  connaissances  ;  entre  antres  les  notes  et  croquis 
de  Géométrie  descriptive  ou  quelques  uns  des  solides  de 
la  collection  en  relief  (t.  XII,  p.  456).  Nous  ne  saurions 
trop  recommander  ces  productions  du  chef  des  travaux 
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graphiques  à  l'École  Polytechnique  a  l'attention  de  l'Uni- 
versité, des  professeurs  et  des  chefs  d'institution. 

Outre  le  sentiment  de  l'art,  l'habileté  de  l'artiste, 
M.  Bardin  possède  les  qualités  du  professeur  et  les  théo- 
ries graphiques  spécialement  enseignées  dans  la  grande 
école.  De  là  le  mérite  distinctif  de  ses  ouvrages. 


SIR  LA  FRACTION  CONTINUE 


Pak  h.  f.  amoretti  , 

Él*re  du  Ljoée  de  Vonwillm  {'). 

Travaillant  sur  la  fraction  continue  que  l'on  doit  i 
Brounker,  pour  représenter  ir,  j'ai  été  conduit  à  me  de- 
mander ce  que  pouvait  représenter  la  fraction 


Après  quelques  recherches  inutiles,  j'ai  trouvé  dans  les 
Notes  à  la  Géométrie  deLegendre  un  passage  qui  se  rap- 
portait à  ma  question  ;  je  copie  textuellement.  (Note  IV, 
page  289  de  la  i4*  édition). 

«  Considérons  la  suite  infinie  : 

(•)  Lauriit  do  1 854 
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dont  le  terme  général  est 


■  .a. 3...»   .(.  +  !)...(.+  »-,) 

Si  l'on  remplace  z  par  z  +  i  dans  f  (z)  el  qu'on  retran- 
che ,  on  aura 


'w-.'('+,)=^)[,+rîî+;-(7T5ïï^3)+---} 

»  Dans  la  série  entre  crocheta,  on  reconnaît  f(z  4-  a), 
on  a  donc 

T(*)-  ,(s  +  i)  =  _^r^f(»  +  a). 

Divisons  psry(x  +  i),  et  posons 
on  aura 


/(»)=; 


Mettant  successivement  z-(-i,z|a,àla  place  de  z, 
et  mettant  sa  valeur  pour  /  {z  +  i)  dans  /  (z),  pour 
y(z  +  a)  dans/(z-r-  i),etc,  on  obtient 

/(■)■ •—. 


»  Posant  {*) 
(  "  )  Ce  dernior  alinéa  n'ai  pu  dans  Legendrc 


^.iizaj^Google 


(■M 

on  obtient 


/(■)= 


[  C'est  ici  que  commence  le  travail  qui  m'est  propre.  ] 
On  a 


faisant  I=«e  i , 

!  +  —  +  —• — ^H i-= V-z  +  -  ■■ 

1.2         1.»     1.2.3         1.3.3     1.2.3.4 

Il  s'agit  de  sommer  les  suites  des  deux  termes.  Posons 

(,,  +w=,+ji+_j:3+_^3a+.... 

DilTérentiant  les  denx  membres, 

<*>       s=' +7+7^5-'- Trir?-1-  •••• 

et  divisant  membre  à  membre, 

Y  H t--r-:+.. 

I  l'.2' 

Ou  voit  maintenant  que  h  n'est  autre  ebose  que  ce  que 
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donc  plus  qu'A  trouver  la  nature  de  la  fonction  i|*,  qui  se 
développe  suivant  la  série  (i),  ou  seulement  la  nature  de 
sa  dérivée  que  je  désigne  par  t  et  qui  se  développe  suivant 
la  série  (a), 

x         x'  *> 

'  =  n t-~r~ ',  •*•  -TTV.+ 

i       l'.a'      l'.a'.i' 

Différemiant  les  deux membtes, 

dt  X  J?  X* 

tlx  l'.a       ■■.*',  3        i*.a'.3*-4 

multipliant  par  x  et  différendant  de  nouveau, 
xdt  x1  *> 

dx  l'.a      i*.a'.3 

d'où 

.J(g)=(,+£+^,+_4_+...u. 

\rf*y       \        i       i*.a'       i*.a'. 3*  / 

Mais  la  série  du  second  membre  est  précisément  celle 
dont  (désigne  la  somme:  par  suite,  la  sommation  de  cette 
série  est  rappelée  à  l'intégration  de  1  équation  du  second 
ordre, 


'(*)■ 


Faisons 

d'où 

tdx  =  djr, 

i 

dr                 jcdt       xt, 

■  —  ■f,     et     -r  =  - 
dx                 dx          a 

nous  aurons, ei 

i  substituant, 

'(-£)=*■ 

et  en  intégrant , 

^=r+*> 

tL. 


A  désignant  la  constante  arbitraire. 
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On  donnera   une  forme  pins  simple  a  l'équation  en 
posant 

et,  en  substituant, 

<3>  ¥='■ 

Nous  ramènerons  cette  équation  au  premier  ordre  en  po- 
sant p  =  e/"**,  v  étant  une  autre  fonction  de  x,  car  on  a 

dp  =  */**.  wir,     </'/»  =  dx{pdv  -f-  v'pdx), 
ou  trouve,  en  reportant  cette  dernière  expression  dans 
l'équation  (3)  et  supprimant  le  facteur p, 


cas  particulier  de  l'équation  de  ÏUccati. 

Veraiillei,  -i4  octob™  i«5,j. 

(La  Note  suivante  a  été  communiquée  par  M.  Herlobig  , 
chef  de  l'institution  Saint-Louis,  à  Versailles,  neveu 
et  successeur  de  M.  Potin.) 

Emile-Michel  Amoretti  est  né  à  Moscou,  le  i*r  juin 
,i838,  de  parents  piémontais.  Son  père  naquit  à  Nice 
alors  que  le  Piémont,  sous  le  nom  d'Alpes-Maritimes, 
appartenait  à  la  France.  En  i83o,  sa  famille  quitta  Nice, 
où  elle  avait  été  malheureuse,  pour  aller  chercher  for- 
tune en  Russie. 

£.  Amoretti  dès  sou  enfance  aimait  l'étude.  Son  père 
Gt  un  dernier  sacrifice  et  l'amena  en  France  en  1849, 
le  confia  d'abord  aux  soins  de  M.  Tanquerel ,  maître  de 
pension  à  Saint-Germain,  puis,  peu  de  temps  après,  à 
ceux  de  M.  Potin,  chef  de  l'institution  Saint-Louis,  à 
Versailles,  Son  nouveau  maître  reconnut  bientôt  toutes  les 
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brillantes  qualités  de  son  élève  et  mit  lont  en  oeuvre  pour 
lui  assurer  un  bel  avenir. 

A  l'âge  de  i3  ans ,  Amoretti  obtint  au  concours  géné- 
néraldei85i  le  premier  accessit  de  mathématiques  acces- 
soires :  succès  qui  devait  en  faire  présager  bien  d'autres. 

En  i85o ,  la  position  de  M.  Amoretti  ne  lui  permit  plus 
de  sobvenir  aux  besoins  de  son  Gis ,  et  il  pria  M.  Potin 
de  ne  point  abandonner  son  élève.  M.  Amoretti  mourut 
en  i85a,  et  M.  Potin  devint  le  père  adoptif  de  cet  or- 
phelin qui  s'est  toujours  montré  digne  et  reconnaissant 
d'un  pareil  sacrifice. 

Le  malheur  qui  venait  de  frapper  E.  Amoretti  lui  in- 
spira de  nouveaux  efforts  ;  son  intelligence  supérieure 
grandit  encore  par  le  travail  qui  devenait  pour  lui 
une  nécessité  plus  pressante,  une  passion  impérieuse. 
«  Je  veux,  disait-il,  me  faire  une  position;  je  me  sens  la 
force  de  tout  faire  pour  arriver  à  mon  but.  » 

Il  ne  s'occupait  pas  exclusivement  des  ouvrages  des 
grands  maîtres  en  mathématiques,  mais  il  lisait  avec  une 
satisfaction  aussi  grande  Montaigne  et  Montesquieu;  17- 
mitulion  était  sa  lecture  favorite.  Sa  mémoire  était  pro- 


II  observait  dans  les  plus  petites  choses  un  ordre  mer- 
veilleux ,  réglant  jour  par  jour,  heure  par  heure,  l'em- 
ploi de  son  temps.  Depuis  le  mois  de  janvier  i85a,ila 
consigné  sur  un  carnet  ses  moindres  actions;  il  n'oublie 
pas  le  plus  petit  détail,  mettant  en  toutes  choses  une 
exactitude  mathématique. 

S'il  se  livrait  presque  exclusivement  aux  mathéma- 
tiques ,  c'était  pour  arriver  plus  tôt  à  son  but  ;  mais  il 
aurait  eu  une  aptitude  presque  égale  pour  les  langues. 
Il  put  sans  peine  étudier  avec  succès  l'hébreu ,  l'anglais  et 
l'allemand,  et  jamais  il  n'a  fait  montre  de  son  savoir. 
Lauréat  du  grand  concours,  admis  sans  concours  à  l'École 
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Normale,   présenté  à  l'Impératrice,  il  ne  conçut  pas  le 
moindre  orgueil.  Sa  modestie  était  extrême  (*) . 

D'un  caractère  très-gai ,  il  avait  une  conversation  très- 
aimable  et  très-spirituelle  lorsqu'on  le  mettait  à  l'aise. 

D'une  constitution  robuste,  d'une  santé  de  fer,  Àmo- 
retti  fut  légèrement  indisposé  vers  la  fin  du  mois  d'oc- 
tobre; il  combattit  ce  malaise  jusqu'au  38.  Cette  indispo- 
sition devint  plus  grave  et  le  força  a  garder  le  lit  ;  c'était 
la  veille  de  son  entrée  à  l'École.  Les  symptômes  de  la 
lièvre  typhoïde  se  manifestèrent  ;  il  eut  deux  hémorragies 
très-abondantes  qui ,  en  diminuant  ses  forces ,  nous  don- 
naient de  l'espoir;  mais  la  fièvre,  qui  avait  pendant  les 
huit  premiers  jours  suivi  un  cours  parfaitement  régulier, 
fut ,  le  8  novembre,  accompagnée  de  nouveaux  accidents; 
et,  à  la  suite  d'une  crise  violente,  il  y  eut  une  prostra- 
tion complète  de  forces  et  Amoretti  mourut  paisiblement. 
On  est  contraint  à  admirer  une  existence  aussi  belle,  aussi 
bien  remplie ,  une  intelligence  aussi  brillante  qui  pouvait 
rendre  des  services  a  la  science. 

Note  du  Rédacteur.  M.  Vannson,  le  professeur  d'À- 
moretli,  nous  écrit  :  «  Depuis  trente  ans  que  j'enseigne 
les  mathématiques  je  n'ai  jamais  rencontré  dans  aucun 
élève  une  intelligence  aussi  remarquable  et  un  goût  aussi 
prononcé  pour  l'étude  des  sciences,  m 

(  '  )  C'est  lui  qui  Ion  du  dernier  concours  ■  déclaré  connaître  la  pre- 
mière question  ( loir  t.  XIII,  p.  ■ttj'i)-  acte  de  délicatesse  *t  de  loyauté 
plus  honorable  que  le  prix  du  concouru. 

Dans  une  Lettre  jointe  a  «on  travail,  il  dit  qu'il  nous  amarra  le  prii 
couronne,  en  «joutant  qu'il  cherchera  h  rele*er  la  falbleaee  du  sujet  par 
quoique*  considération!  générales. 

Lauréat  de  1810,  M.  Cousin,  Agé  de  18  ans,  fut  sdmij  à  l'École  Nor- 
male, sans  concours:  premier  cl  illustre  précèdent.  Ta. 
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DESCRIPTION  D'UN  APPAREIL  DESTINÉ  A  L'ENSEIGNEMENT 
DE  LA  GÉOIÉTRIE  DESCRIPTIVE, 

CoNanniT  par  H.  WEISSAIfD, 
PK&Mtur  dt  tr«Min  in^Mqu»,  cbui*  au  Cmn  moalelpaiii  de  Daaila,  |  sirubonri  ; 

Par  M.  TERQTJEM  (àitmo), 

Prof«Mur  de  Physique  au  Lycée  de  Chateanrom. 


L'appareil  de  M.  Weissand  se  compose  de  deux  plans 
rectangulaires  ayant  environ  3o  centimètres  de  longueur 
sur  ao  centimètres  do  largeur;  les  deux  plans  en  zinc 
recouvert  de  bois  noirci  sont  réunis  par  une  charnière 
placée  le  long  de  la  plus  grande  dimension  ;  ils  font  entre 
eux  un  angle  droit,  et  figurent  ainsi  les  deux  plans  de  pro- 
jection, la  charnière  étant  la  ligne  déterre.  Comme,  dans 
certains  cas,  il  faut  employer  des  plans  auxiliaires  de 
projection ,  'À  la  suite  de  chacun  des  plans  de  projection 
se  trouve  placé  un  rectangle  de  mêmes  dimensions  que 
le  premier,  qui  peut  tourner  autour  d'une  charnière  per- 
pendiculaire à  la  ligne  de  terre ,  verticale  pour  le  plan 
vertical  de  projection ,  horizontale  pour  le  plan  horizon- 
tal. On  a  ainsi  deux  plans  auxiliaires  qui  peuvent  se 
placer  perpendiculairement  à  la  ligne  de  terre  et  se  ra- 
battre l'un  sur  le  plan  vertical  et  l'autre  sur  le  plan  ho- 
rizontal. Si  l'on  ne  veut  pas  se  servir  de  ces  plans,  placés 
à  la  suite  des  premiers ,  ils  doublent  la  longueur  de  l'ap- 
pareil. 

Chacun  des  plans  de  projection  porte  parallèlement  à 
la  ligne  de  terre  une  rainure  qui  le  divise  en  deux  par- 
ties égales;  quatre  autres  rainures,  également  espacées, 
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sont  disposées  perpendiculairement  à  la  première.  Ces 
rainures  ont  pour  section  un  trapèze ,  afin  que  les  règles 
qui  y  glissent ,  et  les  remplissent  quand  on  ne  veut  pas  s'en 
servir,  ne  puissent  s'en  échapper.  C'est  dans  ces  diverses 
rainures  que  l'on  glisse  le  support  sur  lequel  on  fixe  les 
diverses  figures  destinées  à  Être  projetées. 

Ce  support  consiste  en  un  tronc  de  pyramide  quadran- 
gulaire  glissant  à  frottement  dur  dans  les  diverses  rai- 
nures. Ce  tronc  de  pyramide  est  traversé,  suivant  son 
axe ,  par  un  cylindre  creux  dans  lequel  peut  tourner,  à 
frottement  dur,  un  cylindre  plein  des  mêmes  dimen- 
sions. Sur  ce  cylindre  est  placée  une  petite  virole  de 
cuivre,  dans  laquelle  peuvent  se  visser  diverses  petites 
tiges  de  fer.  Cette,  virole  n'est  pas  invariablement  liée  au 
cylindre  qui  la  supporte,  mais  elle  peut  tourner  autour 
d'un  axe  perpendiculaire  à  celui  du  cylindre  et  parallèle, 
par  suite,  au  plan  de  projection  sur  lequel  est  fixée  la 
petite  pyramide.  On  peut  donc  donner  à  cette  virole 
deux  mouvemenu  rectangulaires. ; 

i°.  En  faisant  tourner  le  cylindre  sur  lui-même,  le 
mouvement  de  rotation  s'exécute  autour  d'un  axe  perpen- 
diculaire au  plan  de  projection. 

a°.  En  faisant  tourner  la  virole  autour  de  l'axe  perpen- 
diculaire à  celui  du  cylindre,  ou  peut  lui  donner,  ainsi 
qu'à  la  tige  qu'elle  supporte,  toutes  tes  inclinaisons  sur 
le  plan  de  projection. 

3°.  Enfin ,  en  faisant  glisser  tout  le  support  dans  les  - 
diverses  rainures,  on  peut  faire  occuper  à  cette  tige  des 
positions  très-variées. 

Dans  la  virole  viennent  se  fixer,  à  l'aide  d'un  pas  de 
vis,  diverses  tiges  de  fer  représentant  des  lignes  droites, 
courbes,  planes,  à  double  courbure,  etc.  On  peut  ainsi 
démontrer  tous  les  théorèmes  relatifs  à  la  ligne  droite  et 
aux  lignes  courbes. 
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Pour  placer  dans  l'espace  des  ligures  plaucs,  on  visse 
dans  la  virole  une  tige  sur  laquelle  glisse  un  curseur  ;  le 
curseur  porte  latéralement  un  petit  axe  qui  traverse  les 
diverses  figures  planes  figurées  par  des  petites  plaques  de 
tôle  découpées  qui  sont  fixées  invariablement  à  l'aide 
d'an  écrou  de  pression. 

Enfin  on  peut  également  prendre  des  volumes  quel- 
conques, faits  également  en  tôle  vernie,  tels  que  des  cy- 
lindres, des  cônes,  des  pyramides, des  sphères,  etc.  Pour 
soutenir  ces  corps ,  on  fixe  sur  la  virole  une  tige  qui  porte 
perpendiculairement  une  seconde  tige;  cette  dernière  se 
replie  ensuite  d'équerre  parallèlement  à  la  première;  on 
a  ainsi  deux  tiges  parallèles  très -rapprochées  l'une  de 
l'autre  et  invariablement  liées  ensemble.  Les  divers  corps 
solides  que  l'on  veut  placer  dans  l'espace  sont  traversés 
à  la  fois  par  ces  deux  tiges  et  se  trouvent  ainsi  fixés  d'une 
manière  invariable.  A  ces  diverses  figures  sont  joints  des 
plans  qui  sont  découpés  de  manière  à  s'appliquer  entre  les 
deux  plans  de  projection  sous  différentes  inclinaisons. 

A  l'aide  d'un  petit  fil  à  plomb  et  d'une  règle ,  on  peut 
tracer  avec  de  la  craie  sur  les  plans  de  projection  les 
projections  des  diverses  lignes,  plans,  corps  situés  dans 
l'espace  et  surtout  montrer  les  transformations  que  ces 
projections  subissent,  quand  on  donne  aux  figures  à  pro- 
jeter tel  ou  tel  mouvement. 

Telles  sont  les  principales  dispositions  de  cet  ingénieux 
appareil  avec  lequel  il  est  facile  de  construire  toutes 
les  figures  qui  doivent  être  étudiées  dans  un  coprs  de 
géométrie  descriptive;  appareil  supérieur  à  ceux  qui  ont 
déjà  été  construits  ponr  le  même  but,  à  cause  de  la 
généralité  de  son  emploi.  Il  peut  être  surtout  utile  pour 
l'enseignement  de  la  géométrie  descriptive  à  des  élèves 
peu  accoutumés  aux  considérations  abstraites  et  qui  ont 
peu  l'habitude  de  la  géométrie.  Sa  place  est  naturellement 

J»n.  de  JfofftAMt.,  i.  XIV.  (Février  i85S.)  4 
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marquée  dans  Ions  les  cours  industriels  où  il  est  appelé 
à  rendre  de  grands  services  au  professeur  et  aux  audi- 
teurs. 


QUESTION. 


296.  On  donne  dans  le  même  plan  deux  systèmes  de 
sept  points  chacun  et  qui  se  correspondent.  Faire  passer 
par  chacun  de  ces  systèmes  un  faisceau  de  sept  rayons ,  de 
telle  sorte  que  les  deux  faisceaux  soient  ho  Biographiques. 
Démontrer  qu'il  n'y  a  que  trois  solutions.  (Chasles.) 


EXERCICES  SUR  DE  GRANDS  NOMBRES- 

2"=6338*533ooi  14114700748351603.688  =  0, 
log2  =  o, 30102 g9g5663g8i  ig5n  373889473449, 
a  log  a  donne  pour  caractéristique 

■90800427345073528122179413680  =  6, 

ainsi ,  £  +  1  est  le  nombre  de  chiffres  de  a". 

Ce  calcul  a  été  fait  par  Clausberg  et  se  trouve  dans  son 
ouvrage  Démoiistrativer  Rechenkunst,  Arithmétique  dé- 
monstrative ,  m"  partie,  §  '474;  Leîpsig,  178a;  in-8°. 
On  ydonne  les  logarithmes  de  Briggsde  1  à  100  avec  3a 
décimales.  Les  Tables  de  Callet  renferment  de  tels  loga- 
rithmes dei  à  1097  avec6i  décimales;  mais  il  faut  pren- 
dre les  dix  décimales  à  gauche  dans  la  Table  des  20  dé- 
cimales. 
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THÉORIE  DE  U  DIVISION  AR1THMÉT1QLE  DBS  NOMBRES  ENTI1RS  ; 
Par  H.  L.-E.  FAUCHEUX. 


Lemme.  Soit  à  multiplier  deux  nombres ,  par  exemple 
7436  par  48 .  Ou  pourra  toujours  obtenir  le  produit  de  la 
manière  suivante.  Ou  multipliera  d'abord  48  par  6 ,  ce  qui 
donnera  288  \  on  écrira  8  et  on  retiendra  28.  On  multi- 
pliera ensuite  48  par  3,  ce  qui  donnera  i44-  a  quoi  on 
ajoutera  28  du  produit  partiel  précédent,  ce  qui  donnera 
172;  on  écrira  2  et  on  retiendra  17.  On  multipliera  48 
par  4»  et  au  produit  192  on  ajoutera  17,  ce  qui  donnera 
209  ;  on  écrira  9  et  on  retiendra  20.  Enfin  on  multipliera 
48  par  7,  et  au  produit  336  on  ajoutera  20;  on  aura  356, 
qu'on  écrira  entièrement,  et  le  produit  sera  356ga8. 

On  pourra  toujours  considérer  le  produit  d'une  multi- 
plication effectuée  comme  ayant  été  obtenu  par  ce  pro- 
cédé-là. 

Dans  cette  multiplication,  il  n'y  a  qu'un  produit  par- 
tiel entièrement  écrit,  c'est  le  dernier,  c'est-à-dire  le 
produit  du  multiplicateur  par  le  chiffre  des  plus  hautes 
unités  du  multiplicande.  Des  autres  produits  partiels  on 
n'a  écrit  que  le  chiffre  des  unités  ;  et  ce  chiffre  exprime 
des  unités  de  même  ordre  que  celles  du  chiffre  du  multi- 
plicande qui  a  donné  le  produit  partiel. 

Les  retenues  de  chaque  produit  partiel  n'égaleront  ja- 
mais le  multiplicateur  48 1,  en  effet ,  le  premier  produit 
4- 
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partiel  sera  au  plus  48  X  9  <[  48  X  10 ,  OU  48  dizaines  ; 
donc  les  retenues  du  premier  produit  partiel  seront  moin- 
dres que  48  ;  le  deuxième  produit  partiel  sera  encore  au 
plus  9  X  48)  et  il  faudra  l'augmenter  d'un  nombre  moindre 
que  48;  la  somme  sera  donc  plus  petite  que  10  fois  48; 
donc  les  retenues  du  deuxième  produit  seront  aussi  moin- 
dres que  48,  et  ainsi  de  suite. 

Ce  qui  précède  sont  des  remarques  qui  appartiennent 
à  la  multiplication. 

Division. 

Définition.  La  division  a  pour  but  de  trouver  un 
nombre  nommé  quotient,  qui ,  multiplié  par  uu  nombre 
donné  nommé  diviseur,  reproduise  un  troisième  nombre 
aussi  donné,  nommé  dividende. 

De  cette  définition  résulte  comme  conséquence  qu'on 
doit  employer  la  division  pour  partager  un  nombre  donné 
en  parties  égales,  ou  pour  chercher  combien  de  fois  un 
nombre  en  contient  un  autre. 

Soit  à  diviser  306928  par  48.  D'après  la  définition, 
nous  pouvons  regarder  le  quotient  comme  étant  le  multi- 
plicande d'une  multiplication  dont  48  serait  le  multipli- 
cateur et  356928  le  produit. 

Nous  avons  vu  que  dans  toute  multiplication  il  y  avait 
un  produit  partiel  entièrement  écrit ,  et  qu'il  n'y  en  avait 
qu'un ,  que  c'était  le  dernier  produit  partiel ,  et  que,  par 
conséquent,  il  était  exprimé  par  un  certain  nombre  de 
chiffres  à  gauebe  du  produit  total.  Or  il  est  facile  de  trou- 
ver ce  dernier  produit  partiel  dans  le  produit  total  356928. 

Eu  effet,  dans  notre  exemple,  il  a  été  obtenu  par  la 
multiplication  de  48,  nombre  de  deux  chiffres  par  un 
nombre  d'un  chiffre;  il  y  a  donc  au  plus  trois  chiffres  et 
au  moins  deux.  C'est  donc  356  ou  35;  mais  il  est  au  moins 
égal  à  48  et  plus  petit  que  10  fois  48  ;  donc  c'est  356. 
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[De  là  la  règle  suivante  :  Pour  trouver  le  premier 
chiffre  du  quotient ,  il  faut  prendre  au  dividende  autant 
de  chiffres  qu'il  y  en  a  au  diviseur,  si ,  etc.,  ou  un  chiffre 
de  plus,  si,  etc.  J 

Ce  nombre  356  a  été  obtenu  en  multipliant  48  par  le 
chiffre  des  plus  hautes  unités  du  multiplicande  qui  est 
le  quotient  cherché,  et  augmentant  le  produit  des  retenues 
du  produit  précédent,  retenues  qui  sont  moindres  que  48. 
Donc  356  tombera  entre  deux  multiples  consécutifs  de48 , 
et  le  pluspetitde  ces  deux  multiples  sera  le  produit  de  48 
par  le  chiffre  des  plus  hautes  unités  du  multiplicande, 
c'est-à-dire  du  quotient*.  Donc  si  l'on  forme  le  tableau 
des  9  premiers  multiples  de  48 ,  celui  qui  sera  immédia- 
tement inférieur  ou  au  plus  égal  à  356  sera  le  dernier 
produit  partiel  débarrassé  des  retenues  du  produit  pré- 
cédent. 


336  1^436                       2  96 

209  3  144 

iga_  4  19a 

172  5  240 


'44 


9   43* 


En  consultant  le  tableau  des  multiples  de  48 ,  on  trouve 
que  le  multiple  immédiatement  inférieur  à  356  est  le 
septième ,  qui  est  336  ;  donc  le  chiffre  des  plus  hautes 
unités  du  quotient  est  7.  Retranchant  336  de  356,  le 
reste  20  représente  les  retenues,  c'est-à-dire  les  dizaines 
du  produit  partiel  précédent;  de  plus,  le  chiffre  des  uni- 
tés de  ce  produit  est  le  chiffre  qui,  dans  le  dividende,  est 
immédiatement  à  la  droite  de  356,  c'csl-à-dirc  9  :  l'avant» 
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dernier  produit  partiel  augmenté  des  retenues  dû  produit 
partiel  précédent  était  donc  209.  Mais  ce  produit  a  été 
obtenu  par  la  multiplication  de  48  par  le  chiffre  du  quo- 
tient immédiatement  à  droite  de  7;  donc  on  aura  ce 
chiffre  en  cherchant  quel  est  le  multiple  de  48  immédia- 
tement inférieur  ou  au  plus  égal  à  20g.  On  trouve  que 
c'est  19a,  qui  est  le  quatrième  multiple  :  donc  le  second 
chiffre  du  quotient  est  4  j  et  en  continuant  le  même  rai- 
sonnement on  aura  successivement  tous  les  chiffres  du 
quotient. 

Les  différents  produits  356,309, 173,288,  se  nomment 
dividendes  partiels. 

Abréviation.  On  peut  se  dispenser  de  faire  le  tableau 
des  neuf  multiples.  En  effet,  en  reprenant  l'opération  ci- 
dessus,  on  voit  qu'il  s'agit  de  trouver  par  quel  chiffre  il 
faut  multiplier  &$  pour  avoir  356  ;  or  ce  chiffre  est  à  peu 
près  le  même  que  celui  par  lequel  il  faudrait  multiplier 
4o  pour  avoir  35o ,  lequel  est  exactement  le  même  que  le 
chiffre  par  lequel  il  faudrait  multiplier  4  pour  avoir  35. 
Mais  ce  dernier  se  trouve  immédiatement  par  la  table  de 
Pythagore;  donc  on  pourra  se  dispenser  de  former  les 
multiples  du  diviseur. 

On  démontrera  sans  peine  que  le  chiffre  ainsi  obtenu 
ne  peut  être  jamais  trop  faible ,  mais  qu'il  peut  être  exact 
ou  trop  fort.  Il  faudra  donc  vérifier. le  chiffre  obtenu:  ce 
que  l'on  fera  en  le  multipliant  par  le  diviseur  et  retran- 
chant le  produit  du  dividende  partiel.  Si  la  soustraction 
peut  se  faire  ,  le  chiffre  trouvé  sera  le  chiffre  convenable. 
Si  le  produit  est  plus  grand  que  le  dividende  partiel ,  le 
chiffre  trouvé  sera  trop  fort,  il  faudra  diminuer  le  quo- 
tient d'une  unité  et  recommencer  l'essai. 

Il  n'existe  pas  toujours  un  nombre  entier  qui,  multi- 
plié par  le  diviseur,  reproduise  le  dividende.  Alors  le 
quotient  est  compris  entre  deux  nombres  entiers  consé- 
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cutifs,  et  en  prenant  pour  quotient  l'un  on  l'autre  de  ces 
deux  nombres  entiers,  on  a  le  quotient,  A  moins  d'une 
unité.  Dans  ce  cas,  le  reste  de  la  dernière  soustraction 
n'est  pas  nul  ;  on  le  nomme  le  reste  de  la  division. 

Si  l'on  prend  pour  quotient  le  pins  petit  des  deux 
nombres  entiers,  on  a  le  quotient  par  défaut  et  le  reste 
par  excès  ;  si  l'on  prend  le  plus  grand  des  deux  nombres , 
on  a  le  quotient  par  excès  et  le  reste  par  défaut.  Il  est 
facile  de  voir  que  le  reste  par  excès  pins  le  reste  par  défaut 
égalent  le  diviseur. 

En  choisissant  convenablement  l'un  des  deux  quotients, 
on  peut  obtenir  le  résultat  à  moins  d'une  demi-unité  :  il 
suffit  de  prendre  le  quotient  qui  donne  le  plus  petit  reste. 

Ou  déduira  facilement  de  là ,  la  règle  générale  ordi- 
naire. , 

Cette  théorie ,  dont  quelques  points  sont  seulement  es- 
quissés, est  soumise  à  l'appréciation  critique  de  MM.  les 
Professeurs,  et  cette  Note,  tirée  à  très-petit  nombre, 
leur  est  uniquement  destinée. 


CMTACT  DES  CERCLES  SU  LA  SPHERE,  PAR  LA  GÉOMÉTRIE; 

P»*M.VÀNNSON, 
Professeur  à  Voraaillca. 


i  ".  Par  un  point  C  mener  un  arc  de  grand  cercle  ton-. 
gent  à  un  petit  cercle  donné. 

Soient P  le  pdle  du  petit  cercle  donné,  r  sa  distance  po- 
laire <  —,  et  A  la  distance  de  C  à  P;  de  P  comme  pôle, 

avec  3  r  pour  distance  polaire,  décrivez  un  arc  de  cercle, 
et  de  C  comme  pôle  un  antre  arc  avec  A  pour  distance 
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polaire.  Soit  X  un  des  points  de  rencontre  de  ces  deux 
arcs;  joignes  X  avecP:  la  rencontre  de  l'arc  obtenu  avec 
la  circonférence  donnée  sera  le  point  de  contact.  Deux 
solutions.  Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut 
qu'on  ait  A]>  r  et  A  <  7t  —  r. 

a".  Étant  donnés  deux  petits  cercles ,  construire  un 
grand  cercle  qui  leur  soit  tangent. 

Soient  P,  P'  les  pôles  des  cercles  donnés  ;  A  la  dis- 
tance P,  V;  R,  r  leurs  distances  polaires.  Considérons 
d'abord  le  cercle  tangent  qui  coupe  l'arc  PP'  sur  son  pro- 
longement ;  on  trouvera  le  pôle  de  ce  grand  cercle  tangent, 
en  construisant  un  triangle  sphérique  dont  les  côtés  soient 

A,  I-  —  R),  f~ —  ri-    PjP'  seront  deux  sommets, 

le  troisième  sommet  sera  le  pôle  cherché.  On  trouve 


pour  conditions 


Considérons  maintenant  le  cercle  tangent  qui  coupe 
l'arc  PP'  entre  P  et  P'.  Son  pôle  sera  le  troisième  sommet 

d'un  triangle  ayant  pour  côtés  A,  I  — h'')'   ( R)- 

On  trouve  pour  conditions 

i>R  +  r,     4-t-R  — r<7r, 

3°.  TnÉoaÈwi;.  Si  trois  cercles  tracés  sur  une  sphère 
se  coupent  deux  à  deux,  les  trois  arcs  de  grands  cercles 
qui  joignent  les  points  d'intersection  sur  un  même  cercle 
concourent  au  même  point. 

Ce  théorème  se  déduit  facilement  de  son  analogue  sur 
un  plan ,  à  l'aide  des  projections  stéréographiques.  Pour 
cela ,  traçons  sur  un  plan  P  trois  cercles  qui  se  coupent 
deux  à  deux;  soient  AB,  A'B',  A"B"  les  trois  cordes 
communes,  et  X  leur  point  de  concours.   Du  point  X 
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:  centre,  décrivons  une  sphère,  et  prenons  pour 
centre  de  projection  le  polcP*  du  plan  P.  Les  trois  cercles 
donnés  auront  pour  projection  sur  la  sphère  trois  autres 
cercles ,  et  les  cordes  communes  auront  pour  projections 
trois  arcs  de  grands  cercles  qui  passeront  par  les  points 
communs  aux  trois  cercles  de  la  sphère  pris  deux  à  deux, 
et  par  les  pôles  du  plan  P  :  ce  qui  démontre  le  théorème 
énoncé. 

4°-  Étant  donné  un  petit  cercle  sur  une  sphère,  si  de 
son  pôle  on  décrit  un  second  cercle  ayant  pour  distance 
polaire  le  complémen  t  de  la  distance  polaire  du  premier, 
et  que,  par  le  pôle  commun,  on  trace  un  arc  quelconque 
de  grand  cercle  coupant  les  deux  petits  en  A  et  B  ;  ces 
deux  points  convenablement  choisis  seront  à  çjo  degrés 
de  distance  l'un  de  l'autre,  et  chacun  d'eux  sera  le  pôle 
de  la  tangente  menée  par  l'autre  au  cercle  sur  lequel  il 
se  trouve.  On  les  nomme  points  conjugués.  Les  deux 
cercles  ainsi  obtenus  sont  appelés  polaires  réciproques. 

Cela  posé,  si  deux  cercles  se  coupent  en  deux  points  A, 
B,  et  qu'on  trace  pour  chacun  d'eux  le  cercle  polaire  ré- 
ciproque, les  grands  cercles  ayant  A  et  B  pour  pôles  se- 
ront tangents  à  ces  deux  derniers  cercles  en  des  points 
conjugués  de  A  et  de  B ,  et  l'intersection  de  ces  deux  tan- 
gentes communes  sera  le  pôle  de  l'arc  passant  par  A  et  lî. 

5".  Si  trois  cercles  se  coupent  deux  à  deux,  et  qu'on 
trace  leurs  cercles  polaires  réciproques ,  puis  qu'on  mène 
à  ces  derniers  cercles,  pris  deux  à  deux,  deux  tangentes 
communes,  les  trois  points  de  rencontre  de  chaque  couple 
de  tangentes  seront  les  pôles  des  trois  arcs  menés  par  les 
points  d'intersection.  Or  ces  trois  arcs  concourent  en 
un  même  point  0;  donc  les  trois  points  de  rencontre 
des  tangentes  seront  sur  un  grand  cercle  ayant  0  pour 
pôle. 

6° .  Si  par  deux  points  A ,  B  on  fait  passer  des  cercles 
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et  que  par  un  point  C ,  pris  sur  AB  prolongé ,  on  leur 
mène  des  arcs  de  grands  cercles  tangents,  la  lieu  du 
point  de  contact  sera  une  circonférence  ayant  pour  pôle 
le  point  C. 

Ce  théorème  se  démontre  facilement  par  les  projections 
atéréographiques.  Si  le  point  C  est  pris  entre  A  et  B ,  l'arc 
tangent  se  remplace  par  l'arc  minimum,  et  le  point  de 
contact  par  le  point  où  cet  arc  minimum  coupe  la  cir- 
conférence. 

7°.  Problème.  Par  deux  points  A ,  B  mener  un  cercle 
tangent  à  un  petit  cercle. 

Le  théorème  3  conduit  à  la  construction  suivante  : 
Par  A  et  B  menez  un  cercle  quelconque,  qui  coupe  le 
cercle  donné  aux  points  C ,  D  ;  prolongez  les  arcs  CD,  AB 
jusqu'à  ce  qu'ils  se  rencontrent  en  un  point  0  ;  menez 
de  ce  point  O  deux  tangentes  au  cercle  donné.  Soient  M 
et  N  leurs  points  de  contact  :  la  question  sera  ramenée 
à  faire  passer  un  cercle  par  les  trois  points  A,  B,  M  ou 
A ,  B ,  N.  L'explication  se  ferait  comme  sur  un  plan. 

Cette  construction  ne  serait  pas  applicable  si  le  cercle 
donné  était  un  grand  cercle.  Mais  en  se  reportant  au  théo- 
rème 6,  on  est  conduit  à  la  construction  suivante:  Par 
A  et  B  menez  un  cercle  arbitraire  et  par  le  point  O  une 
tangente  à  ce  cercle.  Soit  D  le  point  de  contact;  prenez, 
à  partir  du  point  O  sur  le  cercle  donné,  deux  longueurs 
OM,  ON  égales  à  OD  :  les  points  MJV  seront  les  points 
de  contact  demandes. 

8°.  On  peut  résoudre-de  la  même  manière  le  problème 
suivant  : 

Étant  donnés  un  cercle  et  deux  points,  faire  passer 
par  ces  deux  points  un  second  cercle  qui  coupe  le  pre- 
mier en  deux  points  éloignés  l'un  de  l'autre  d'une  lon- 
gueur donnée. 

9°.  La  considération  des  cercles  polaires  réciproques  pcr- 
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met  de  ramener  au  problème  8  celui  dont  voici  l'énoncé  : 

Étant  donnés  deux  grands  cercles  et  un  petit  A ,  me- 
ner aux  deux  premiers  un  cercle  tangent  B  tel,  que  si 
l'on  mène  aux  deux  cercles  A  et  B  deux  tangentes  com- 
munes, l'angle  de  ces  tangentes  soit  égala  un  angle 
donné. 

io°.  PnoiiLfeMK.  Etant  donnés  deux  points  et  un  grand 
cercle,  trouver  sur  ce  cercle  an  point  tel,  que  la  somme 
des  distances  de  ce  point  aux  deux  points  donnés  soit 
égale  à  un  arc  donné. 

Ce  problème  se  ramène  facilement  au  problème  8, 
comme  sur  un  plan. 

ii°.  Parla  considération  des  cercles  polaires,  on  ra- 
mène le  problème  suivant  au  problème  io  : 

Etant  donnés  un  point  et  deux  arcs  de  grands  cercles, 
mener  par  le  point  un  troisième  cercle  coupant  les  deux 
autres  sous  deux  angles  dont  la  somme  est  donnée. 

ia°.  Les  problèmes  io  et  n  peuvent  encore  s'énoncer 
de  la  manière  suivante  : 

i .  Étant  donnés  les  foyers  dune  ellipse  sphérique  et 
l'axe  des  foyers ,  trouver  son  intersection  avec  un  grand 
cercle  donné  de  position. 

a.  Construire  un  triangle  sphérique ,  connaissant  la 
surface ,  un  angle  et  un  point  par  lequel  doit  passer  le 
côté  opposé. 

i'Aa.  Théorème.  Étant  donnés  deux  petits  cercles  sut- 
une  sphère,  on  peut  évidemment  mener  une  infinité  de 
grands  cercles  qui  les  coupent  tous  deux  sous  des  angles 
égaux;  tous  ces  cercles  passent  par  un  point  fixa  sur  le 
prolongement  de  la  ligne  des  pôles ,  ou  par  un  second 
point  sur  la  même  ligne  entre  les  deux  pôles.  lie  premier 
point  se  nomme  centre  de  similitude  directe^  le  second, 
centre  de  similitude  inverse. 

Soient  A ,  B ,  A',  B'  les  quatre  point»  de  rencontre  do 
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l'arc  des  pôles  avec  les  circonférences  données,  A,  B étant 
les  deux  points  les  plus  rapprochés.  (Nous  supposerons, 
pour  fixer  les  idées,  deux  cercles  extérieurs  l'uni  l'autre.) 
Supposons  mené  un  grand  cercle  coupant  les  cercles  don- 
nés sous  des  angles  égaux,  et  soient  C ,  D,C',D'  les 
quatre  points  de  rencontre,  C,  D  désignant  les  plus  voi- 
sins. Les  quatre  points  A ,  B ,  C ,  Û  sont  sur  un  même 
cercle  :  on  le  démontre  facilement  en  faisant  voir  que 
dans  le  quadrilatère  ABCD,  la  somme  de  deux  angles  op- 
posés égale  celle  des  deux  autres.  Soient  E,  H,  E',  H'  les 
quatre  points  analogues  aux  précédents  pour  un  autre 
grand  cercle ,  les  quatre  points  A ,  B ,  E ,  H  sont  de  même 
sur  un  cercle,  ainsi  que  les  quatre  points  C,  D,  E,  H 
(même  démonstration).  On  a  donc  deux  cercles  qui  se 
coupent  deux  à  deux;  donc  (n°  3)  nos  deux  grands  cercles 
et  l'axe  des  pâles   se  coupent  au  même  point. 

C.    Q.    F.    D. 

Remarque.  Il  est  aisé  de  voir  qu'un  grand  cercle  cou- 
pant les  deux  donnés  sous  des  angles  égaux  peuvent  cou- 
per l'axe  des  pôles  entre  les  deux  pôles  ou  sur  le  prolon- 
gement de  cet  arc;  de  là  la  distinction  des  deux  centres 
de  similitude.  Pour  trouver  géométriquement  le  premier 
centre  de  similitude ,  considérons  d'abord  deux  cercles 
extérieurs  l'un  par  rapport  à  l'antre;  soient  PP'  leurs 
pôles,  RR'  leurs  distances  polaires,  A  la  distance  de  leurs 
pôles.  De  P  comme  pôle  avec  H  -f  ■  a  comme  distance  po- 
laire décrivons  un  cercle ,  et  de  P'  comme  pôle  un  second 
cercle  avec  R'-t-  a  pour  distance  polaire;  ces  deux  cercles 
se  couperont,  pourvu  qu'où  ait  2»<  A  —  (R  +  R')  et 
20^>2ir  —  (A-f-  R-f-R') ,  conditions  auxquelles  on 
peut  toujours  satisfaire.  Joignons  le  point  de  rencontre 
à  P  et  à  P'  par  deux  arcs  de  grands  cercles ,  ils  couperont 
nos  deux  cercles  en  deux  points  C  et  D;  joignant  CD  , 
la  rencontre  de  cet  arc  avec  l'axe  des  pôles  sera  ,  commis 


3,g,1,zedby  G00gle 


(6,   ) 
il  est  aisé  de  le  voir,  le  centre  de  similitude  directe.  L'autre 
centre  de  similitude  se  trouve  d'une  manière  analogue, 
quelle  que  soit  la  position  des  deux  cercles. 

i4°-  Problème.  Étant  donnés  un  point  A  et  deux 
grands  cercles,  construire  un  cercle  passant  par  le 
point  A  et  tangent  aux  deux  cercles  donnés. 

Première  solution.  Si  l'on  divise  l'angle  des  cercles  en 
deux  parties  égales  et  qu'on,  prenne  par  rapport  à  Tare 
bissecteur  le  symétrique  de  A,  on  ramènera  le  problème 
à  celui  du  n°  7. 

Deuxième  solution.  Soit  C  l'intersection  des  deux 
grands  cercles ,  joignons  A  avec  C ,  et  menons  un  cercle 
tangent  quelconque  aux  deux  côtés  de  l'angle  C  dans  le- 
quel est  A  :  le  cercle  tangent  coupera  l'arc  AC  en  deux 
pointsF,  G.  Joignons  chacun  d'eux  au  p6lc(P)  du  cercle 
tangent ,  nous  obtiendrons  le  triangle  isocèle  PFG.  Main- 
tenant, menons  par  le  point  A  deux  arcs  de  grands  cercles 
formant  avec  AC  deux  angles  égaux  à  l'angle  à  la  base  de 
ce  triangle  isocèle.  Ces  grands  cercles  détermineront  sur 
l'arc  bissecteur  deux  points  qui  seront  les  pôles  de  deux 
cercles  satisfaisant  à  la  question.  Cette  construction  est 
une  conséquence  immédiate  du  théorème  précédent. 

i5°.  Mener  par  un  point  connu  (A)  un  cercle  tan- 
gent à  deux  petits  cercles  donnés. 

Supposons  les  cercles  extérieurs;  soient  P,  Pleurs  pôles, 
C,  D  les  points  les  plus  voisins  l'un  de  l'autre,  où  l'axe 
des  pôles  coupe  les  circonférences  données  ;  supposons  le 
problème  résolu  dans  le  cas  du  contact  extérieur,  et  soient 
X,  Y  les  deux  points  de  contact.  L'arc  XY  ira  évidemment 
passerparle centre desimilitude  directe.  Soit  Z  ce  centre; 
je  le  joins  à  A  par  un  arc  qui  coupe  la  circonférence  de- 
mandée en  un  point  O.  Les  quatre  points  C,  D,  X,  Y  sont 
surun  même  cercle,  ainsi  que  les  quatre  points  X,  Y,  A,0. 
D'oui!  estfaciledeoonclurcquelesquatrc  points  C,  D,  A,0 
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sont  aussi  sur  un  même  cercle.  On  connaît  trois  points 
de  ce  cercle,  on  peut  donc  le  tracer,  et,  par  suite,  déter- 
miner le  point  O;  nous  rentrons  ainsi  dans  le  cas  dn 
n°  7.  Ce  qui  donne  deux  solutions.  Les  autres  cercles 
tangents  se  trouvent  de  la  même  manière,  en  employant 
le  centre  de  similitude  inverse. 

La  même  construction  s'applique  encore,  si  l'on  rem- 
place un  des  petits  cercles  par  un  grand. 

Le  problème  de  mener  un  cercle  tangent  a  trois  autres 
se  ramène  au  précédent,  comme  dans  la  géométrie 
plane. 

On  peut  aussi  le  résoudre  directement,  comme  sur  un 
plan,  en  se  fondant  sur  quelques  propriétés  des  axes  radi- 
caux et  des  centres  de  similitude  que  nous  allons  exposer. 

i°.  Les  sinus  des  distances  du  centre  de  similitude  de 
deux  cercles  aux  pôles  de  chacun  d'eux  sont  comme  les 
sinus  des  distances  polaires. 

a".  Si  par  le  centre  de  similitude  on  fait  passer  un 
grand  cercle ,  les  sinus  des  distances  de  chaque  pôle  à  ce 
grand  cercle  sont  aussi  comme  les  sinus  des  distances 
polaires. 

3°.  Si  le  grand  cercle  coupe  les  deux  cercles  donnés, 
les  tangentes  des  demi-cordes  interceptées  sont  comme 
les  tangentes  des  distances  polaires. 

4°.  Les  tangentes  des  distances  de  chaque  pôle  au  grand 
cercle  sont  comme  les  sinus  des  demi-cordes,  et  aussi 
comme  les  sinus  des  arcs  compris  depuis  le  centre  de  si- 
militude jusqu'au  milieu  de  chaque  corde.  Si  dans  la 
dernière  proportion  entre  ces  quatre  sinus  on  fait  la 
somme  des  deux  premiers  termes  et  leur  différence,  on 
arrive  au  théorème  suivant  : 

Les  tangentes  des  moitiés  des  quatre  arcs  compris  entre 
le  centre  de  similitude  et  les  quatre  points  d'intersection 
sont  proportionnelles. 
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5°.  On  sait  que  le  produit  des  tangentes  des  demi -seg- 
ments relatifs  à  un  des  cercles  est  égal  au  carré  de  la  tan- 
gente du  demi-arc  tangent  mené  par  le  centre  de  simili- 
tude. Si  l'on  combine  cette  relation  avec  le  théorème  4 , 
on  arrive  à  cette  conséquence  : 

6°.  Si  par  le  centre  de  similitude  de  deux  cercles  on 
mène  un  cercle  sécant,  les  tangentes  des  demi-segments 
homologues  sur  ce  grand  cercle  sont  comme  les  tangentes 
des  demi-arcs  tangents  menés  par  le  centre  de  similitude. 
Si  le  centre  de  similitude  est  dans  l'intérieur  des  cercles, 
le  théorème  6  a  toujours  lieu,  en  remplaçant  l'arc  tangent 
par  la  moitié  de  l'arc  minimum  passant  par  ce  centre. 

7°.  Si  après  avoir  mené  un  grand  cercle  par  le  centre 
de  similitude ,  on  détermine  son  pôle  relativement  à  cha- 
que cercle  donné ,  ces  deux  pôles  et  le  centre  de  similitude 
sont  sur  un  grand  cercle. 

S".  Etant  donnés  trois  cercles  sur  une  sphère,  sil'on 
détermine  leurs  centres  de  similitude  directe  et  inverse  en 
les  prenant  deux  à  deux,  lés  trois  centres  de  similitude 
directe  seront  sur  un  même  grand  cercle,  qu'on  nomme 
axe  de  similitude  directe  ;  deux  centres  de  similitude  in- 
verse et  un  des  centres  de  similitude  directe  sont  aussi  sur 
un  même  grand  cercle,  qu'on  nomme  axe  de  similitude 
inverse. 

Ce  théorème  se  démontre  comme  sur  un  plan  par  la 
théorie  des  transversales. 

9°.  Si  par  le  pèle  P  d'un  petit  cercle  on  fait  passer  un 
arc  de  grand  cercle ,  et  qu'on  prenne  sur  ce  cercle  à  partir 
de  P  deux  arcs  PA,  PB  tels,  qu'on  ait 

tang  PA  X  taug  PB  =  tangV, 

r,  étant  la  distance  polaire,  ces  deux  points  sont  appelés 
points  conjugués.  Si  par  A  ou  B  on  mène  un  grand  cercle 
perpendiculaire  surPA,  ce  cercle  s'appelle  cercle  polaire 
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dupoimlioudupointA,  et,  réciproquement,  li  se  nomme 
le  pôle  du  grand  cercle  mené  par  le  point  À.  Les  pro- 
priétés des  pôles  et  polaires  sont  les  mêmes  que  sur  un 
plan,  et  se  démontrent  sans  difficulté. 

io°.  Axe  radical  de  deux  cercles.  Si  l'on  coupe  deux 
cercles  par  un  cercle  arbitraire  qui  rencontre  le  premier 
en  A  et  B ,  le  deuxième  en  A'  et  B',  qu'on  fasse  passer  par 
A  et  B  un  arc  dé  grand  cercle ,  et  un  autre  par  A',  B',  ces 
deux  cercles  se  couperont  en  un  point  O,  Le  lieu  du 
point  O  est  un  grand  cercle  perpendiculaire  à  l'axe  des 
pôles  des  deux  cercles  donnés  ;  on  le  nomme  axe  radical  de 
ces  deux  cercles. 

Démonstration.  Soit  M  la  projection  de  O  sur  l'axe 

des  pôles  P,.P'j  soient  r,  r1  les  distances  polaires-,  nous 

avons ,  par  un  théorème  connu , 

OA             OB              OA'         OB' 
tang  —  X  lang  —  =  taug tang ■ 


et  le  second  égale  tang  - 


delà,  par  une  transformation  très-simple, 

cosOP-f-  cos/- cosOP'-t-  cosr' 

cosOP  —  cos/--  cosOP'  —  cos^ 
et  enfin , 

cos  OP  _  cos  r 
côsOP7-  cô77' 

MaiscosOP=cosOMcosPMetcosOP'=cos( 
donc  on  a 
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PM  —  P"  M 

lang- 

+  !■' 

G             2 

2 

,          P  +  P' 

ung  — — 

P 
tang- 

—  P' 

Ce  qui  démontre  que  la  position  du  point  M  est  la  même, 
quel  que  soit  le  cercle  sécant.  Donc  le  lieu  demandé  est  un 
grand  cercle  perpendiculaire  à  l'axe  des  pôles. 
Si  l'on  calcule  tang  PM ,  on  trouve 

,PP'  /'■+'-'\  /'  —  ^\ 

tang'  —  +  tang  {—^-j  tang (— — j 

i—  tang  /r-— -Jrangl^— 1     tang  — 

résultat  analogue  à  celui  de  la  géométrie  plane. 

Les  trois  axes  radicaux  de  trois  cercles  combinés  deux 
1  deux  se  coupent  en  un  point,  qu'on  nomme  centre  ra- 
dical des  trois  cercles. 

Remarque.  Quand  deux  cercles  sont  tangents ,  le  point 
de  contact  peut  se  trouver  entre  les  deux  pôles ,  ou  sur  le 
prolongement  de  l'arc  qui  les  joint.  Dans  le  premier  cas , 
uousdironsqu'ily  a  contact  àc  première  espèce  ,  et  de  se  - 
conde  dans  l'autre  cas.  Celte  convention  nous  servira 
pour  énoncer  en  moins  de  mots  les  théorèmes  suivants. 

1 1°,  Étant donnés deux cercles?,?',  si  Ton  trace  deux 
autres  cercles  Q,  Q'  ayant  avec  chacun  des  premiers  un 
contact  de  même  espèce,  le  centre  de  similitude  directe 
de  P?'  sera  sur  l'axe  radical  des  cercles  Q  »'Q',  et  réci- 
proquement. 

Si  le  cercle  Q  a  un  contact  de  première  espèce  avec  P 
et  P',  et  Q'  un  contact  de  deuxième  espèce  avec  chacun 
des  mêmes  cercles,  il  faudra  dans  la  deuxième  partie  de 
l'énoncé  prendre  le  centre  de  similitude  inverse.  Si  le 
cercle  Q  a  avec  P  un  contact  de  première  espèce,  et  Q' 
Ju.  de  MmiMmmt.,  t.  XIV.  (Février  (855.1  5 
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avec  P'  an  contact  de  la  deuxième,  il  faudra  dans  les  deux 
parties  de  l'énoncé  considérer  le  centre  de  similitude 
inverse.  Ces  théorèmes  résultent  immédiatement  de  la 
définition  de  l'axe  radical. 

ia°.  Étant  donnés  trois  cerclesV,  P',  P",  si  Von  trace 
deux  cerclesQfë ,  ayant  avec  chacun  des  premiers  un  con- 
tact de  première  espèce  pour  Q,  de  deuxième  pour  Q'  ^  le 
centre  de  similitude  inverse  de  Q  et  Q  '  sera  sur  chacun 
des  trots  axes  radicaux  des  cercles  donnés  pris  deux  à 
deux;  il  sera  donc  le  centre  radical  de  ces  trois  cercles; 
de  plus,  comme  chaque  centre  de  similitude  directe  des 
cercles  P,  P',  P"  appartiendra  h  Taxe  radical  des  cercles 
Q,  Q',  ils' ensuit  queVaxede  similitude  directe  des  cercles 
donnés  sera  Vaxe  radical  des  mêmes  cercles  Q,  Q'. 

Si  le  cercle  Q  avait  avec  P,  P'  un  contact  de  première 
espèce,  et  de  seconde  avec  P";  si  de  plus  Q' avait  uncon- 
tactde  seconde  espèce  avec  P,  P',  et  de  première  avec  P",  il 
faudra  prendre,  au  lieu  de  l'axe  de  similitude  directe,  un 
axe  de  similitude  inverse. 

Étant  donnés  trois  cercles  P,  P',  P"  sur  une  sphère, 
leur  mener-  un  cercle  tangent. 

Supposons  le  problème  résolu,  et  soient  Q,  Q'  deux  cer- 
cles ayant  avec  les  trois  cercles  donnés  un  contact  de  pre- 
mière  espèce  pour  Q,  de  seconde  pouxQ'.  Soient  Xff,X',X 
les  trois  centres  de  similitude  directe  des  cercles  donnes  et 
O  leur  centre  radical.JCe  point  sera  le  centre  de  similitude 
inverse  des  cercles  cherchés.  Nommons  À,  A' les  points 
de  contact  sur  le  cercleP ,  l'arc  A  A'  passera  par  le  point  O. 
Pour  avoir  un  second  point  de  A  A',  menons  par  les  points 
A,  A'  deux  arcs  tangents  au  cercle  P  :  soîtZ  leurpoint  de 
rencontre;  comme  de  ce  point  Z  partent  deux  tangentes 
égales  menées  aux  cercles  Q,  Q',  ce  point  Z  est  sur  l'axe 
radical  des  cercles  Q,  Q',  c'est-à-dire  sur  Parc  XX' X". 
ïfcnc  l'arc  A  A'  doit  passer  par  le  pôle  de  l'arc  XX'Velati- 
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t  au  cercle  P.  11  sullira  donc  de  joindre  ce  pôle  au 
point  O  par  un  arc  de  grand  cercle,  et  l'intersection  de 
cet  arc  avec  le  cercle  P  déterminera  les  points  A,  A'; 
les  autres  points  de  contact  se  trouvent  de  la  même 
manière. 

Si  l'on  fait  la  même  construction  en  remplaçant  l'aie 
de  similitude  directe  par  chacun  des  trois  axes  de  simili- 
tude inverse,  on  déterminera  les  cercles  qui  ont  avec  P  et 
P'  un  contact  de  première  espèce,  et  de  la  seconde  avec  P", 
ou  réciproquement.  La  construction  relative  à  chaque 
axe  radical  donnant  deux  cercles,  on  aura  en  général  nuit 
solutions. 

Beaucoup  de  problèmes  peuvent  se  ramener  à  une 
question  de  contact.  Nous  nous  bornerons  à  indiquer  quel- 
ques exemples. 

i°.  Étant  donnés  deux  points  sur  une  circonférence, 
trouver  sur  cette  circonférence  un  troisième  point  tel,  que 
le  joignant  aux  deux  points  donnés  par  deux  arcs  de  grand 
cercle ,  ces  arcs  fassent  entre  eux  un  angle  donné. 

Par  la  considération  du  triangle  polaire ,  on  ramène  le 
problème  à  construire  un  triangle  connaissant  le  cercle 
inscrit ,  un  angle  et  le  côté  opposé,  et  cette  question  revient 
elle-même  à  mener  un  grand  cercle  tangent  à  deux  cercles 
donnés. 

2°.  Construire  un  triangle  sphériquc,  connaissant  le 
cercle  circonscrit,  un  côté  et  la  surface. 

Ce  problème  se  résout  comme  le  précédent. 

3°.  Construire  un  triangle  sphérique ,  connaissant  la 
base ,  la  hauteur  et  la  surface. 

Il  peut  aussi  se  ramener  par  le  triangle  polaire  à  me- 
ner un  cercle  tangent  à  deux  cercles  donnés. 

4°.  Étant  donnés  les  grands  axes  et  les  foyers  de  deux 
ellipses  sphériques  qui  ont  uu  foyer  commun ,  trouver 
leurs  points  d'intersection. 
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Ce  problème  se  ramène  à  tracer  un  cercle  tangent  à 
deux  cercles  et  passant  par  un  point  donné. 

Nous  terminerons  cette  Note  par  quelques  énoncés  de 
théorèmes  et  problèmes  de  Géométrie  sphérique. 

1°.  Étant  donnés  deux  points  A  et  B  sur  une  circonfé- 
rence, si  l'on  prend  un  point  quel  conque  C  sur  l'arc  ÀMB, 
qu'on  mène  les  arcs  CA ,  CB  et  qu'on  les  prolonge  jusqu'à 
leur  rencontre  en  C,  le  triangle  AC  B  aura  une  surface 
constante,  et,  par  suite,  le  lieu  du  point  C  sera  une  cir- 
conférence de  cercle  (*). 

a".  Si  par  le  point  de  contact  de  deux  cercles  tangents 
on  fait  passer  un  arc  de  grand  cercle  qui  coupe  les  cercles 
donnés  en  A  et  B,  et  un  second  qui  les  coupe  en  A'  etB', 
si  l'on  joint  A  à  A'  et  B  à  B',  qu'on  prolonge  les  arcs  AA', 
BB'  jusqu'à  leur  rencontre  aux  points  C  et  D,  les  deux 
triangles  AA'C,  BB'D  seront  équivalents. 

3".  Étant  donné  un  arc  de  grand  cercle  AB,  si  à  partir 
de  son  point  milieu  M  on  prend  sur  cet  arc  un  quadrant 
MW,  qu'on  mène  par  Nun  arc  pernendicnlaireNPsnr  AB, 
la  somme  des  distances  d'an  point -quel  conque  O  de  ISP  . 
aux  points  A  et  B  est  constante  et  égale  à  r ,  et  les  angles 
formés  par  OA  et  OB  avec  l'arc  AB  seront  égaux.  Si  l'on 
diminue  de  plus  en  plus  l'arc  AB  jusqu'à  la  limite  zéro, 
ou  arrive  au  théorème  suivant  :  Le  lieu  des  intersections 
successives  des  cercles  qui  font  avec  une  circonférence  de 
grand  cercle  donnée  des  angles  égaux,  est  une  circonfé- 
rence de  petit  cercle  ayant  pour  distance  polaire  le  com- 
plément de  la  mesure  de  l'angle  donné. 

4°.  Étant  données  deux  circonférences  qui  se  coupent 
aux  points  A  etB,  si  par  le  point  A  on  suppose  mené  un 
arc  sécant  MAN  de  longueur  donnée,  trouver  la  distance 


(  *  )  Si  l'are  AMB  cil  uns  demi -circonférence ,  Il  surface  constante  sert 
Equivalente  k  un  grand  cercle  de  la  sphère. 
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polaire  d'an  cercle  qui  passerait  par  les  trois  points  MNB. 

5°.  Étant  donné  un  triangle  sphérique  ABC,  si  l'on 
prolonge  les  trois  cotés  jusqu'à  ce  qu'ils  se  coupent  aux 
points  À',  B',  C,  on  aura  formé  trois  triangles  ABC,  etc.', 
si  a  chacun  d'eux  on  circonscrit  un  cercle ,  les  tangentes 
des  distances  polaires  de  ces  trois  cercles  sont  comme  les 
tangentes  des  demi-côtés  du  triangle  donné. 

6°.  Dans  un  triangle  sphérique  rectangle,  la  tangente 
carrée  de  la  moitié  de  l'hypoténuse  est  plus  petite  que  la 
somme  des  carrés  des  tangentes  des  demi-côtés,  et  la  diffé- 
rence est  égale  au  produit  des  carrés  des  tangentes  des  trois 
demi-côtés. 

7°.  Transformer  par  une  construction  géométrique  un 
parallélogramme  sphérique  en  un  carré  sphérique  équi- 
valent. 

8°.  Etant  donnés  deux  polygones  réguliers  sphériques 
d'un  même  nombre  (n)  décotes,  on  propose  de  construire 
un  polygone  régulier  du  même  nombre  de  côtés ,  équiva- 
lent a  leur  somme. 

Ce  problème  se  résout  aisément  par  la  géométrie.  Si  on 
le  traite  parle  calcul  on  trouve,  en  désignant  par  p,p',p" 
les  distances  polaires  des  trois  cercles  circonscrits  aux 
polygones , 

•in1  £  +  ain*  *  —  i  sin*  -  sin1  f-  sin'  - 

a"  3  *>  ■  *  » 

lane't-  — 


>m 


Si  n  =  4>  on  a 
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Si  n  =  oo  ,  on  trouve 

sto'f-  =  sin'^  -t-  iin«  •-, 
2  a  a 

résultat  facile  a  vérifier. 

9°.  Si  l'on  projette  un  point  C  d'une  circonférence  sur 
un  arc  AB  passant  au  pôle,  les  carrés  des  sinus  des  demi- 
arcs  AC  et  CB  sont  comme  les  sinus  de  leurs  projections 
sur  l'arc  diamétral. 

ro°.  Étant  donnés  un  triangle  sphériquc  ABC  et  un 
point  O,  si  l'on  joint  ce  point  à  un  sommet  A,  qu'on  mène 
sur  l'arc  OA  et  par  le  sommet  A  un  arc  perpendiculaire 
prolongé  jusqu'à  la  rencontre  de  BC  en  un  point  X,  si 
l'on  opère  de  même  pour  les  deux  autres  sommets,  les 
trois  points  ainsi  obtenus  sont  sur  une  circonférence  de 
grand  cercle. 

ii°.  Etant  donnés  une  courbe  snr  la  sphère  et  un 
point  O,  si  on  le  joint  à  an  point  A  quelconque  de  la 
courbe,  puis  qu'on  divise  l'arc  OA  au  point  A'  de  manière 

a  avoir  -. — r-r-,  =  a. ,  la  courbe,  lieu  du  point  A',  aura  la 
smÀA'  '  r 

propriété  suivante  :  si  par  les  points  homologues  A  et  A' 
on  mène  une  tangente  à  chaque  courbe ,  le  point  de  ren- 
contre (X)  des  arcs  tangents  sera  toujours  à  go  degrés  de 
distance  du  point  A ,  ce  qui  donne  une  construction  sim- 
ple pour  mener  une  tangente  à  la  seconde  courbe ,  si  l'on 
sait  mener  une  tangente  à  la  première;  si  la  première 
courbe  est  une  circonférence ,  le  lieu  du  point  X  sera  une 
autre  circonférence  ayant  même  pôle  que  la  première. 
Si  *  =  i,  le  lieu  du  point  A'  sera  une  ellipse  sphérique 
dont  on  peut  trouver  géométriquement  le  centre  et  les  axes. 
'  i  a".  Si  l'on  projette  deux  points  A ,  A'  sur  une  circon- 
férence de  grand  cercle  (mn),  par  les  arcs  AB,  A'  B',  si  l'on 
prend  sur  ces  arcs 'ou  leurs  prolongements  deux  points 
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C,  C  tels,  qu'on  ait  la  proportion 

tang(AB)  _  tang(A'B') 

tang(CB)  "~  UDg(CB')' 
si  enfin  on  joint  A  à  A',  C  à  C,  les  arcs  ainsi  déterminés 
et  l'arc  mn  auront  un  point  commun,  et  réciproquement. 
Corollaire.  Si  l'on  projette  un  point  quelconque  A 
d'une  courbe  donnée  sur  une  circonférence  de  grand  cer- 
cle mn,  si  Ton  détermine  sur  l'arc  AB  projetant  un  point 

C  parla  relation  -  ■     „  ■  =  a,  le  lieu  du  point  C  jouira  de 
r  tangCB  r  J 

la  propriété  suivante  ;  les  tangentes  aux  deux  courbes  me- 
nées par  les  points  conjugués  A  et  C  iront  couper  l'arc  mn 
au  même  point;  ce  qui  donne  un  moyen  simple  de  mener 
une  tangente  à  la  seconde  courbe  par  un  point  pris  sur  la 
courbe  ou  bors  de  la  courbe ,  si  l'on  sait  résoudre  le  pro- 
blême de  contact  pour  la  première.  Si,  par  exemple,  on  com- 
pare l'ordonnée  y  d'une  ellipse  spbérique  à  l'ordonnée  Y 
de  son  cercle  principal ,  on  démontre  facilement  qu'on  a  la 

relation ——s— =  — - — (a  et  b  étant  les  demi-axes  de 
tang  T       tang  a  * 

l'ellipse).  Cette  relation  combinée  avec  le  théorème  (ia) 
donne  une  construction  simple  de  l'ellipse  par  points  et  un 
moyen  de  mener  une  tangente  à  l'ellipse  par  un  point  pris 
sur  la  courbe  ou  bors  de  la  courbe.  On  peut  appeler  el- 
lipses semblables  celles  pour  lesquelles  on  a  la  relation 

— -E—  =  -  £-— .  Si  les  axes  homologues  de  deux  ellipses 
t»ng  b         tang  b'  o  r 

semblables  sont  sur  une  même  circonférence,  on  pourra 
leur  mener  une  tangente  commune.  Il  suffira  pour  cela  de 
tracer  une  circonférence  qui  soit  tangente  commune  aux 
deux  cercles  principaux.  Soient  A,  A'  les  points  de  contact  ; 
si  l'on  détermine  sur  chaque  ellipse  les  points  correspon- 
dants A  et  A',  ces  points  correspondants  détermineront 
la  circonférence  tangente  aux  deux  ellipses. 
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CONCOURS  D'AGRÉGATION  Ali  LYCÉES,  ANNÉE  1848; 
Par  M.  DIEU, 

AfrAgé,  docteur  Es  sciences. 


Composition  de  Mécanique. 

Un  cylindre  droit  à  bases  circulaires ,  de  matière  hété- 
rogène, mais  dont  tous  les  points  situés  sur  une  même 
droite  parallèle  à  Taxe  ont  la  même  densité ,  est  posé 
sur  un  plan  horizontal.  Déterminer  le  mouvement  qu'il 
prend  sous  l'action  de  la  pesanteur,  et  en  particulier  le 
mouvement  du  centre  de  gravité,  ainsi  que  celuid'un 
point  quelconque  du  rayon  qui  passe  par  ce  centre.  On 
fera  abstraction  du  frottement. 

1.  Lorsqu'un  cylindre  droit  quelconque,  posé  par  une 
arête  sur  un  plan  horizontal  sans  frottement,  de  manière 
que  son  centre  de  gravité  ne  soit  pas  dans  le  plan  vertical  de 
l'arête  de  contact ,  est  abandonné  sans  vitesse  à  l'action  de 
la  pesanteur ,  les  arêtes  ne  doivent  pas  changer  de  direc- 
tion pendant  le  mouvement  qu'il  prend,  elles  bases  doivent 
rester  toujours  dans  les  plans  verticaux  où  elles  se  trouvent 
d'abord;  car  les  forces  qui  donneraient  à  chaque  instant 
à  ce  corps  supposé  libre  le  mouvement  qu'il  a  dans  son 
état  réel ,  savoir  :  son  poids  et  la  résistance  du  plan  d'ap- 
pui suivant  l'arête  de  contact,  sont  des  forces  verticales 
qui  ne  peuvent  conséquemment  ni  faire  tourner  autour 
d'un  axe  vertical ,  ni  faire  glisser  dans  la  direction  hori- 
zontale des  arêtes. 

Quand  le  cylindre  est  formé  de  filets  homogènes  pa- 
rallèles aux  arêtes ,  son  mouvement  ne  dépend  pas  de  sa 
hauteur,  ou,  en  d'autres  termes,  un  tronçon  compris 
on tre  deux  plans  perpendiculaires  aux  arêtes,  s'il  était 


3,g,1,zedby  G00gle 


(73) 
détaché  du  reste ,  prendrait  d'abord  et  aurait  continuel- 
lement ensuite  un  mouvement  identique  à  celui  qu'il  a 
dans  son  état  réel.  En  effet,  ai  le  cylindre,  au  moment 
où  on  le  pose  sur  le  plan ,  était  coupé  en  un  nombre  quel- 
conque de  tronçons  égaux  par  des  plans  perpendiculaires 
aux  arêtes,  et  si  ces  tronçons  étaient  sans  action  les  uns 
sur  les  autres ,  il  est  clair  qu'ils  prendraient  tous  le  même 
mouvement;  or  la  juxtaposition  des  parties  ne  saurait 
altérer  ce  mouvement  commun ,  car  elle  ne  peut  produire 
ou  amener  aucun  frottement,  et  il  ne  sera  pas  altéré  da- 
vantage par  la  liaison  complète  qui  reconstitue  le  cy- 
lindre. 

D'après  cela ,  il  suffit  pour  résoudre  le  problème  pro- 
posé de  considérer  un  tronçon  détaché  du  cylindre  par 
deux  plans  perpendiculaires  aux  arêtes;  nous  pourrons 
supposer  ce  tronçon  infiniment  mince  et  le  regarder 
comme  un  cercle  composé  de  points  matériels  inégalement 
pesants,  puisque  le  cylindre  dont  il  s'agit  est  de  révolu- 
tion; enfin  nous  pourrons  prendre  la  section  circulaire 
contenant  Je  centre  de  gravité  G  du  cylindre ,  qui  est  équi- 
distante  de  ses  bases ,  et  dont  le  point  G  sera  aussi  le 
centre  de  gravité. 

II.  Soient,  à  la  fin  du  temps  t  écoulé  depuis  que  le 
mouvement  a  commencé, 
C  la  position  de  centre  du  cercle  qui  touche  alors  en  A 

le  plan  horizontal-, 
M  un  des  points  matériels  dont  il  se  compose  ; 
f  la  force  variable ,  dirigée  suivant  AC ,  qui  représente 

la  résistance  du  plan  : 
et ,  par  rapport  à  la  trace  invariable  du  plan  du  cercle  sur 
le  plan  horizontal  et  à  un  axe  vertical ,  pris  pour  axes 
des  x  et  des  y  d'origine  O,  soient 

x'       l'abscisse  des  points  A  et  C  (l'ordonnée  de  C  est 
toujours  égale  au  rayon  )  ; 
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x, ,  y ,  les  coordonnées  de  G  ; 

x,  y    celles  de  M.  (Ces  deux  dernières  varient  avec  le 
temps  comme  les  précédentes,  de  plus  avec  la 
position  de  M  dans  le  cercle.) 
Nous  désignerons  en  outre  par  a  le  rayon  du  cercle , 
par  m  sa  masse  et  par  u,  celle  du  point  matériel  M. 

En  appliquant  au  cercle  la  force  y,  on  peut  le  consi- 
dérer comme  libre  et  l'on  a  les  équations 

M  '•.•£  =  °. 

M  /-«•*  —  !-f^=«i 

,3,         ,/_„,„  +  ,„(,£_.£)=.,, 

qui  expriment  l'équilibre  des  forces  perdues,  (g  repré- 
sente la  gravité  et  le  signe  £  indique  une  somme  qui  s'é- 
tend à  tous  les  points  du  cercle.  ) 

On  déduit  immédiatement  de  l'équation  (i)  que  ,r,  =  a, 

tt  étant  une  constante ,  car  —  est  nulle  pour  i  =  o. 

Donc  le  centre  de  gravité  du  cylindre  ne  quittera  pas 
la  verticale  sur  laquelle  il  se  trouve  d'abord,  et  ne  pourra 
que  s'élever  ou  s'abaisser  sur  cette  droite. 

L'élimination  de/entre  les  équations  (3)  et  (3)  donne 

lj|a(^-.)+/...,g:+i.,(,5-«5)=., 

en  remplaçant  x,  par  «. 

Soient  encore  : 
r  et  8  les  coordonnées  polaires  du  point  quelconque  M 
du  cercle  par  rapport  à  l' axe  vertical  C  A  et  au 
point  C  pris  pour  pôle  ($  est  positif  en  tour- 
nant autour  de  C  dans  le  même  sens  que  de  Ox 
vers  Oj  autour  du  point  O)  ; 
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r,  et  0,  les  coordonnées  polaires  du  centre  de  gravité  G. 

t\  est  constant ,  r  ne  varie  qu'avec  la  position  de  M 
dans  le  cercle,  8,  qu'avec  le  temps,  et  0  varie  des  deux 
manières. 

On  a  évidemment 

1**=  et  —  r-|SÎn0i, 
x  =  a  —  r,  sinS,  +  rsinS, 
et  y  =  a  —  /-cc-sf. 
Substitaantces  valeurs  dcx',  x  eljr  dans  l'équation  (4), 
en  ayant  égard  à  ce  que 

d>  8       rf'ff, 
ï.Prcos8  =  mr,cc»8,     et    —  =  — , 

ainsi  qu'au  mode  de  variation  de  r,  0  et  0, ,  et  mettant 
i»{**+ rj)  au  lieu  de  S.  f/r*  {moment  d'inertie  du  cercle 
par  rapporta  son  centre),  il  vient,  toutes  réductions  faites, 

(  G)  (**+ r*  sin' 9,) --j— '  +r;sm81.cosfl|-(  ~~\  +  gr.sine,  =  o. 

Cette  équation  est  susceptible  d'abaissement,  car  elle 
ne  contient  pas  t  d'une  manière  implicite;  pour  arriver 
tout  de  suite  à  une  équation  linéaire  du  premier  ordre ,  il 
suffit  de  poser 

d'où 

d'B,        rfï 


En  substituant  dans  l'équation  (6) ,  on  trouve 

l"       <rt.  +  *'+r;sin'fl,'î       *'-(-r;sin*8;— °" 

L'intégrale  de  celte  équation  s'obtient  par  un  calcul 
connu  :  c'est 

__  C,  -+■  gr,  cos8, 
C  *~  *,  +  rï  lin»",  ' 
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et,  en  déterminant  l'arbitraire C,  de  manière  à  ce  que, 

pour  t  =  o,  9,  =  9t  et  -£  =  o  (0„  est  la  valeur  initiale 

donnée  de  $,},  on  arrive  à 


(8)  -  =  :F^y__;. 

La  forme  de  cette  équation  montre  l'impossibilité 
d'exprimer  t  en  fonction  de  8,  autrement  que  par  une  sé- 
rie ou  une  intégrale  définie,  et  d'avoir  9,  en  fonction  de  t\ 
mais  cela  ne  serait  nécessaire  que  pour  assigner  à  chaque 
instant  la  position  du  cylindre  ,  et,  comme  ou  va  le  voir, 
la  discussion  de  quelques-unes  des  équations  précédentes, 
ainsi  que  de 

(9)  ?>  =  <*  —  r,cmQ,, 

achève  de  faire  connaître  toutes  les   circonstances   du 
mouvement. 

III.  Il  faut  remarquer  d'abord  que  si  0,  ne  restait  pas 
entre  0,  et  —  9t ,  l'expression  (8)  de  -~  deviendrait  ima- 
ginaire,ce  qui  ne  doit  pas  arriver;  qu'ainsi,  en  suppo- 
santît^>0o>o,  on  doitprendre  premièrement  le  signe  — 
devant  le  radical,  dans  le  second  membre  de  l'équation  (8) , 
afin  que  ^  soit  négative  jusqu'à  ee  qu'on  ait.  B^  =  —  d,, 
puis  le  signe  H- ,  afin  que  d9,  soit  positive  jusqu'à  ce 
qu'on  soit  revenu  à  9,  =  B  ,  et  ainsi  de  suite  alternative- 
ment. Cela  posé  : 

i°.  D'après  l'équation  (8) ,  la  vitesse  angulaire  relative 
du  cercle  autour  de  son  centre  C,  représenté  par  le  se- 
cond membre  de  cette  équation,  est  maxima  (abstraction 

faite  du  signe)  et  égale  à  2  iî—  •  sin  -  pour  6,  =  o ,  mi- 
nima  et  nulle  pour  9,  =±$t,  oL  cette  vitesse  est  la  mémo, 
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sauf  le  sens,  pour  des  valeurs  de  8,  équidifierentes  de 
zéro.  Doue 

Abstraction  faite  du  mouvement  de  l'axe  du  cylindtv, 
ce  corps  oscille  autour  de  cette  droite  entre  deux  posi- 
tions symétriques  par  rapport  au  plan  vertical  qui  la 
contient;  les  oscillations  sont  isochrones  et  se  composent 
chacune  de  deux  parties  égales. 

L'amplitude  de  ces  oscillations  est  iB0 ,  et  leur  durée  T 
sera  donnée  par  la  formule 
r". 


T^^.jfVy*'^ 


a".  La  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de  x'  que 
donne  la  première  des  équations  (5)  sont  a  — rt  sinffB  et 
a  ■+■  r,  sin  0,  qui  répondent  à  0t  —  ±  0o  ,  et  cette  équa- 
tion fournit  des  valeurs  de  x'  équidifférentes  de  a.  pour 
celles  de ôt  qui  sont  éqnidifférentes  de  zéro.  En  outre,  on 
déduit  de  la  même  équation  et  de  l'équation  (8) 


dd       _■_       / .    ,  /cosfli  —  cos8, 

-^  =  ±r,  vagr,.coaGrl/  tî ^—- » 

dt  '  v   »  i  'y  *' +  r;  sin' S, 

ce  qui  montre  que  la  vitesse  du  centre  C  sur  la  droite 
y  =  a  est  toujours  égale  à  la  vitesse  angulaire  relative 
autour  de  ce  centre,  multipliée  par  la  projection  de  CG 

sur  la  verticaloOy;  ainsi  —r-  est  nulle  pour  $,  =  ±  90 , 

atteint  (abstraction  faite  du  signe)  son  maxima 


pour  6,  =  o,  et  prend  des  valeurs  absolues  égales  pour 
des  valeurs  de  0,  équidifférentes  de  zéro.  Donc 

L'axe  du  cylindre  oscille  parallèlement  à  sa  première 
position  (I),  dans  le  plan  horizontal  oit  il  doit  toujours 
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rester  entre  cette  position  et  une  autre  située  à  la  dis- 
tance ar,  sin&o  de  celles-là;  ces  oscillations  coïncident, 
avec  les  précédentes,  ont  même  durée  et  sont  aussi  for- 
mées de  deux  parties  égales. 

3°.  D'après  V équation  (g) ,  les  valeurs  extrêmes  de  y, 
sont  a  —  r,  cos  0,  et  a  —  r,  qui  répondent  a  0,  =  ±  $t 
et  61  =  o ,  et  y,  prend  des  valeurs  égales  pour  des  valeurs 
de  &\  équidi (Té rentes  de  zéro.  De  plus ,  cette  équation  et 
l'équation  (8)  donnent 

A-,  . /cosfl,  —  cos  9, 


nécessairement  maxima  (abstraction  faîte  du  signe)  pour 
de  certaines  valeurs  de0,  entre  o  et±.9a,  et  prend  des 
valeurs  qui  diffèrent  seulement  par  le  signe  pour  des  va- 
leurs de  0i  équi différentes  de  zéro  entre 'lesquelles  on  n'a 
qu'une  fois  6,  =  o.  Donc 

Le  centre  de  gravité  G  oscille  sur  la  verticale  de  sa 
position  primitive  [x,  =  a,  H],  en  descendant  d'abord 
de  r,  (1  —  cosfl,),  puis  remontant  de  la  même  quantité; 
et  ces  oscillations  coïncident  encore  avec  celles  qui  se 
font  autour  de  Vaxe  du  cylindre. 

4°-  Pour  un  point  M' du  rayou  qui  passe  par  le  centre 
de  gravité  G ,  à  la  distance  r1  du  point  C ,  les  deux  der- 
nières des  équations  (5)  donnent 
(10}        *  —  «  =  (/—  r,)sine,,     y  —  a  =  r'co.e,. 
En  éliminant  9,  entre  ces  équations ,  il  vient 

qui  représente  une  ellipse  si  r1  ~\,  - ,  un  cercle  si  r1  =  —; 
te  centre  est  toujours  le  point  (a,  <x)~situé  sur  la  verticale 
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où  se  meut  le  centre  de  gravite  G  :  si  »•'  >  ~'i  le  grand  ase 
de  l'ellipse  est  parallèle  à  Oy,  et  si  r1  <  -,  il  est  paral- 
lèle à  Oï. 

c  désignant  la  vitesse  absolue  de  M'  à  la  fin  du  temps  /, 
on  déduit  des  équations  (8)  et  (10) 


-sh 


A'  •+-  r)  sin1  0,  ' 
i  cette  vitesse,  nulle  pour  $l  =  ±$t,  prend  la  même 
valeur  pour  deux  valeurs  de  8t  équidifierentes  de  zéro ,  et 

atteint  sonmaxima  ±  2  (r'— #■,)  -r-?  sin  —  pour 0(=o. 
Donc 

Le  point  M'  oscille  sur  un  arc  d'ellipse  ou  de  cercle, 
formé  de  deux  parties  symétriques  par  rapport  à  la 
verticale  du  centre  de  gravité,  et  ces  oscillations  iso- 
chrones, de  durée  T ,  coïncident  avec  les  autres. 

Il  ne  reste  plus  è  chercher  que  la  pression  exercée  par 
le  cylindre  sur  le  plan  horizontal.  Soient, 
p  cette  pression  à  la  fin  du  temps  /, 
P  le  poids  du  cylindre. 

Ona(I) 

>-k'< 

et,  en  remplaçant  y  par  sa  valeur  en  fonction  de'0t  tirée 
des  équations  (s,5,t,  8), 

„  =  Pi»  r  '  -u  »*•?«>■•■•("»*■-"  cosS.)1 

P  —  r*  |_A' +  r;  sin'9,  "*"  (*'-*-*■;  sin' 8,  )>  J' 

On  voit  p  augmenter  de 

P.„      *:,.      «     P.(,+  4^n.'-i), 

tandis  que  fl|  varie  de  ±0«  à  zéro,  et  prend  la  même  valeur 
pour  deux  valeurs  de  0,  équidifférentes  de  zéro. 
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Notes. 

I.  Ou  peut  erriier  aux  équation»  (i)  et  (4),  «ans  appliquer  la  forec/au 
Cercle,  afin  de  le  considérer  ensuite  comme  libre.  Les  composantes  des 
forces  perdue*  sont  seulement  ainsi 

-'&'  -'(»+S)- 

pour  l'élément  (i,  J-)  de  masse  u  :  et  on  doit  avoir 

•        *,[£— (,+£).,]-., 

j'i,  Ji  étant  liées  par  la  condition  que  le  cercle  touche  toujours  le  pie» 
horizontal.  Or  i  °  awiir  un  déplacement  rirtuel  horizontal ,  S  i  =  conat  , 
ir  =  o,  ce  qui  fournit  l'équation  (i);  i"  pour  un  déplacement  virtuel 
dans  lequel  le  cercle  tournerait  de  l'angle  infiniment  petit  si  autour  de  son 
centre  C, 

ce  qui  fournit  l'équation  (  4  }  en  ayant  égard  à  l'équation  (i). 
[  I II.  Si  le  plan  est  incliné  au  lieu  d'être  borixontal,  en  y  posant  le  cy- 
lindre do  manière  que  aea  arêtes  soient  horizontales,  ce  qui  a  SU  dit  dans 
l'article  I  subsiste,  pourru  que  l'on  considère  un  cylindre  formé  de  Blets 
homogènes  aussi  bien  dans  la  première  partie  du  raisonnement  que  dans 
1j  seconde. 

/désignant  l'angle  d'inclinaison  du  plan,  et  l'aie  de*  i  étant  une  ligne 
de  pente  dirigée  de  haut  en  bas,  on  a,  au  lien  des  équations  (i),  (i)et(3), 

«sursInJ  — ï.ri^-ï  =  o, 


r, Ma* 4-7,  s[ni)-r-S.p  1  T  -^  —  x  jji-  I  = 


Le  mouvement  du  centre  de  graillé  parallèlement  au  plan  est  unifor- 
mément accéléré  et  déterminé  par 

r,  =«-l-i»;<*sinJ. 

Les  équations  (6)  et  (8)  sont  remplacées  par  des  équations  qui  différent 
seulement  dp  celles-là  en  ce  que  g  eosi  s'y  trouve  au  lieu  de^j  par  consé- 
quent, la  partie  de  la  discussion  contenue  dans  l'article  III  (i°}sur  le 
mourement  angulaire  du  cylindre  autour  de  son  aie  subsiste  ,  *  cela  prés 
que  la  durée  des  oscillations  est  réduite  a  T  yôôtï* 

x'  est  donnée  par  l'équation 
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ainsi  cette  abscisse  du  point  C  croîtra  indéfini  m  cri  t,  et  l'axe  du  cylindre 
n'oscille  pas  delà  manière  indiquée  dans  l'article  III  (a°).  Cependant  x' 
peut  décroître  au  commencement,  lorsque  C,  passe  de  —  6,  a  CÛP  car  on  a 

etr,  cosfl,  --J-'  (qui  est  positif  avec  d  s,)  peut  surpasser  gi  sinA;celane 
se  présentera  plus  et i'  aéra  constamment  croissante,  après  que  t  aura  ot- 

3  ri       ./r.cosi         S,      ,        .  ,  .     r.cosfl,   d8.    _         . 

teint  - — -— ■  v si  n—  qui  est  le  maximum  de  -*— - — .a-—!-  Quand 

«tinl    V      g  j"*  gilni     dT  " 

■r"  décroît,  le  cylindre  remonte:  le  plan  incliné. 

L'équation  (g)  n'est  pas  modifiée,  et,  par  conséquent,  le  centre  de  gra- 
illé G  a,  sur  la  droite  mobile  représentée  par  l'équation  (il),  1s  mouTe- 
ment  décrit  dana  l'article  111  (3°*);  la  durée  des  oscillations  est  encore 
rédnile  h  T/ÉmI. 

Enfin,  un  point  H'  du  rayon  CG  ne  se  ment  plus  sur  une  ellipse  fixe 
(  III,  4°),  mais  sur  une  ellipse  qui  glisse  parallèlement  a  Oi  dans  le 
[ilan.rO/,  sans  changer  de  forme  ni  de  grandeur,  et  dont  le  centre  suit 
lo  point  d'intersection  des  droites  représentées  par  les  équations 


METBODE  POUR  DETERMINER 

LES  RACINES  COMMUNES  A  DEUX  EQUATIONS; 

Pis  M.  BftlOSCHI, 

Professeur  n  ['UiiiTcrsité  de  Pavie. 

Soient 

i  f (*)=*.*"  +  *,*■-'  -r-...+  àv_,*  +  *«  =  0, 

les  deux  équations  ;  x, ,  xt , . . .  x,  les  racines  de  la  pre- 
mière supposées  inégales ,  et 
(a)  V  =  f(*,).<*>).-.t(*ï. 

Supposons  que  les  équations  (i)  aient  r  (et  seulement  r) 
racines  communes,  on  a  la  proposition  suivante  : 

Aa*.  de  Slaihëmat.,  t.  XIV.  (Mars  i815.)  <> 


3,g,1,zedby  G00gle 


(8.) 

Tu  bohème.  Les  t  racines  communes  aux  deux  équa- 
tions (t)  sont  les  racines  de  l'équation  suivante, 
£!«,       r        rffV         >-,    ,   r{r- 1)         d'Y        j,_ 

dbrm  dbT'db„_,  a      rf*L""rf*i_. 

-(-■»■  "T 


j  de  la  suivante, 

d'V  _,  d'y 


dti„  da„    '  daA_, 

da,  aa„..,  da„  ., 

En  effet,  de  l'équation  (a)  on  déduit 
dY 

rf'V 


*ï(*ï'*ï-r-*X')  +  ^.  (*X.+«.)  jy 


■*•+■■ 


\  db.db.db,,      \  +  ^.  («r.  ^,  +  J.  ^r.) 
et  ainsi  de  suite.  On  a  posé 

V,  , 
T, .,  sa —ii. . .  .    /•,  =  *»  —  *,,  r,  =  m— i 

Si  les  équations  (i)  ont  une  seule  racine  commune ,  par 
eiemple  xt ,  la  première  des  équations  (  3  )  'donne 

et,  par  conséquent, 

dV  dV    _ 

db~mx'      dbm_,  —  °' 
résultat  déjà  obtenu  par  M.  Richelot. 
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Si  les  équation»  (t)  ont  deux  seules  racines  xt ,  xt  < 
mîmes ,  la  seconde  des  équations  { 3  )  donne 

db,db,~ 
de  laquelle 

d'V 


=  aV,,„ 


dbl '"     dbmdb»      i-— M". 

=    2JT,  X,V,    ,, 

et  les  x, ,  Xi  seront  les  racines  de  l'équation 
rf'V  rf'V  d'V 

db^  dbmdbm-,  dbm-t 

De  même,  si  les  équations  (i)  ont  trois  seules  racines 
communes  x( ,  x, ,  x, ,  delà  troisième  équation  (3),  on  a 


et  en  conséquence  les  trois  racines  communes  seront  les 
racines  de  l'équation 

dbl  Mldbm-i  dbmdbm-,  dbl_, 

Le  théorème  se  trouve  ainsi  démontré  par  analogie  (*  ) . 

(")  H.  Briotchi  •  trouT*  dejiuii  ano  démomtralioo  risoareuM. 
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SOLUTION  HE  LA  QUESTION  256 


Soit  un  quadrilatère  ABCD  circonscrit  à  un  cercle  ; 
od  décrit  an  second  cercle  touchant  le  côté  AB  en  B  et 
le  coté  CD,  puis  un  troisième  cercle  touchant  le  coté  AD 
en  D  et  le  coté  BC.  La  droite  qui  va  du  point  A  au  centre 
du  second  cercle  fait  avec  le  côté  AB  un  angle  égal  a 
l'angle  que  fait  la  droite  qui  va  de  A  au  centre  du  troi- 
sième cercle  avec  le  côté  AD.  '    (Qui dde.  ) 

Soient  Ole  centre  du  cercle  inscrit  au  quadrilatère  ou  le 
point  de  concours  des  bissectrices  des  angles  A ,  E,  F,  B  (  *  )  ; 
I ,  l' les  centres  des  deux  cercles  obtenus  par  l'intersec- 
tion des  bissectrices  EO ,  FO  avec  les  perpendiculaires  BI , 
M' aux  côtés  AB,  AD.  Eu  désignant  par  A,  B,  G,  D  les 
angles  du  quadrilatère,  le  triangle  BOE  donne 

angle  BOE  ==-B  —  -E  =  -B  —  -(i8o°— A4-D) 

A  +B-I-D—  i&V  C 

= 1 9°'  ~  -• 

On  aurait  aemblablement 

angle  DOF  =  90" 

Les  triangles  BOI ,  DOI'  donneront  dès  lors 

BO.  cos  -       BO.cos  -        BO  .cos  - 

Bl  = ?= 1  = », 

sinBIO  £  .    A  +  D 


DO. cos-       DO. cos- 


C)EbI  l'inlererctiori  de  Ali,  CD,  et  F  l'inleneclion  de  BC,  AD. 
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l  -  AD.  Sin  - 


Les  triangles  rectangles  IBA ,  l'DA  sont  donc  semblables, 
et,  partant,  les  lignes  AI,  AI'  sont  également  inclinées 
respectivement  sur  les  côtes  AB,  AD.  c.   q.   f.  d. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  276 

fTDlrl.  XII,  p.  «M); 

Pab  M.  l'Abbé  PEPIN. 

Trois  points  A ,  B ,  C  étant  liés  de  manière  à  conserver 
toujours  les  mêmes  angles,  si  trois  forces  appliquées  à 
ces  points  sont  en  équilibre ,  il  faut ,  outre  les  conditions 
ordinaires,  que  les  trois  points  et  le  point  de  rencontre 
des  trois  forces  soient  sur  une  même  circonférence. 
(MO,,™.) 

Notations.  X,y;  x',y' \  x" ,  y",  coordonnées  rectan- 
gulaires des  points  A,  B,  C; 

P,  P',  P",  forces  appliquées  respectivement  aux  points 
A,B,  C; 

a,  b  ,  c,  angles  des  directions  de  ces  forces  avec  l'axe 
dus  x  ; 

0,  angle  de  la  direction  AB  avec  l'axe  des  x; 

a,  [3,  angles  constants  formés  par  les  directions  AC,BG 
avec  la  direction  AB. 
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Les  équations  qui  expriment  les  liaisons  du  système 
sont 

^£=ttng(S  +  p). 

En  posant 

tanga  =  ra,      langp—   n, 
on  en  déduira 

iy  =7 +  («"—*)  tangfl, 
y=r-"".t.y"'— »■ 
w(i  — ntangfl)        ,    /t(t  — mlangfl) 


En  diflëreotiant  ces  équations ,  un  obtient 

/j/'=Jj--t-^j(x-— i)  +  t.ng»(»y-»x), 

(a)  ,;  -"'It-T*'^-^»' 

=  ,    "\*  ..^->)  +  °l''~")u°6,> 

(m — olcos'A'  '  m  —  » 


'■îîi'j*', 


Si  dans  l'équation 

que  fournit  le  principe  des  vitesses  virtuelles,  nous  sub- 
stituons les  valeurs  précédentes  des  variations  ù y  ',  £x", 
dy ,  en  égalant  ensuite  à  zéro  les  coefficients  des  varia- 
tions arbitraires  3x,  Cjt  d'x ,  â9,  nous  obtiendrons  les 
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quatre  équatira»  suivantes,  pour  exprimer  les  conditions 
d'équilibre  : 


(4) 


P  sion  +  P'wn  b  +  P"siac  =  o, 
I  P'iost+P' liât l»nei— P'c<»t."('~"2*°e—) 
|  •    -p-»o.."l— ""°e«)  = 


|p-.i.t4-P-'c°"™'|-°"c-'l)  =  o. 

La  direction  de  l'axe  des  x  étant  arbitraire,  nous  ferons 
6  =  0.  De  plus ,  pous  remplacerons  la  première  de  ces 
équations  par  la  somme  obtenue  en  l'ajoutant  à  la  troi- 
sième. Ces  équations  seront  ainsi  remplacées  par  le  sys- 
tème suivant: 

P  cosd  -+-  P'cosè  +  P"cosc  =  o, 
Psum-f-P'sûifi  +  P"sinc  =  o, 

(4)  {  p*«»-p-.iS5î±^^f, 


H  y  a  cinq  inconnues,  les  rapports  des  forces  et  les 
angles  a,b,  c  ;  on  peut  donc  satisfaire  d'une  infinité  de 
manières  à  ces  quatre  équations.  Les  deux  premières  ex- 
priment que  la  somme  des  projections  des  forces  sur 
une  direction  quelconque  est  nulle.  On  pourrait  aussi 
mettre  en  évidence  l'équation  des  moments ,  qui  exprime 
que  les  trois  forces  passent  par  un  même  point. 

Divisons  la  quatrième  équation  par  la  troisième ,  nous 
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tangt  = r— =  tang(c  —  a), 

cote  -+-  sine- 

Eu  donnant  aux  forces  P',  P"  un  signe  convenable,  noua 
pouvons  admettre  que  les  angles  ff et  (c  —  a)  sont  com- 
pris entre  o  et  %.  Alors  l'équation  que  nous  venons  d'ob- 
tenir équivaut  à  la  suivante: 
(5)  »  =  («-.). 

Or  on  voit  aisément  que  les  angles  £  et  c  —  x  sont  me- 
surés par  la  moitié  d'un  même  arc  AD,  quand  le  point 
d'intersection  des  forces  D  est  situé  sur  la  circonférence 
du  cercle  circonscrit  et  qu'ils  ont  des  mesures  inégales , 
quand  cette  condition  n'est  pas  remplie.  Ainsi  la  con- 
dition nécessaire  et  suffisante  pour  que  l'équation  (S)  soit 
vérifiée ,  est  que  le  point  d'intersection  des  forces  soit  si- 
tué sur  la  circonférence  du  cercle  circonscrit  au  triangle. 


AUTRE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  276; 


.  BELLAViTIS, 

l'Uniiorsité  de  Padou 


Pour  l'équilibre  ,  il  faut  que  pour  chaque  mouvement 
infiniment  pétilla  somme  des  moments  virtuels  des  forces 
soit  nulle.  En  supposant  que  le  point  C  reste  immobile, 
les  deux  points  A  et.  Il  peuvent,  ou  tourner  autour  du 
point  C,  ou  se  mouvoir  le  long  des  droites  CA,  Cl!,  et 
dans  chaque  cas  leurs  vitesses  seront  proportionnelles 
aux  côtés  CA,  CB;  il  faut,  par  conséquent,  que  les 
deux  forces  appliquées  aux  points  A  et  11  soient  également 
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(»9) 
inclinées  sur  les  droites  CA,  CB.  Donc  le  point  de  con- 
cours de  ces  forces  est  sur  la  circonférence  CAB. 

De  plus ,  les  forces  devront  être  inversement  propor- 
tionnelles aux  côtés  CA,  CB,  c'est-à-dire  elles  seront 
proportionnelles  aux  sinus  des  angles  A ,  B  du  triangle 
ABC;  il  en  résulte  que  la  troisième  force,  qui  fait  équi- 
libre avec  les  deux  précédentes,  doitpasserparlepointC, 
puisque  chacune  des  trois  forces  en  équilibre  est  propor- 
tionnelle au  sinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  au- 
tres ,  et  les  angles  formés  autour  du  point  de  rencontre 
des  forces  ont  les  sinus  égaux  à  ceux  des  angles  du  tri- 
angle ABC.  Ainsi  l'équilibre  subsistera  encore,  si  l'on 
suppose  que  le  point  C  soit  mobile  sous  la  condition 
proposée  et  qu'un  des  points  A,  B  soit  fixe. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  280 

(tt>Lrl.ïl[,p.(U1}i 

Pas  M.  Foktuhato  P  ADULA, 

Professeur  à  Nnple». 

Une  courbe  du  troisième  ordre  étant  composée  d'une 
branche  infinie  et  d'un  ovale,  si  l'on  prend  sur  la 
branche  infinie  trois  points  en  ligne  droite,  et  que  par 
chacun  de  ces  points  ou  mène  deux  tangentes  à  l'ovale , 
les  trois  cordes  de  contact  passent  par  un  même  point. 
(CUL».) 

Lorsque  la  branche  infinie  devient  une  droite ,  l'ovale 
se  change  en  conique  et  l'on  revient  au  théorème  de  La 
Hire. 

La  propriété  dont  il  s'agit  dans  celte  question  étant 
projectïve,  nous  nous  bornerons  à  la  démontrer  pour  la 
courbe  donnée  par  l'équation 
(i)  ■W»  =  *f>-t-«)(*  +  »). 

où  l'on  supposera  les  quantités  m, a,  b  positives  et  «<;/>. 
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Cette  courbe  est  composée  d'un  ovale  dont  les  points 
de  l'axe  des  x  qui  ont  pour  abscisses  respectives  x^-- — a, 
x=  ~-'b  sont  deux  sommets ,  et  d'une  antre  branche  qui 
a  deux  points  d'inflexion  à  distance  finie  et  s'étend  à  l'in- 
fini au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  x  vers  le  troisième 
point  d'inflexion. 

Nommons  x' ,  y'  les  coordonnées  d'un  point  quelconque 
de  la  courbe  et  X,  y  celles  du  point  de  contact  d'une  des 
tangentes  menées  à  la  courbe  par  le  point  x',  y'  ;  on  aura 
l'équation 

'*'  j  =  a  (*  +  a)[x  +  b):>  -h  (*'-  ab)  {*■  -  x)  : 

mais  l'équation  (i)  donne 

my  =  x'(a/+a){X'  +  b); 
donc  on  obtiendra 

|=[i(.  +  .)(»  +  »).'+(«--«»)(rf-i)]'. 

En  réunissant  tous  les  termes  multipliés  par 
4^  (*  +  *)(*  +  *), 
cette  équation  est  divisible  par  (x'  —  x)1,  comme  cela 
doit  être,  et  l'on  obtient  l'équation  du  quatrièmedegré  enx 
(4)  (x'-ab)'  =  4^  {*+«}{*  +  b)x. 

Lorsque  l'abscisse  x'  est  négative ,  les  racines  de  cette 
équation  sont  toutes  imaginaires,  et  réelles  lorsqu'elle  est 
positive  :  dans  ce  cas  ,  l'équation  (4)  a  deux  racines  posi- 
tives et  deux  négatives.  Donc ,  par  un  point  quelconque 
pris  sur  la  branche  infinie,  on  peut  mener  à  la  courbe 
quatre  tangentes  dont  deux  touchent  la  même  branche  et 
les  deux  autres  l'ovale.  Il  est  évident  que  l'on  ne  considère 
pas  les  deux  tangentes  réunies  dans  la  même  droite  qui 
touche  la  courbe  au  point  (x ,  y  )  et  qui  sont  données  par 
les  deux  racines  égales  x  =  x' de  l'équation  (3).  L'équa- 
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tïon  (4)  peut  se  décomposer  dans  les  deux  équations  de 
second  degré 

(5)  *>  +  a  [ vV  -+-  a)  {*> -f-  b)  -  s/]  x  +  at  =  o, 

(6)  *»  —  *y(z'-ha)(x'-t-b)+x']x-hab=:o, 
dont  la  première,  ayant  les  racines  négatives,  donne  les 
abscisses  des  points  de  contact  sur  l'ovale,  et  la  seconde  a 
les  racines  positives  et  donne  les  abscisses  des  deux  autres 
points.  On  voit  cependant  que,  quelque  soit  le  point  x',  y', 
le  rectangle  des  abscisses  des  points  de  contact  sur  T ovale 
est  constant  et  égal  au  rectangle  des  abscisses  des  deux 
autres  points  de  contact  sur  la  branche  infinie. 

Les  équations  (5) ,  (fi)  donnent  les  valeurs  des  ab- 
scisses des  points  de  contact.  Quant  à  la  valeur  de  y  cor- 
respondante à  chaque  valeur  de  x  ,  on  pourrait  la  déduire 
de  l'équation  (i)  qui,  ayant  égard  à  l'équation  (4))  donne 

a  \Jmx 
mais  il  resterait  à  déterminer  lequel  des  signes  -t-  ou  — 
on  doit  prendre  pour  chaque  valeur  de  x.  Et,  par  con- 
séquent ,  il  vaut  mieux  prendre  la  valeur  de  y  de  l'équa- 
tion (a),  et,  ayant  toujours  égard  a  l'équation  (4)i  on 
aura 

mais  les  équations  (5),  (6)  donnent 

""'-J'r*'=±v'(*' -*-)(«-  +  *' 

donc  on  aura 

(8)  ,.  =  -4-(*'-**)vV-*-aX*'  +  t)i 

a  my' 

où  l'on  doit  prendre  le  signe  supérieur  pour  les  points  de 
contact  sur  l'ovale  et  le  signe  inférieur  pour  les  deux 
autres.  La  valeur  (8)  dey,  en  y  substituant  pour  y'  sa 
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valeur,  se  réduit  à  la  valeur  (7),  et  l'on  voit  que,  lorsqu'il 
s'agit  des  points  de  contact  sur  l'ovale,  on  doit  prendre 
dans  l'équation  (7)  le  signe  supérieur  ou  inférieur  selon 
que  la  valeur  y'  est  positive  ou  négative  :  le  contraire  a 
lieu  pour  les  deux  autres  points  de  contact.  L'équation  (7), 
ayant  égard  à  un  seul  signe,  représente  une  parabole  qui 
passe  toujours  par  les  points  de  l'axe  des  x  qui  ont  pour 
abscisses  ±  ijab.  Donc 

Si,  par  un  point  quelconque  de  la  branche  infinie,  on 
mène  les  quatre  tangentes  à  la  courbe,  les  deux  points 
de  contact  sur  V ovale  et  les  symétriques  des  deux  autres 
points  de  contact  sont  sur  une  parabole  du  second 
degré  qui  a  pour  axe  la  tangente  au  sommet  de  la 
branche  infinie  et  qiti  passe  toujours  par  deux  mêmes 
points  del'axe  de  la  courbe. 

L'équation  (8)  donne  immédiatement  les  équations  des 
deux  cordes  de  contact  pour  l'ovale  et  pour  la  branche 
infinie.  En  effet,  substituant  pour  x*  sa  valeur  tirée  des 
équations  (5)  (6),  on  obtiendra 


r=_fe±ioi^£g[(t<!j,+a)(y+t)+J,)x_„t]i 


ou  bien 


(IO)  J^  +  j-^  +  zU-fl^o, 

\V»*'  1 
qui  expriment  deux  droites,  dont  la  première  est  la  corde 
desdeux  contacts  sur  l'ovale,  cl  la  seconde  des  deux  points 
sur  la  branche  infinie  ;  dans  ces  équations  on  doit  prendre 
<Jmx"  avec  le  même  signe  de  y',  comme  il  résulte  de  ce 
qu'on   a  dit  ci-dessus,  c'est-à-dire  que  si  l'ordonnée  y  ' 
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est  négative,  on  doit  changer  les  signes  de  x'  et  de  ab  dans 
les  équations  (9)  et  (10). 
Cela  posé ,  soit 


l'équation  d'une  droite  qui  coupe  la  branche  infinie  en 
trois  points  (x\  j') ,  (x",jrff)\  (xm,ym)  ;  les  abscisses 
x',  x"y  x"'  seront  les  racines  de  l'équation 
»(«*+  p)'  =  *(*  +  a)  (*  +  *), 


d'où 


-■\/~'. 


et,  par  conséquent,  l'équation  {9)  donnera,  pour  les  trois 
cordes  de  contact  correspondantes  sur  l'ovale  aux  pointe 

{*'.1r').(**.r'ï.(**..r"ïi 

t  j  v7^?  +  («  y'™?  +  V*^  —  «*  )  *  +  a*  =  o, 


(11)   1  yifi**' 

+  («•« 

Pt 

/P55  -^)i 

4-aft  = 

(  .r  y^  +  («  *W  +  V^7*3  —**)*+«*  = 

et  puisque  le  déterminant 

oJ  a  ymV  4-  \x"  x"  —  iJ    ^mjf 

ab  a.  \jmx"  ■+  ^x'  x"  —  x"  ^mx" 

ab  a.  ^mx"  +  \/x'  x"  —  x"   ^mx" 

1    ^x"  *m  —  x'    ^c7 

=  aiV^ 

■  /7P  —  *"  vft* 

—  ubji» 

1    x"    */*" 

=  «A  vWV: 

x* 

'W- 

/? 

1  y 

■ifi5 
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if  s'ensuit  que  les  trois  droites  exprimées  par  les  équa- 
tions (n)  passent  par  un  même  point  {*). 

Ifote.  La  propriété  est  projective;  par  conséquent,  elle 
existe  pour  une  courbe  du  troisième  degré  à  deux  bran- 
ches séparées ,  pourvu  que  l'une  d'elles  ne  puisse  être 
coupée  par  une  droite  qu'en  deux  points.  Th. 

THEOREME  SUR  LA  S0HIK  DBS  PUISSANCES  SEMBLABLES 

DES  RACINES  (BRIOSCDI);   . 

Pas  M.  FAURE. 

Je  viens  de  trouver  une  démonstration  du  théorème  de 
M.  Brioschi  (Nouvelles  Annales,  tome  XIII,  page 35a), 
relativement  aux  sommes  des  puissances  semblables  des 
racines  d'une  équation.  Elle  est  un  cas  particulier  d'an 
théorème  beaucoup  plus  général ,  lequel  donne  une  théo- 
rie complète  des  fonctions  symétriques. 

(•)  I]  n'est  pas  inutile  d'observer  que,  la  courbe  étant  symétrique  par 
rapport  h  l'aie  des  * ,  on  peut  supposer  sans  restreindre  la  généralité  de 
la  démonstration  que  la  quantité  p  soit  positive;  alors  les  équationa  (i  i) 
se  rapportent  «u  cas  des  ordonnées  f  ,y',Jm  positives  ;  mais  ei^'  est  po- 
liiive  et  les  deux  autre»  j-*,/"' «ont  négative! ,  au  lieu  des  équations  (m), 

J- »W -r- <«  V^  +  V^  ■**" -1- **  )*-«*  =  O  i 

et  l'on  continuera  la  démonstration  do  la  même  manière. 

En  nommant  *,,?„  '„Xti  "ttTti  *nf*  'eB  coordonnée!   des  quatre 
pointa  de  contact  correspondants  nu  point  i',  r",  on  déduit  de»  équation» (5) 
et (6), 
(»)  r,+x,+  »1  +  ïl=4r', 

(10)  J-.-HJ'.  -HJ-,  -hxt  =  sy. 

Donc  le  point  r\  —  ij1  est  le  centre  des  moyennes  distance*  des  quatre 
points  de  contact,  et  le  point  x1,  —y'  est  le  cenlrtdes  moyennes  distances 
des  points  de  contact  de  tontes  les  sis  tangentes  qui  passent  par  le  point 
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Si  l'on  divise  le  polynôme 

ni»  —  a,  a- -*-«,**-'  -H  a,  a*-*+.  . .  *, 

par  le  polynôme 

F (*)=  «.  *"  +  *,  **~'  +  «,*—*-(-  . 

et  que  l'on  représente  le  quotient  par 


on  trouve  aisément  qu'un  terme  quelconque  de  quotient 
tel  que  A,  a  pour  valeur 


~(«0~' 


C'est  ce  principe  bien  simple  qui  développé  mène  à  de 
nombreuses  conséquences;  ainsi,  relativement  aux  fonc- 
tions symétriques,  on  sait  que  si  l'on  veut  avoir  la  somme 
des  valeurs  que  prend  une  fonction  entière  o  (x)  dans 
laquelle  on  remplace  x  successivement  par  toutes  les  ra- 
cines d'une  équation 

F(*)  =  o, 


il  faut  effectuer'  la  division 


*MtM 


F{. 


,  et  la 


somme  que 


l'on  demande  est  le  coefficient  du  terme  en  -  du  quotient 

Supposons  que  II  (x)  =  F'  (x)  y  [x)  et  que  y  (x)  soit 
de  degré  r;  le  terme  Ar  x"*~"~rpour  lequel  m  — n — r= — i 
donnera  Ar  pour  la  fonction  symétrique  cherchée. 

Si  Ton  a  égard  au  procédé  indiqué  par  M.  Transon ,  on 
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voit  que  la  méthode  précédente  conduit  à  la  détermina- 

tion  d'une  l'onction  symétrique  quelconque,  et  je  substitue 

ainsi  des  multiplications  aux  divisions  de  M.  Transon. 

Si  l'on  suppose  en  particulier  que  y  (x)  =  î ,  le  quotient 

^-.  ■■   donnera  la  somme  des  puissances  des  racines  de 

F(*)  =  o. 

Notre  valeur  de  Af  devient  alors ,  en  observant  que 


-, 

*        ...(»-l)«, 

.r 

a,    a,         ...(m  ■ — a)   a, 

af  «,_,    ...(m—  r)  a. 

o      «.o o 

«,       a,    a O 

«*•*■= 

*"*<"" ° 

«•«,«,«,    ,...«, 

Cette  relation  revient  à  celle  de  M.  Brioschi ,  il  suppose 
seulement  «»=  î. 

Relativement  a  la  division  numérique ,  dans  un  système 
quelconque ,  on  arrive  à  ceci  :  supposez  que  l'on  veuille 
diviser  le  nombre 

53ia367     par       ai\9j, 

écrit,  par  exemple,  dans  le  système  décimal;  le  quotient 
sera  de  la  forme 
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Or  on  a  ,  d'après  notre  valeur  générale  de  A,. , 


'V 

9. 


A,=  _     3  a  3 

8  !  4  3  ■  ! 


donc  le  quotient  entier  est 

g  (2000—  180  —  9)=  -5-=  226' 

comme  on  peut  le  vérifier  directement. 

On  voit  de  plus  que  les  seuls  chiures  qui  servent  à  dé- 
terminer le  quotient  sont  53 1  dans  le  dividende,  334  dans 
le  diviseur,  et  généralement  autant  de  chiures  qu'il  doit 
y  en  avoir  au  quotient.  Ainsi  le  quotient  des  deux  nom- 
bres précédents  revient  à  celui  de  53ioo  par  a34. 

II  y  a  encore  d'autres  conséquences  relatives  à  la  valeur 
du  reste  de  la  division  de  deux  polynômes,  aux  séries  ré- 
currentes, aux  fonctions  sturmiennes,  etc. 

Note.  Au  moyen  des  déterminants,  l'habile  analyste 
M.  Sylvester  vient  de  trouver  la  solution  générale  de  ce 
problème  :  Étant  donné  un  coefficient  différentiel  d'un 
ordre  quelconque,  pour  un  nombre  quelconque  de  va- 
riables, trouver  ce  que  devient  ce  coefficient  pour  un 
changement  de  système  de  variables.  Problème  qui  n'a 
été  résolu  par  Burmann  et  Jacobi  que  pour  une  seule 
variable.  Tu. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  272  (STKfflER) 

iTOIrloœtXll.p.   100  ); 

Par    M.    FAURE, 
Officier  d'artillerie. 

Lemme.  Soit 

ex*  —  bx1  •+-  ex*  — -  dx  ■+■  e  =  o 
Ju.   A,  Ulthànal. ,   I.  XIV.  (Mari.  l855.) 
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une  équation  du  quatrième  degré;  si  l'on  pose 


l'équation  précédente  deviendra 

—  <n    ;     —  2bd\     — 


Les  racines  de  l'équation  proposée  étant  désignées  par 
m-, ,  m, ,  m, ,  mt ,  celles  de  la  transformée  seront 


et  l'on  trouve  facilement 

(■^)<-^)(~à.)(-=j) 

_{b  ^  d)' +  (a  -  c -h  C)\ 

de  sorte  que  si  e  est  constant  ainsi  que  les  différences 
b  —  d,  a  —  c,  le  produit  qui  est  dans  le  premier  membre 
de  l'équation  sera  aussi  constant. 

I.  Considérons  une  parabole  y*  =  *px,  à  laquelle  on 
mène  quatre  tangentes  formant  le  quadrilatère  ÀBCD  et 
dont  les  côtés  auront  respectivement  pour  équation 


(AB) 

/=",l*+«' 

(AD) 

'=»■-+£ 

(CB) 

'=""*+W 

(CD) 

— -fr 

les  quantités  m, , 

wj,,7«)  ,  m,  indiquant  les  tangentes  des 
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angles  que  forment  le»  côtés  du  quadrilatère  avec  Taxe 
de  la  parabole ,  ou  si  l'on  veut  avec  la  droite  qui  joint  les 
milieux  des  diagonales  du  quadrilatère  donné,  car  il  est 
visible  que  ces  droites  sont  parallèles  (théorème  de 
Newton).  Pour  abréger  le  discours,  nous  appellerons 
médiane  la  ligne  dont  nous  parlons. 

Le  côté  AB  touche  la  parabole  au  point  M,  qui  a  pour 
coordonnées 


Le  côté  AD  touche  la  parabole  au  point  M, , 
,=£,,    r  =  £. 

De  sorte  que  le  produit  des  distances  du  foyer  F  de  la 
parabole  aux  deux  points  de  contact  sera 

ra,.F«,=£(.+^)(,+J,). 

Or  le  point  A,  intersection  des  deux  côtés  AB,  AD,  a 
pour  coordonnées 

x_     P  r  =  Pim>.-(~'">)) 

d'où  l'on  déduit 

FA'  =  FM, .  FM,. 

Désignant  par  M, ,  ML  les  points  de  contact  des  tan- 
gentes issues  du  point  C  opposé  à  A  dans  le  quadrilatère , 
on  trouve 


ÎK)(-^)- 


De  sorte  que  l'on  obtient  pour  le  produit  des  distances 
du  foyer  de  la  parabole  a  deux  sommets  opposés  quel- 
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conques  du  quadrilatère  qui  lui  est  circonscrit,  la  rela- 
tion 

FA.Fc=fv/(.^)(.^)(,^)  (,+  ■). 

De  là  ce  premier  théorème  :  Un  quadrilatère  étant  cir- 
conscrit à  une  parabole ,  le  produit  des  distances  de  son 
foyer  à  deux  sommets  opposés  est  égal  à  la  racine  car- 
rée du  produit  des  distances  de  ce  même  foyer  aux 
quatre  points  de  contact. 

On  peut  encore  en  déduire  celui-ci  :  Si  l'on  considère 
deux  points  fixes  A  et  C ,  ainsi  que  des  paraboles  de 
même  foyer  F ,  et  que  l'on  mène  par  les  points  donnés 
quatre  tangentes  à  la  parabole ,  le  produit  des  distances  . 
de  son  foyer  aux  points  de  contact  sera  constant ,  etc. 

Les  démonstrations  géométriques  de  ces  théorèmes  sont 
faciles. 

II.  Appelons  a  et  a  les  foyers  d'une  conique  inscrite 
dans  le  quadrilatère  ABCD;  x,  y  ,x'  ety'  les  coordon- 
nées respectives  de  ces  foyers.  Menons  par  ces  deux  points 
des  tangentes  à  la  parabole  inscrite  F,  et  soient  pt ,  fi, 
les  coefficients  angulaires  des  tangentes  issues  du  point  a  ; 
fia ,  uk  ceux  des  tangentes  issues  du  point  a.  On  aura 


_p(fr  +  r<) 


On  indiquera  que  la  conique  (a,s)  est  tangente  à  la 
droite  AU,  en  écrivant  que  le  produit  des  perpendicu- 
laires abaissées  de  ses  foyers  sur  cette  droite  est  égale  a 
une  certaine  quantité  £*.  Cela  donne  la  relation 

ffe±fi.i_i\/e±fi_-Ltai\!sl,(1+Jllîï. 
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Or  soient  : 

Si  la  somme  des  quantités  f/, ,  p, ,  p., ,  iit  ; 

S,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux; 

S,  la  somme  de  leurs  produi  ts  trois  à  trois  ; 

Si  leur  produit. 

La  relation  précédente  développée  devient,  en  posant 

P' 

(i)  (i— KS.W—S.mî+tS.-KS.K-S.m.+S,  =  0. 

On  aura  trois  autres  équations  pour  exprimer  que  la 
conique  est  tangente  aux  autres  côtés  du  quadrilatère  et 
l'on  obtiendra  ces  équatious  en  remplaçant  dans  la  pré- 
cédente m,  successivement  par  mt,  m, ,  m,.  D'où  il  suit 
que  si  l'on  considère  m, ,  m, ,  m, ,  m,  comme  des  incon- 
nues, elles  seront  déterminées  par  l'équation  (i).  Cette 
équation  est  de  la  forme  indiquée  dans  le  lemme  ;  on  aura 
en  conséquence 

(■^)K:)Kî)(^)  . 

_{s,  — s.y  +  ti— s,'+s,)' 

s; 

Appelons  maintenant  : 
M,  la  somme  des  quantités  f*J ,  y.\ ,  u| ,  p*  ; 
M,  la  somme  de  leurs  produits  deux  à  deux  ; 
Mj  la  somme  de  leurs  produits  trois  à  trois-, 
M»  leur  produit. 

Développons  le  second  membre  de  l'équation  précé- 
dente et  remarquons  que 

s;— 2S,=m,, 

s;  —  aS,S)-H2S,  =  H,, 

S;  — aSjS^M,, 
SJ  =M(1 
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on  aura 

=K)K)K)H> 

Cette  égalité  indique  que  ai  une  conique  est  inscrite 
dans  un  quadrilatère  et  que  par  ses  foyers  on  mène  les  ■ 
quatre  tangentes  à  la  parabole  (inscrite  au  même  qua- 
drilatère) ,  ces  quatre  tangentes  feront  avec  la  médiane 
des  angles  dont  le  produit  des  sinus  est  constant. 

On  verra  encore,  après  avoir  fait  la  construction  pré- 
cédente, que  les  quatre  tangentes  issues  des  deux  foyers 
d'une  conique  quelconque  inscrite  à  un  quadrilatère  ren- 
contrent la  tangente  au  sommet  de  la  parabole  en  quatre 
points  dont  le  produit  des  distances  au  foyer  de  la  para- 
bole est  constant. 

Cette  même  égalité  prouve  aussi  que  si  une  conique  est 
inscrite  dans  un  quadrilatère,  le  produit  des  distances  de 
ses  foyers  à  celui  de  la  parabole  est  constant. 

Si  l'on  fait  varier  la  parabole  et  le  quadrilatère,  on 
obtieut  des  théorèmes  intéressants.  Ainsi  : 

Considérant  une  conique  et  un  système  de  paraboles 
de  même  foyer  s?  et  menant  les  quatre  tangentes  com- 
munes à  la  conique  et  à  l'une  des  paraboles  ;  i°  le  pro- 
duit des  distances  du  foyer  F  à  deux  sommets  opposés . 
du  quadrilatère  déterminé  par  les  tangentes  est  con- 
stant; a°  le  produit  des  distances  du  foyer  F  aux  points 
de  contact  sur  la  parabole  est  constant. 

Le  théorème  subsiste  encore  si,  au  lieu  de  la  conique 
donnée ,  on  en  considère  une  seconde  de  même  foyer. 

III.  Puisque  les  quantités  fit,  ut,ut,  ut  entrent  symé- 
triquement dans  l'équation  (i),  on  voit  que  si  par  les 
deux  foyers  a ,  a  d'une  conique  inscrite  dans  un  qua- 
drilatère on  mène    des   tangentes  à   la  parabole  qui  lui 
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est  inscrite,  cea  tangentes  se  coupent  en  deux  autres 
couples  de  points  qui  peuvent  être  considérés  comme  les 
foyers  de  deux  autres  coniques  inscrites.  Sur  chaque  tan- 
gente à  la  parabole  il  y  a  doue  trois  points  et  seulement 
trois  qui  peuvent  Être  regardes  comme  appartenant  au 
lieu  des  foyers  des  coniques  tangentes  à  un  quadrilatère  : 
ce  lieu  est  par  conséquent  du  troisième  degré.  La  courbe 
dont  il  s'agit  a  été  étudiée  à  plusieurs  reprises  dans  les  Nou- 
velles Annales;  elle  passe  parles  sommets  du  quadrilatère 
complet  AHCD ,  et  M.  Terquem  a  indiqué  nne  méthode 
pour  lui  mener  une  tangente  aux  points  où  elle  coupe  le 
quadrilatère  (t.  IV,  p.  373).  Ainsi  pour  mener  la  tangente  au 
poîiii  A,  intersection  des  côtés  AB,  AD,  on  mène  la  diago- 
nale ACetl'on  trace  une  droite  AK  telle ,  que  l'angle  K  AB 
soit  égal  à  l'angle  CAD;  cette  droite  est  la  tangente.  Je 
vais  faire  voir  que  l'on  peut ,  par  la  même  construction , 
mener  une  tangente  en  an  point  quelconque  de  la  courbe. 

Soit ,  en  effet ,  a  le  point  considéré ,  déterminons  l'autre 
point  a  de  la  courbe  tel,  que 

F«.Fa  =  FÀ.FC, 
les  deux  points  a  et  a  seront*  les  foyers  d'une  même  co- 
nique tangente  au  quadrilatère.  Par  ces  points,  menons 
des  tangentes  à  la  parabole,  et  soient  c,  y  les  foyers  d'une 
conique  inscrite  dans  le  quadrilatère  déterminé  par  ces 
tangentes ,  on  aura 

Fc.F7  =  Fa.Fa  =  FA.FC; 
donc  les  points  c  et  y  appartiennent  aussi  au  lieu  des 
foyers  des  coniques  inscrites  au  quadrilatère  ABCD.  Les 
deux  lieux  sont  donc  identiques ,  et  la  tangente  au  point  a 
du  second  lieu,  que  l'on  construit  comme  précédemment , 
sera  aussi  la  tangente  au  même  point  du  premier  lieu. 

IV.  Théorème  de  M.  Steîner  (question  372).  a,  x; 
b,  P;  c,  y  étant  les  foyers  de  trois  coniques  inscrites  au 
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même  quadrilatère ,  on  a  la  relation 
fic.ac       a-j.ay 

Formons  le  quadrilatère  a£«|3  et  désignons  toujours 
par  F  le  foyer  de  la  parabole  inscrite  au  quadrilatère 
donné  ABCD.  Les  cotés  du  quadrilatère  abtxfi  sont  né- 
cessairement tangents  à  une  certaine  parabole  ayant  pour 
foyer  le  point  F,  de  sorte  que  l'on  peut  considérer  c  et  y 
comme  les  foyers  d'une  conique  inscrite  au  quadrilatère  . 
abn.fi.  Or,  lorsqu'une  conique  est  inscrite  dans  un  poly- 
gone d'un  nombre  pair  de  côtés ,  le  produit  des  distances 
d'un  foyer  aux  sommets  de  rang  pair,  divisé  par  le  pro- 
duit des  distances  du  même  foyer  aux  sommets  de  rang  im- 
pair, donne  le  même  quotient  pour  l'un  et  l'autre  foyer 
{Nouvelles  Annales,  t.  XII,  p.  219). 

L'application  de  ce  principe  donne  le  théorème  précé- 
dent. Dans  le  cas  où  le  point  y  s'éloigne  à  l'infini,  on  re- 
trouve un  théorème  déjà  démontré. 

V.  On  démontre  encore  que  si  par  les  points  de  contact 
d'une  conique  inscrite  au  quadrilatère  ABCD,  on  mène 
des  tangentes  à  la  parabole,  elles  feront  avec  la  médiane  des 
angles  dont  le  produit  des  sinus  est  constant ,  et  cette  con- 
stante est  la  même  que  celle  que  l'on  obtient  en  menant 
par  les  foyers  d'une  conique  inscrite  des  tangentes  à  la  pa- 
rabole. 

On  trouve  aussi  que  le  produit  des  perpendiculaires 
abaissées  du  foyer  F  de  la  parabole  sur  les  tangentes  pré- 
cédentes est  constant,  et  de  là  résulte  que  le  produit  des 
dislances  de  ce  même  foyer  aux  points  de  contact  d'une  co- 
nique i  mérite  est  constant  et  égal  au  carré  du  produit  des  dis- 
tances de  ce  foyer  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère. 

J'ajoute  encore  ici  les  énoncés  de  quelques  théorèmes 
analogues  aux  précédents. 
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i".  Etant  donnés  une  droite  et  un  point  F,  décrivons 
quatre  hyperboles  équilatères  tangentes  à  la  droite  et 
ayant  pour  centre  le  point  F  ;  ces  hyperboles  déterminent 
un  quadrilatère  curviligne  tel,  que  le  produit  des  distances 
du  centre  à  deux  sommets  opposés  est  le  même  pour 
chaque  couple  de  sommets. 

»°.  Une  cassinoïde  et  une  droite  sont  données  :  soient 
décrites  quatre  hyperboles  éqnilatères  tangentes  à  la  droite 
ainsi  qu'à  la  cassinoïde  et  concentriques  avec  elle.  Ces  hy- 
perboles déterminent  un  quadrilatère  curviligne  tel,  que 
le  produit  des  distances  dn  centre  aux  points  de  contact 
sur  la  cassinoïde  on  sur  la  droite  est  constant.  La  con- 
stante reste  la  même  si  l'on  fait  varier  la  droite  et  la 
cassinoïde,  pourvu  que  celle-ci  conserve  les  mêmes 
foyers. 

3°.  Soit  F  le  point  de  rebroussement  d'une  épicycloïde 
ordinaire  (c'est-à-dire  celle  qui  est  engendrée  par  le  point 
d'une  circonférence  roulant  sur  une  circonférence  égale); 
menons  parce  point  quatre  cercles  tangents  à  1  épicycloïde 
ainsi  qu'à  nn  cercle  donné:  le  produit  des  distances  du 
point  F  aux  points  de  contact  sur  l'épicycloïde  et  le  cercle 
est  constant  et  égal  au  carré  dn  produit  des  distances  du 
même  point  à  deux  sommets  opposés  du  quadrilatère  cur- 
viligne formé  par  les  cercles  tangents. 


ROTI  SUR  LE  PRINCIPE  DES  FORCES  VIVES. 

Nous  croyons  utile  d'émettre  quelques  idées  sur  ce 
qu'on  appelle  le  principe  des  forces  vives ,  dont  on  fait 
un  si  fréquent  emploi ,  quoique  l'application  ne  soit  pas 
toujours  aussi  facile  qu'on  est  tenté  de  le  croire.  Remon- 
tons à  l'origine  de  ce  principe.  Toute  question  sur  les 
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quantités,  nombres,  lignes,  forces,  etc.,  se  réduisent 
finalement  à  des  équations  qu'il  faut  résoudre,  soit  en 
cherchant  les  valeurs  des  inconnues,  objet  de  l'Algèbre 
ordinaire,  soit  en  cherchant  la  forme  des  fonctions  des 
inconnues ,  objet  de  l'Analyse  infinitésimale.  On  cherche 
autant  que  possible  à  diminuer  le  nombre  des  équations  ; 
ainsi  dans  l'analyse  élémentaire,  en  élevant  au  carré 
toutes  les  équations  (a  second  membre  nul)  et  égalant  la 
somme  à  zéro ,  cette  équation  unique ,  avec  quelques  res- 
trictions, peut  tenir  lieu  de  toutes  les  équations.  Il  en  est 
de  même  dans  le  calcul  transcendant  ;  une  intégrale  peut 
souvent  tenir  lieu  de  beaucoup  d'équations  différentielles  : 
ainsi  tous  les  problèmes  de  mécanique ,  en  dernière  ana- 
lyse, se  bornent  à  obtenir  pour  les  forces  égales,  mais  in- 
connues, des  expressions  dj  verses;  celte  diversité  d'expres- 
sions fournit  des  équations  différentielles  dites  d'équilibre, 
que  l'on  remplace  autant  qu'on  peut  par  des  intégrales;  et 
c'est  une  de  ces  intégrales  qui  a  reçu  le  nom  spécial  d'é- 
quation aux  farces  vives,  dénomination,  à  certains 
égards,  très- vicieuse;  car,  si  la  force  est  une  entité  méta- 
physique dont  on  pourrait,  dont  on  devrait  débarrasser 
la  science ,  mais  dont  au  moins  on  croit  avoir  une  idée  pré- 
cise ,  à  la  portée  de  nos  sens  matériels ,  la  force  vive  est  un 
surcroît  d'entité,  une  double  entité  a  laquelle  rien  de  réel 
ne  correspond  dans  la  nature.  On  a  matérialisé  un  résul- 
tat de  calcul  ;  et  de  même  que  dans  le  langage  ordinaire , 
les  expressions  métaphoriques  donnent  naissance  à  tant 
de  conclusions  fausses  ou  boiteuses ,  la  création  d'êtres  de 
raison  dans  les  sciences  amène  souvent  de  fausses  ap- 
préciations, des  jugements  équivoques-,  toutefois,  n'im- 
porte le  nom,  l'équation  des  forces  vives  est  précieuse, 
en  tant  qu'elle  représente  le  double  de  la  quantité  de  tra- 
vail ,  quantité  qu'il  est  souvent  plus  facile  de  reconnaître 
dans  le  jeu  des  machines  que  les  forces  motrices  dont 
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cette  quantité  tire  sa  source  :  c'est  a  l'invasion  de  plus  en 
plus  considérable  des  machines  dans  le  monde  industriel 
qu'il  faut  attribuer  le  rôle  important  que  les  forces  vives 
out  pris  dans  la  pratique  et  dont  ne  s'occupaient  naguère 
que  les  philosophes,  et  les. géomètres  quand  ils  étaient 
philosophes.  a 

Dana  ce  nombre  brille  au  premier  rang  le  célèbre  Bos- 
cowich  ,  membre  d'une  Société  fameuse  par  sa  puissante 
organisation,  par  son  indestructible  vitalité.  L'idée  lumi- 
neuse et  profonde  d'assimiler  les  forces  instantanées  dites 
percussions,  chocs,  etc.,  à  des  sommations  instantanées 
de  forces  continues,  émise  par  l'illustre  jésuite,  est  aujour- 
d'hui implicitementlAha.sc de  la  mécanique  industrielle. 
Le  principe  de  la  continuité  ainsi  introduit  dans  la  phoro- 
nomie,  la  pesanteur  qui  est  une  force  continue  agissant 
sous  nos  veux  a  chaque  instant,  seprésentaif  naturellement 
comme  l'unité  dynamique  indiquée  par  la  nature;  aussi 
aujourd'hui  tonte  pression,  compression,  dilatation, 
élasticité,  tension,  etc.,  est  évaluée  par  des  poids  en  équi- 
libre, et  tonte  percussion ,  impulsion,  choc,  etc.,  par 
des  poids  en  mouvement.  Mais  cette  évaluation  des  forces 
vives  est  souvent  sujette  a  de  grandes  difficultés  et  peut 
occasionner  de  singuliers  mécomptes  ;  car  alors  il  n'est 
pas  permis  de  négliger  les  mouvements  mêmes  molécu- 
laires :  toute  manifestation  de  mouvement,  n'importe  sa 
nature,  se  fait  aux  dépens  de  la  force  et  ne  peut  être  né- 
gligée. Ainsi  lorsque  Laplacc  compare  la  quantité  de 
mouvement  à  un  fluide  qui  se  transmet  d'un  vase  dans  un 
autre,  la  comparaison  n'est  pas  seulement  poétique,  elle 
eu  d'une  grande  justesse;  le  fluide  qui  pénètre  partout 
et  qui  va  d'nn  côté  est -enlevé  à  l'autre.  Prenons,  pour 
éclaircir  ceci ,  l'exemple  très-simple  de  deux  .corps  mus 
qui  se  choquent;  outre  l'impulsion,  il  y  a  déformation, 
et  cet  effet  de  déformation  absorbe  une  partie  de  la  force 
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qui  est  ainsi  dérobée  à  l'impulsion,  tellement  que,  quel- 
que considérable  que  soit  l'impulsion ,  si  la  mollesse  du 
corps  choqué  est  extrême ,  le  eboe  ressenti  sera  faible,  tout 
étant  employé  à  déformer  le  corps  :  la  composition  phy- 
sique du  corps  influe  sur  les  résultats  mécaniques,  de  sorte 
que.la  quantité  de  travail  n'est  pas  toujours  une  mesure 
précise  de  la  totalité  delà  force  vive  réellement  développée. 

Ecoutons  ce  que  disait  Lambert  sur  les  forces  vives 
en  1770. 

«  Il  y  a  environ  un  siècle ,  ou,  pour  mieux  dire ,  avant 
»  le  temps  de  Galilée  et  de  Descartes ,  il  était  à  peine  né- 
»  cessaire  de  s'arrêter  longtemps ,  dans  les  Traités  de  sta- 
»  tique,  sur  Vidée  de  la  force.  Aujourd'hui  cela  est  de- 
»  venu  d'autant  plus  nécessaire,  qu'en  parcourant  ce  qui  a 
»  été  écrit  dans  la  discussion  Leibnitz  et  dans  la  discussion 
»  Maupertuis ,  on  ne  sait  plus  à  quoi  s'en  tenir  sur  cette 
»  idée  par  elle-même  si  simple.  Depuis  on  a  fait  de 
»  toutes  les  modifications  de  la  force  des  forces  particu- 
»  Hères;  on  a  mis  ainsi  sur  la  scène  des  forces  vives, 
s  mortes,  intrinsèques,  accélératrices,  etc.  Bilfinger  y  a 
»  même  ajouté  ses  vires  indifférentes,  consentantes , 
*  coïncidentes ,  dissentientes ,  répugnantes,  disjonctas, 
»  parallelas,  mixtas , puras ;  etc.;  à  celles-ci  viennent 
»  encore  se  joindre  :  actio,  potentia,  pressio,  sollicitatio, 
m  impetus,  conatus,  impactus,  etc.,  idées  pour  lesquelles 
»  la  langue  fournit  des  mots  qui ,  à  cause  de  leur  signi- 
»  iieation  indéterminée,  sont  difficiles  à  déterminer  et 
»  sont  d'autant  plus  propres ,  à  l'aide  d'arbitraires  défi- 
»  nitions,  à  fournir  des  théorèmes  qu'on  croit  avoir  dé- 
m  montrés,  tout  embrouillés  qu'ils  sont.  J'avoue  volon- 
»  tiers  que  je  n'ai  jamais  pu  bien  comprendre  la  plupart 
n  de  ces  inpts,  nonobstant  leurs  définitions.  Eu  effet,  j'ai 
u  toujours  pensé  que  les  premiers  principes  de  la  méca- 
»  nique  devaient  être  plus  simples  et  u'avaîcnt  pas  besoin 
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u  de  cet  étalage  de  mots  et  de  définitions.  Ainsi  je  com- 
•  prenais  très-bien ,  par  exemple ,  que  si  le  produit  de  la 
»  niasse  par  le  carré  de  la  vitesse  avait  quelque  emploi 
»  fréquent  en  mécanique ,  il  était  bon ,  pour  abréger,  de 
»  donner  un  nom  a  ce  produit;  et  comme  les  mots  sont 
»  les  signes  arbitraires  des  idées ,  je  compris  encore  qu'on 
»  nommât  ce  produit; /bree  et,  si  l'on  veut,  force  vive. 
■»  Mais  par  là  le  mot  force  et  même  farce  vive  ne  devient- 
>  il  pas  équivoque  ?  C'est  une  tout  autre  question  à  la- 
»  quelle,  aprèsmùres  réflexions,  il  faudrait  répondre  affir- 
»  mativement,  et,  s'il  en  est  ainsi,  Leibnitz  aurait  à  tout 
■  égard  mieux  fait  de  choisir,  pour  désigner  ce  produit, 
»  tout  autre  mot  que  le  mot  force.  Par  la  du  moins  la 
»  logomachie  qui  s'est  introduite  dans  la  dispute  aurait 
»  été  évitée,  et  la  question  si  ce  produit  reste  constant 
»  dans  tous  les  cas  et  peut  être  admis  comme  cause 
d  finale  se  serait  présentée  sous  une  autre  face.  On  peut 
»  dire  la  même  chose  de  la  moindre  action  de  Mauper- 
»  tuis  :  le  mot  action  est  depuis  longtemps  équivoque 
»  dans  la  langue;  par  exemple,  dans  les  expressions 
■»  action  des  rayons  solaires,  action  du  feu,  etc.,  qui 
»  désignent  des  idées  compliquées-,  ou  se  sert  même  de 
»  ce  mot  pour  désigner  les  actes  des  hommes,  qui  sont 
m  composés  de  beaucoup  d'actions  plus  simples.  »  (Bci- 
trage  zum  Gebrauche  der  Mathematik.  Documents  pour 
l'usage  des  mathématiques  et  leurs  applications;  a"  par- 
tie, a*  section,  p.  370;  Berlin,  1770.) 

C'est  donc  une  idée  malheureuse  d'avoir  donné  la  notion 
obscure  de  la  force  vive  pour  baseà  l'enseignement  élémen- 
taire de  la  mécanique,  et,  par  contre,  d'avoir  retranché  de 
l'enseignement  la  notion  si  claire  des  couples ,  la  plus  belle 
conception  phoronomique  du  xixc  siècle,  conception  fran- 
çaise. C'est  plus  qu'une  faute  :  c'est  un  crime  contre  le 
pays  et  contre  la  science. 
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Mais  citons  deux  autorités  qui  pèsent  dans  la  balance. 
«  Quelles  que  soient ,  en  réalité,  les  qualités  fonda- 
»  mentales  de  la  conception  de  M.  Poinsot  par  rapport 
»  à  la  statique,  on  doit  néanmoins  reconnaître,  ce  me 
»  semble,  que  c'est  surtout  au  perfectionnement  de  la 
»  dynamique  qu'elle  se  trouve  par  sa  nature  essenlielle- 
»  ment  destinée,  et  je  crois  pouvoir  assurer  à  cet  égard  que 
»  cette  conception  n'a  point  encore  exercé  son  influence 
»  la  plus  capitale.  Il  faut  la  regarder,  en  effet,  comme 
»  directement  propre  à  perfectionner  sous  un  rapport 
»■  très-important  les  éléments  mêmes  de  la  dynamique 
»  générale.  » 

Voilà  comment  s'exprimait,  en  i83o,  un  géomètre, 
philosophe  éminent  {Philosophie  positive,  1. 1,  p.  6i5). 
Depuis,  deux  Mémoires  de  M.  Poinsot,  chefs-d'œuvre  de 
sagacité  et  de  pénétration,  ont  réalisé  les  vœux  de  M.  A. 
Comte  et  ont  perfectionné  considérablement  les  éléments 
de  la  dynamique. 

La  seconde  autorité  est  celle  du  célèbre  auteur  de  la 
Géométrie  supérieure.  *  Nous  pouvons  regarder  cette 
h  élégante  théorie  des  couples  comme  une  conception 
h  éminemment  heureuse.  »  (Histoire  des  Méthodes, 
p.  4i5i  i837.) 

C'est  donc ,  comme  disent  les  Anglais,  un  ungeome- 
trical  spirit  qui  a  dicté  la  radiation  de  cette  théorie;  le 
même  esprit  qui  a  proscrit  la  Statique  de  Poinsot ,  a  pres- 
crit la  Géométrie  de  Clairaut,  que  l'illustre  mathémati- 
cien parait  avoir  écrite  pour  la  célèbre  marquise  du  Châ- 
telet;  mollement  raisonné,  cet  ouvrage,  per  le  donne, 
n'est  propre  qu'à  faire  des  non-géomètres. 

On  vient  de  recommander  Y  Algèbre  de  Lacroix.  À  la 
bonne  heure  !  Cet  ouvrage  conserve  son  mérite  intrinsèque 
d'être  une  œuvre  mathématique. 
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PROPRIÉTÉS  GÉNÉRALES  DBS  FONCTIONS   ALGÉBRIQUES, 
BIS  SURFAIS  ET  DES  LIGNES. 


1.  Soient  A,,  Ai,  A,,...,  An,n  fonctions  algébriques  en- 
tières, chacune  de  degré  m,  entre  n  variables  :  le  système 
d'équations 

(i)  A,=o,     A,==o,...,     A„=o, 

est  satisfait  par  n"  systèmes  de  n  valeurs  des  variables. 
Posons 


w  s=2> 


l'indice  sommatoire  se  rapportant  à  p  ;  et  les  a  sont  des 
constantes;  les  n"  systèmes  de  valeurs  des  équations  (i) 
satisfont  aussi  an  système  de  degré  m  relatives  à  n  valeurs 
différentes  de  n  équations  S',  S",  etc.,  aussi  de  degré  m. 
Soient  B,,  Bi,...,B„  d'autres  «fonctions  algébriques  en- 
tières, chacune  de  degré  m,  entre  les  mêmes  variables  que 
les  A;  le  système  d'équations 

(3)  B,  =  o,     B,=  o,...,    B„=o 

admet  n"  systèmes  des  valeurs  des  variables. 
Posons 

(4)  t=2"m>; 

les  b  sont  des  constantes;  les  mêmes  nm  systèmes  des  va- 
leurs satisfont  à  n  équations  de  degré  m ,  pour  n  valeur» 
différentes  de  b ,  savoir  T',  T",  Tw. 
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Supposons  de  plus  qu'on  ail  l identité 

Considérant  les  A  et  les  B  comme  des  inconnues  du  pre- 
mier degré,  on  peut  les  éliminer  de  l'identité  (5)  à  l'aide 
des  systèmes  (a)  et  (4),  et  l'on  obtient 

(6)  V=2"(',S  +  /,T). 

Les  systèmes  des  valeurs  qui  satisfont  aux  équations 
S',S",...,T',T"..., 

satisfont  au  sysième  V  =  o. 

2.  Soit»=  3;  A,, À,,  A,  représententtroissurfacesqui 
secoupentenm*  points;  de  même  B,,  Bt,B,, etc.  :  l'iden- 
tité (  5  )  exprime  que  les  m'  points  du  système  A  et  les  m* 
points  du  système  B  sont  sur  une  même  surface  V  du  de- 
gré m.  Les  intersections  des  trois  surfaces  S',  S",  Sm  sont 
les  mêmes  que  celles  du  système  A ,  etles  intersections  des 
trois  surfaces  T',  T",  T'"  sont  les  mêmes  que  celles  du  sys- 
tèmeB;  et  l'équation  (6)  montre  qui:  les  intersections  des 
surfaces  S',  T",  T";  S",T",  V"\  S"',  T',  T"sontunemême 
surface  V  de  degré  m. 

3.  Soit  n  ■  ~  a;  les  A,  B,  S,  T  représentant  des  lignes; 
les  m1  points  intersection  des  A  sont  les  mêmes  que  les 
m*  points  intersection  des  S',  S";  les  m'  points  intersec- 
tion de  B  sont  les  mêmes  que  les  m*  points  intersection  de 
T',  T";cea  an»1  points  sont  sur  une  même  ligne  V  de 
degré /«,  les  m1  points  intersection  de  S',  T"  et  les  m1 
points  intersection  de  S",  T' sont  sur  une  même  ligne  de 
degré  m. 

Si  m  =  a ,  on  a  un  théorème  énoncé  par  M.  Chasles 
(Comptes  rendus,  séance  du  16  août  1 853),  qu'il  a  dé- 
montré dans  son  cours  en  Sorbonne  et  dont  on  peut  tirer 
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une  foule  de  corollaires.  Voici  les  énoncés  de  nouveaux 
théorèmes  qu'on  doit  à  M.  Wçepcke  (Journal de  M.  Liou- 
villc.L  XIX,  p.  345;  i854}. 

Théorème.  Sur  une  conique  donnée,  on  prend  trou 
systèmes  de  quatre  points;  par  chacun  de  ces  systèmes 
on  fait  passer  respectivement  deux  coniques ,  savoir  At, 
Ci  ;  Ai,  Ci  ;  A»,  C,;  les  trois  systèmes  des  huit  points  d'in- 
tersection de 

A,,     A,;     C,,     C, 

A,,     Aj;     C,,     C„ 

A,,     A,;     C.,     CJt 

sont  respectivement  sur  trois  coniques  qui  ont  les  mêmes 
quatre  points  d'intersection. 

Les  polaires  réciproques  fournissent  un  théorème  cor- 
rélatif. 

Les  coniques  devenant  des  cercles,  ou  un  système  de 
deux  droites,  ou  bien  devenant  homofocales,  sont  des  cas 
particuliers. 

Depuis,  M.  Wcepcke  a  étendu  les  mêmes  théorèmes 
aux  surfaces.  (Liouville,  décembre  i854). 


TUlORÉME  SUR  LES  DÉTERMINANTS  CRAMERIENS: 
Par  M.  lk  Doctkcb  CANTOR, 

Professeur  à  Heidtlberg. 

Soit  un  déterminant  cramérien  de  m  éléments,  formé 
d'après  le  procédé  combinatoire;  soitl  le  nombre  d'in- 
versions du  terme  de  quantième  n.  Ordonnant  n  d'après 
les  produits  continuels,  t,  i  .a,  i.a. 3,  etc.,  on  aura 

«  =  «,(«]  +  «,[*_,.]+ *,[«-,]+...+  a,[—p  1, 

4m.  de  Mathmet.,  t.  XIV.  (Mars   i855.ï  8 
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les  crochets  représentent  ries  produits  continuels;  on  a 

I  est  indépendant  de  m. 
Exempte  : 

»  =  356  =  ar5]-M[4]+3[S]  +  i[a], 
I-  a  +  4  +  3+,_I+ii  —  ,o; 

soit  m  =  6;  le  356'  terme  est  365i4aj  qui  a  en  ell'et  dix 
inversions. 

On  peut  donc  connaître  à  priori  le  signe  d'à  O  terme  d'un 
quantième  donné.  (Communiqué  sans  démonstration.) 

Note  du  Rédacteur.  L'auteur  de  cet  article  m'a  écrit 
depuis  que  le  mémo  résultat  a  déjà  été  donné  par  M.  Rciss 
(Correspondance mathématique  deQuetelet,  tome  V). 

M.  Cantor  vient  de  publier:  Grundzuge  einer  elemen- 
tar  jtrithmetikt  etc.  Principes  fondamentaux  d'une  arith- 
métique élémentaire,  h  l'usage  des  cours  universitaires; 
Heidelberg,  i855;  in-8,  i yS  pages;  ouvrage  qui  renferme 
des  notions  philosophiques  et  des  renseignements  histo- 
riques curieux;  aussi  peut-on  le  lire  sans  répugnance, 
même  avec  intérêt  :  chose  rare  quand  il  s'agit  d'un 
Traité  élémentaire  d'Arithmétique.  Je  ne  connais  de  ce 
côté-ci  du  Rhin  aucun  traité  de  ce  genre. 

L'opuscule  est  terminé  par  la  syntactique  ou  théorie 
combinatoire.  La  première  trace  de  cette  doctrine  se 
trouve  dans  l'ouvrage  de  Jean  Buteo,  Logistica,  i55c/, 
qui  résout  le  problème  de  trouver  tous  les  coups  différents 
qu'on  peut  amener  avec  quatre  dés. 
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SUR  LES  FRACTIONS  DÉCIMALES  PÉRIODIQUES, 

D'ame*  M.   W.  LOOF, 
Directeur  du  Gymnase   ducal  &  Gotb». 

(Archives  de  Gniiurrt,  p.  5$,  l85l.) 

Si  la  fraction  -  donne  la  période  P  de  h  chiffres ,  on  a 
io'— i  =nV; 
donc  pour  trouver  le  nombre  ou  les  nombres  n  qui  donnent 
une  période  de  k  chifi'res,  il  faut  chercher  tous  les  divi- 
seurs de  10' — loude =  m...  (A fois  le  chiffre  i). 

9  *  ' 

Dans  le  tableau  suivant,  n  indique  le  dénominateur  de 

la  fraction  -  et  k  le  nombre  correspondant  de  chiffres  de 
ia  période. 


1 

3(). 

3 

1  1. 

3 

3?- 

4 

101. 

5 

4.  „,. 

C 

,.,3. 

7 

939.4649. 

8 

,3, 3,. 

9 

33366,. 

o 

9°9'- 

il 

31649.513239. 

13 

9901. 

3 

53.79.365,3^.653 

4 

90909. . 

5 

3.  .390616. . 

6 

.7.5882353. 

j,=,i,zCtJ3vGoogIf 


(  ■■«) 


7 

8 

inconnu  (*). 
i9.5»579. 

9 
3 

inconnu  (">. 
354..  25961. 
43.1933.10838689. 
1.3.4093.8779. 

wiwnfii  (?)■ 

4 

5 

9999°°01' 

I OOOO  t  OOOO I OOOO l OOOO 

26  85g.io583i3o49. 

2,  757.44«33465477763i  (?). 

28  29.281.121499449- 

29  3i9i.*. 

30  211 .24l>2l6l. 

3i  2791 .398105020104303515267327521 (?). 

32  353.449.641.1409.69857. 

33  67.13446282101 13298373  (?). 

34  103.4013.21993833369  (?). 

35  7i.i2676i84'3674776o435352i  (?). 
999999000001 (?). 


37-40 

4i  83.i23i.jc. 

42  127.2689.459691. 

43  173.*. 

44  89. 1 1 1 2470797641561909  (?). 

45  299700000299700299999703  (?). 

46  47.139.2531.54979718449191 (?). 

47  inconnu. 

49  inconnu. 

50  251.5051.717061202105779291  (?). 

5i  613.146965889217112709610099495907  (?). 

C)  Tout  Ieb  nombres  premiers  de  1  k  -jîoooo  ont  été  essayés  sans  1 
ces. 
(«*)  Los  nombres  premiers  de  1  a  100000  essayés  sans  succès. 
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k  n 

$1         521.1900381976777332243781  (?) 

53  107.*. 

54  999999999000000001  (')■ 

55  i3ai.*. 

56  7841-127522001020150503761  (?). 

57  i n connu - 

58  59.i54o832o493o66255778i2oi849(î). 

59  inconnu. 

60  61 . 165573604918198360490164 1 . 

Les  (?)  indiquent  qu'on  ignore  si  le.  nombre  est  pre- 


QUESTIONS. 

297.  Construire  un  triangle,  connaissant  une  hauteur, 
une  bissectrice  et  une  médiane  ;  chacune  de  ces  trois 
droites  parlant  d'un  sommet  différent.        (E.  Coupy.) 

298.  Etant  donnés  dans  le  même  plan ,  de  grandeur  et 
de  position,  cinq  segments,  construire  une  conique  qui 
coupe  chaque  segment  harmoniquement  (*).     (Chasles.) 

jurnioLMB. 

Théorèmes  empiriques. 

Définition.  Avec  Enler  nous  donnons  ce  nom  à  des 
théorèmes  non  démontrés,  mais  dont  l'existence  est  véri-* 
fiée  depuis  l'unité  jusqu'à  de  très-grands  nombres. 

i°.  Tout  nombre  pair  est  la  somme  de  deux  nom- 
bres premiers.  (Goldbach.) 

<■)  Soient  al  un  de  coi  segments,  a,  fi  les  points  d'intersection  nvec  la 
conique  ;  les  quatre  point*  a-,  e 
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2".  Tout  nombre  pair  est  la  différence  du  deux  nom- 
bres premiers  (*).  (Poligwào) 

3".  Tout  nombre  est  la  somme  de  neuf  cubes  entiers 
positifs  au  plus  vérifié  deiàiaooo.  (Edouàbd  Wamhg, 
Méditations  s  algebricœ ,  p.  349 1  3e  édition  ;  Cambridge , 
1782;  Crelle,  t.  XLII,  p.  4'-) 

4°-  Tout  nombre  est  la  somme  de  dix-neuf  bicarrés 
entiers  positifs  au  plus.  (Ibid.) 

NOTE  SDR  LA  DIVISIBILITÉ  DES  NOMBRES. 

p  étant  le  nombre  des  chiffres  d'une  période  décimale 

provenant  de  la  fraction  — »  on  a 

10?  —  1  =m,     et     10'' —  1=111; 

k  est  un  nombre  entier  positif  quelconque. 

Corollaire  I.  IV  étant  un  nombre  entier  positif  quel- 
conque, on  a 

N.iop*  —  V  =  m. 

Corollaire  H.  p,  m ,  N  conservant  môme  signification, 
si  l'on  divise  N  en  tranches  de  p  chiffres  de  droite  à  gau- 
che, la  dernière  tranche  à  gauche  peut  renfermer  moins 
de  p  chiffres.  Soit  n  la  somme  de  touics  ces  tranches,  on 
aura 

H  —  «  =  m. 

En  effet,  soient  f,,  /,,  /,,...  ces  tranches,  on  a 

N  =t,  +f,  inf+MoV  +...,    " 
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ajoutant ,  on  a 

H  —  «  =  m. 

Corollaire  III.  Faisant-p  =  a7-,  et  soit  m  un  nombre 
premier 

„,»-,=,;,=(„>'+, )(io'-,); 

10'  — i  n'est  pas  divisible  par  m,  puisque  la  période  a 

ir chiffres.  Donc 

Supposons  qu'on  partage  N  en  tranebcs  de  r  chiffres  de 
droite  à  gauche,  on  aura 

N  =  r,  -t-ï3.io'  +  rIio"+(,.io"  +  . . ., 

t}.io-"-~t1  =  m,     r,.io"-t-f,=  w.  .  .. 
Soient 


»-(«-.)=„,. 

Application . 

m  =  3,  alors  p  =  i  ;  il  faut  partager  N  en  tranches 
chacune  de  î  chiffre. 

m  =  g,  alors  p  =  i  -,  il  faut  partager  N  en  tranches 
chacune  de  i  chiffre. 

ro=^,  alors  p  =  6\  il  faut  partager  N  en  tranches 
de  3  chiffres  ,  et  faire  la  somme  des  tranches  de  rang 
pain  et  de  rang  impair. 

m  =  1 1 ,  alors  p  =  a  ;  il  faut  partager  N  en  tranches 
de  i  chiffre. 

ffi=n3,  alors  p—6,  il  faut  partager  N  comme  pour  le 
ras  dcm=  7. 
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m  =  17,  alors  p  =  16;  il  faut  partager  N  en  tranches 
de  8  chiffres. 

m  =  19,  alors  p  =  18;  il  faut  partager  N  en  tranches 
de  9  chiffres. 

m  =  a3,  alors  p  =  22  j  il  faut  partager  N  en  tranches 
de  1 1  chiffres. 

m  =  37,  alors  p  =  3;  il  faut  partager  N  en  tranches 
de  3  chiffres. 

m  =  101,  alors  p  =  4;  >'  faut  partager  N  en  tranches 
de  3  chiffres. 

Ces  théorèmes  sont  indiqués  dans  le  Journal  fie  Cam- 
bridge, et  se  trouvent  dans  X Algèbre  de  Mayer  et  Cho- 
quet,  5e  édition,  page  aïa. 


TUÉORÉVE  SUR  LES  ÉQUATIONS  ALGÉBRIQUES 
ET  SUR  UNE  PROGRESSION  ARITHMÉTIQUE  ; 

P*a  M.  VOLPICELLI, 

Prol'essour  à  l'école  d'artillerie    do  Rome  ('). 

1.    Soit  l'équation 

p  et  q  nombres  entiers  positifs;  l'indice  sommaloirc  se 
rapporte  à  r;  cette  équation  n'a.qu'unc  seule  racine  posi- 
tive réelle,   et  elle   est    toujours   irrationnelle  -lorsque 

%  La  puissance  n",  n  et  a  étant  des  nombres  entiers 
positifs,  est  égale  à  la  somme  d'une  progression  arithme- 

(*)  Connu  par  ses  belles  obsenstions  sur  )■  diversité  des  rayons  solaires, 
ealoriliques,  confirrannL  celles  de  Mclloni. 
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tique  dont  :  i"  la  raison  à  est  quelconque;  2°  le  premier 

terme  estn"-' ■ -;  3°  le  nombre  de  termes  est  n. 

2 

Propriété  énoncée  par  M.  Wheatstone  dans  la  Société 

royale  de  Londres. 

3.  Il  est  facile  de  généraliser  cet  énoncé. 

Soit 


.£*(. 


>■)■ 


y  est  une  fonc.tion  quelconque  donnée  a ,  6,  c, . . . ,  r  des 
quantités  quelconques  ;  l'indice  se  rapporte  à  r. 

Si  l'on  veut  que  Si  —y (m),  où  f  est  une  fonction 
donnée,  on  peut  déterminer  les  quantités,  a,  b,  c, . .  ., 
de  manière  à  satisfaire  à  l'équation  pour  toute  valeur 
de  n. 

Si  l'on  avait  encore  d'autres  équations  semblables,  par 
exemple 

s.=  £r.(«,» )..  ,    «   s,=/,w, 

on  pourrait  déterminer  les  inconnues  de  manière  que 
S,=S„.... 

Note  du  Rédacteur.  M.  Coupy,  professeur  au  Prytanéc 
de  la  Flèche,  nous  a  aussi  adressé  une  démonstration  de 
cette  propriété  et  de  ses  diverses  applications  numériques. 
La  même  propriété  a  été  insérée  dans  le  Cosmos,  tome  V, 
page  645 ,  i854,  en  ces  termes  :  «  Voyez  ce  que  peut  le 
»  génie!  Il  afaitdeM.  Wheatsloue,  petit  fabricant  d'in- 
»  struments  de  musique,  un  des  plus  illustres  physi- 
»  ciens  de  l'Angleterre  et  du  inonde ,  le  créateur  de  la 
»  télégraphie  électrique.  M.  YVheatsione  quille  un  instant 
»  la  physique  pour  aborder  la  science  si  difficile  des  nom- 
»  bres  et  arrive  d'un  seul  coup  à  constater  une  foule  de 
>i  propriétés  merveilleuses  qui  avaient  échappé  aux  plus 
n   habiles  mathématiciens.  » 
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Comment  cette  assertion  Gnalc  est-elle  échappée  au 
savant  disciple  de  l'illustre  M.  Cauchy:' 

INTERPRETATION  liÉOHÉTRlQllE 

D'nne  relation  linéaire  entre  les  toefncienls  de  l'équilioi  du  second  degré  ; 

D'apbès  M.  Otto  HESSE, 

Profoiscur  ■  l'Univeriilé  do  Kœnigsberfj. 

(Cul»,  l.  XLV,  p.  81;  i85î.) 

\ .  Notation,  v  est  une  fonction  algébrique  entière,  ho- 
mogène, du  second  degré  de  n  variables  x, ,  X,,  ar»',.. .,  X„  ; 
vk  est  un  coefficient  différentiel  de  v  pris  par  rapport  à  la 
variable  x«  :  ces  coefficients  au  nombre  de  n  sont  des  fonc- 
tions homogènes  du  premier  degré  des  n  variables;  fjjest 
un  coefficient  différentiel  de  i>,  pris  par  rapport  à  la  va- 
riable XJ  ;  il  y  an'  de  ces  coefficients  différentiels  du  se- 
cond ordre,  qui  sont  des  quantitéseonsiantes,  et  l'on  a 

"«  =  "Je 
;'i  cause  de  l'homogénéité. 

2.  Cette  homogénéité  donne  l'identité  connue 

ce  qui  équivaut  aux  n  identités 

d'où  l'on  déduit 

,  4.*,=  V„  -,  -I-  V„  v,  -+■  . .  .   Vuip» 

«■»    r.*zJ::ïr:::.:::.y:?. 

[  A  .r„=V„iH  -Wvt-.     ■  V„,.'„, 
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A  est  le  déterminant  formé  avec  les  n*  coefficients 

et,  par  conséquent,  A  est  une  constante  ne  renfermant 
que  les  coefficients  de  la  fonction  v;  V„  est  la  dérivée  de 
A  prise  par  rapport  à  vri  ;  et  l'on  a 

V„=Vjr,     car     fr,=  o,r. 

Multipliant  la  première  des  équations  (i)  par  A  et  rem- 
plaçant A.x,,  A.x,,  etc.,  parleurs  valeurs,  on  obtient 

*.*,=  •,[»,, V„+ii,Tp+...  -.,V„], 
'>KV„+.„Vn+..,   <■„¥,,], 


ce  qui  multiplie  f ,  dans  le  second  membre ,  est  égal  à  A  : 
les  multiplications  de  vt,  (■,,...,  f„  sont  donc  nulles.  On 
trouve  des  résultais  analogues,  en  multipliant  les  autres 
équations  du  système  (i)  par  A;  on  a  donc  en  général 

(3)  o  =  *.,V,rf-«*V,i-l-...H-  .mV.j, 

(4)  i  =  MV,i+^ï^+.-   '.èV*. 

k  et  X  étant  de  a  x  nombres  de  la  suite  i,  a,  3,...,  n. 
3.  On  a 

Si  l'on  remplace  les  produits  x,  Xj,  x,xx,  etc.,  par 
V,;,  V,j,  etc.,  l'expressiou  VtX}  s'annule,  tandis  que  l'es- 
pression  Vi  xt  prend  la  valeur  de  A. 

Soit  w  une  autre  fonction  algébrique  entière  homogène 
du  second  degré  des  mêmes  variables  x„  x,,...,  x„;  l'ex- 
pression du  second  degré  vL  icj —  v\v*i  s'annule  lorsqu'on 
y  met  V,,,  V,„...  ,  V,,,.. .  à  la  place  des  produits  x,  x, , 
x,  x,,...,  xtxt,...:  c'est  une  conséquence  du  §  3. 

5.  Lemine.  v  =  o  étant  l'équation  d'une  conique,  les 
coordonnées  ~j  — »  du  rentre  sont  données  par  les  deux 
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équations 

si  le  centre  est  sur  la  courbe ,  la  conique  se  réduit  à  deux 
droites.  Outre  ces  deux  équations,  on  a 


donc 

Ainsi  si  l'on  élimine  xf)  xt,x,  entre  les  trois  équations 

l'équation  finale  donne  la  relation  entre  les  coefficients  de 
l'équation  qui  exprime  que  l'équation  v=z  ose  décompose 
en  deux  facteurs  linéaires  :  cette  relation  est  L  =  o,  où  L 
est  le  déterminant  des  coefficients  de  l'équation. 

6.  Soient  c=o,  w=  o  les  équations  de  deux  coniques  ; 
et  alors  n  =3,  v+  Xw  =  o  est  l'équation  d'une  conique 
quelconque  passant  par  les  quatre  pointa  d'intersection 
des  deux  premières  coniques.  Pour  que  cette  dernière 
équation  se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires ,  il  faut 
avoir  les  trois  équations 

p, -t-  1 a>,  =  O ,  r,+  Xw,=  0,  vs  +  \w,^=o. 
L'élimination  de  x,,  x,,  x,  donne  une  équation  du  troi- 
sième degré  en  X  dont  les  trois  racines  X',  X",  W"  sont  les 
valeurs  qu'il  faut  mettre  pourX  dans  l'expression  v  -+-  Xw 
pour  qu'elle  se  décompose  en  deux  facteurs  linéaires. 
Désignons  par  x',,  x\,  x\  les  trois  coordonnées  du  point 
d'intersection  i  des  deux  droites  qui  correspondent  à  X'; 
de  même,  par  x\,  x\,  x\  les  coordonnées  du  point  d'in- 
tersection a  desdeux  droites  qui  correspondent  à  la  valeur 
X",  etc.,  on  obtient  ces  trois  systèmes  d'équations  : 


(5) 


r'.+l'n. 
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\-\  est  la  valeur  que  prend  i-,  en  y  remplaçant  .r,,  jt„  x3 
par  x  ,  .r', ,  x'9  et  ainsi  des  autres  ;  de  là,  on  déduit  faci- 
lement ces  deux  systèmes  d'équations  : 

(  *',  ^ï  ■+■  *î  "?  4-  x\ <C  =  O ,    .r"  «>7  +  *,  "\  -4-  3.".u>"  =  o. 


(61 

y>;+.r>',  +  *>',= 

o,  *>', +  *; 

«■;  +  *>', 

En  effet,  on  a 

i 

p7  +  *',m"+<i>'+>l" 

(i-.<+i> 

■  +  ^,0  = 

* 

X  +  *7*",  +  *?"",  +  i" 

(«  +  *> 

+  «)  = 

Or 

on  a  tes  deux  identités 

*V7  -*-**""  +*'"" 

=  *>■  +  *? 

"  +»>". 

*",  "T  +  ^i  «"*-*- ^'i"^ 

=  y,  «7  -t-  *°  «^  +  x"t  «^. 

On  obtient  ainsi  les  premières  équations  des  deux  sys- 
tèmes (6).  Ces  équations  expriment  que  les  points  a  et  3 
sont  des  pôles  réciproques  de  la  conique  ^  =  oelw=o; 
ainsi  les  deux  systèmes  (6)  expriment  que  les  points 
i,  a,  3  pris  deux  à  deux  sont  des  pôles  harmoniques  (*) 
simultanés  des  deux  coniques  i*=oetw=  o. 

7.  Définition.  On  nomme  système  de  pôles  harmoniques 
trois  points  tels ,  que,  pris  deux  à  deux ,  ils  sont  pôles  har- 
moniques d'une  conique. 

8.  Deux  coniques  ont  donc  toujours  un  système  de 
pôles  harmoniques  en  commun  et  ce  sont  les  intersec- 
tions des  diagonales  du  quadrilatère  complet  qui  a  pour 
sommet  les  quatre  points  d'intersection;  ce  qui  est  d'ail- 
leurs évident  à  priori. 

Eu  considérant  la  conique  v=o  comme  donnée  et  fai- 
sant varier  la  conique  w  =  o ,  on  obtient  de  cette  manière 


(*)  Demi  pôles  Boni  harmoniques,    quand  In  polaire  de  l'un  de  ces 
point*  passe  p"'  l'autre  point 


^titzaj^Google 


tous  les  systèmes  possibles  des  pôles  harmoniques  de  l'é- 
(juatiou  donnée. 

9.  Lcmme.  L'équation  de  la  polaire  réciproque  de  la 
conique  v  =  o ,  par  rapport  à  la  conique  directrice 


V„.r,*1-r-V,,*,jP,  +  VBij*,  -f-aVMx,Xj 
H-aV,,*,*,  +V„j,  j,  =  o 
(voir  Nouvelles  Annales,  l.  VII,  p.  4");  les  V  ont  la 
même  signification  que  ci -dessus  (§2). 
10.  Reprenons  les  trois  équations 

si  l'on  élimine  X ,  on  obtient 


équations  de  trois  coniques  qui  passent  par  les  points  i, 

a,3;  ainsi  l'équation 

u  =  b, (.,,.-,  - ..,,,,)  +  S,(,, „.,_,, „.,)  +  *,(., ,,, -  ,,,,,)  =  o , 

où  les  b  sont  des  constantes  arbitraires,  représente  toute 
conique  qui  passe  par  les  points  i,a,3,  cl  si  l'on  fait 
varier  w,  cette  équation  représentera  toute  conique  pas- 
sant par  un  système  quelconque  de  pôles  harmoniques  de 
la  conique  v—o.  Mais  la  fonction  a  s'annule  lorsqu'on 
y  remplace  x,x,,  x,x,,  etc.,  par  V„  ,  V,»,  etc.  {§  X). 
Si  donc 

u  =  a„  x,  x,  +  a„*,x,  -+-  iij,!,!,  -f-  ?.a,i  x,x, 
4-  îj„  iji,  +  7.a,,x,  x,  =  0 
esfl' équation  d'une  conique  passant  par  uu  système  de 
pôles  harmoniques  de  la  conique  v  =  o,  on  a  la  relation 
fl„ V„  +  ««V,,  +  a^V»  +  a<j,JV„+  ->.nit V„-+-  afl^V,.  =  o. 
C'est  une  équation  générale  linéaire  dr  condition  entre 
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ics  coefficients  de  l'équation  d'une  conique  u  =  o ,  on  a 
donc  : 

Théohème.  Lorsqu'il  existe  une  équation  linéaire  de 
condition  entre  les  coefficients  de  l'équation  d'une  eo  • 
nique,  cette  conique  passe  par  le  système  de  pôles  har- 
moniques d'une  autre  conique  déterminée  par  l'équation 
de  condition* 

Pour  trouver  cette  conique,  il  suffit  de  remplacer, 
dans  l'éqaaùon  de  condition,  a„,at,,  etc.,  para^x,, 
x,J"»,  etc.,  on  a 

V„  x,  x,  +  VM *, *,  +  VM «.«j  +  2 V„ x, xi 
-+-  2  Vu  Xi  x,  -+-  aV„  iix,  =  o. 
La  polaire  réciproque ,  par  rapport  à  x]  -+-  #{  -|-  x]  =  o, 
est  f  =  o  [Lemme  0)  ;  c'est  la  conique  cherchée. 

il.  Lemme.  Les  six  points  des  deux  systèmes  de  pôles 
harmoniques  d'une  conique  sont  sur  une  seconde  co- 
nique. 

12.  Eu  combinant  ce  lemme  avec  le  théorème  précé- 
dent ,  on  a  : 

Tbéobème.  Lorsque  par  trois  points  d'un  système  de 
pôles  harmoniques  d'une  conique  donnée  an  fait  passer 
une  conique ,  le  périmètre  de  cette  conique  renferme  une 
infinité  de  systèmes  de  pôles  harmoniques  de  la  conique 
donnée. 

13.  Soient  n  =  4î  **  =  o,  w  =  o,  équations  de  deux 
surfaces  du  second  degré;  e  +  Xw  =  o  est  l'équation 
d'une  surface  du  second  degré  passant  par  les  courbes 
d'intersection  des  deux  surfaces,  données.  Pour  que  cette 
équation  devienne  celle  d'un  côue  (surface  dont  le  centre 
est  sur  la  surface),  on  doit  avoir,  en  raisonnant  comme 
ci -dessus , 

l'élimination  de  a;  donne  une  équation  du  quatrième  degré 
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en  A ,  dont  les  racines  correspondent  aux  cônes.  Les  som- 
mets de  deux  quelconques  de  ces  cônes  sont  des  pôles 
harmoniques  simultanés  par  rapport  aux  deux  surfaces, 
c'est  ce  qu'on  démontre  comme  au  §  6. 

On  nomme  système  de  pôles  ftarmoniques  d'une  sur- 
face du  second  ordre  quatre,  points  dont  deux  quelconques 
sont  des  pôles  harmoniques.  Ainsi  les  quatre  sommets 
i,2,3,4  des  quatre  cônes  forment  un  système  de  pôles 
harmoniques  simultanés  pour  les  deux  surfaces,  théo- 
rème déjà  démontré  par  M.  Poncclet. 

Si  l'on  considère  la'  surface  v  =  o  comme  donnée  et 
qu'on  fasse  varier  la  surface  iv  =  o,  on  obtient,  en  dé- 
terminant chaque  fois  les  sommets  des  quatre  cônes,  tous  ■ 
les  systèmes  de  pôles  harmoniques  possibles  de  la  surface 
donnée. 

14.  En  éliminant  X  de  deux  quelconques  des  quatre 
dernières  équations,  on  obtient  six  équations  de  surfaces 
du  second  ordre  dont  chacune  passe  par  les  quatre  som- 
mets i,2,3,  4  des  quatre  cônes.  Ainsi  l'équation  sui- 
vante 

B=  *„i*.*»-  *<*]+  M*.»'.-  '*«•■  ]  +  *..  [",<*.  -  «.-.] 

avec  les  constantes  arbitraires  h,  représente  toute  surface 
du  second  ordre  qui  passe  parles  quatre  points;  mais 
cette  équation  représentera  toutes  les  surfaces  possibles  du 
second  ordre  qui  passent  par  un  système  de  pôles  harmo- 
niques quelconque  de  la  surface  donnée  f  =  o.  Si  l'on 
fait  varier  la  fonction  w ,  aussi  bien  que  les  constantes  l>, 
l'expression  adisparaitlorsqu'  on  y  change  xtx,,  x,xt,  etc., 
en  Vn  ,  Vu,  etc.  Si  donc 
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est  l'équation  d'une  surface  du  second  ordre,  qui  passe 
par  un  système  de  pôles  harmoniques  de  la  surface  doD née 
v  =  o,  on  a  toujours  l'équation 

a,1V,1  +  «„V„  +  «uV„  +  rt„Vll  +  2a11V„+..  .  =o, 

d'où  l'on  conclut  : 

Théorème.  S'il  existe  une  relation  linéaire  entre  les 
coefficients  d'une  équation  d'une  surface  du  second  de- 
gré, la  surface  passe  par  un  système  de  pâles  harmo- 
niques d'une  autre  surface  du  second  degré  déterminée 
parla  relation  donnée. 

Pour  obtenir  cette  surface,  on  remplace  dans  la  rela- 
tion an,  alt,  etc.,  par  i„,  x,,,  etc.;  la  polaire  réci- 
proque de  cette  surface  par  rapport  à  la  directrice 

est  la  surface  cherchée  v  =  o. 

15.  Lemme.  Deux  systèmes  de  pôles  harmoniques  par 
rapport  à  la  même  surface  du  second  ordre  peuvent  être 
considérés  comme  les  points  d'intersection  de  trois  sur- 
faces du  second  ordre. 

16.  A  l'aide  de  ce  lemme,  on  démontre  : 
Thêohème.  Si  une  surface  du  deuxième  ordre  passe 

par  un  système  de  pôles  harmoniques  d'une  surface 
donnée  du  deuxième  ordre,  elle  passe  par  une  infinité 
de  ces  systèmes. 


DIVISION  ABREGER; 
Par  M.  HOUSEL. 

Pour  établir  d'une  manière  précise  la  théorie  et  le  pro- 
cédé de  la  division  abrégée,  nous  la  considérerons  comme 
l'inverse  de  la  multiplication  abrégée. 

<t™.  de  Mvthémnt.,  t.  XIV.  (Atril   -855.)  9 
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3kJi6o        On  sait  que,   pour  multiplier  91,624    par 
42612  3,i4i6  en  s'arrètant  anx  drs  millièmes  (sauf  à 
628320  cflaccr  le  dernier  chiffre  du  produit  si  l'on  craint 
3k{i6  qu'il  ne  soit  pas  exact),  on  écritai  ,6a4s°us3i4«6 
18849  en  renversant  les'  chiffres  du  multiplicateur  de 
628  manière  que  le  chiffre  des  unités  soit  sous  le 
1  ^5  chiffre  que  Ton  Veut  conserver,  et  qu'on  néglige 
67,9338  â  chaque  produit  partiel  les  chiffres  du  multipli- 
cande restés  à  droite,  en  tenant  compte  cependant  des 
retenues  qui  donneront  aussi  des  dix-millièmes  et  que 
nous  appellerons  retenues  supplémentaires. 

(On  peut  être  tenté  de  prendre  comme  retenuessupplé- 

mentaircs  4  au  lieu  de  3  pour  le  produit  de  6  par  6  ,  et  1 

au  lieu  de  1  pour  celui  de  4  par  4  :  en  effet ,  on  cherche  en 

général  à  compenser  les  retenues  en  plus  par  des  retenues 

en  moins;  mais  ici,  comme  3,i4i6  >  n  est  un  peu  trop 

grand,  on  a  pris  les  retenues  en  moins.) 

6Wo338  J  3i  iiS      Réciproquement,  sil'ondivise67,o,338 

6*83»     I  31  624  Par  3<  »  4 16,  on  commencera  par  voir  que 

5,0 18  le  quotient  a  des  dizaines;  ensuite  on 

3i4i6  obtient  comme  a   l'ordinaire  les  deux 

~jr~~  premiers  chiffres;  mais  après  cela,  au 

i884o  ''eu  ^'ajouter  un  ^"^  ai*  dividende  par- 

■   '     '  liel,  nons  remarquerons  que,  dans  la 

'  multiplication  ci-dessus,  le  6  dunom- 

bre3i4>6   ne  compte   pour  son  pro- 

>ï5  duit  avec  le  6  de  l'autre  facteur  que  par 

'"  sa  retenue  supplémentaire  ;  donc  ici  nous 

o  effacerons  ce  chiffre  6  au  diviseur  :  mais 

après  avoir  obtenu  6  pour  quotient  partiel  de  19602  par 

34 1,  nous  ajouterons  au  produit  de  3 141  par  6  la  retenue 

supplémentaire  3  due  au  6  effacé,  etc. 

On  a  écrit  dans  la  division  tous  les  produits  partiels 
pour  montrer  la  correspondance  des  deux  opérations. 
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D'après  cela,  on  peut  conclure  la  règle  suivante  pour 
la  division  abrégée. 

Déterminez  avant  tout  la  nature  des  unités  du  quotient, 
ce  qui  sera  toujours  facile  :  cela  fait,  on  n'aura  plus  à 
s'inquiéter  de  la  position  des  virgules.  Soit  alors/?  le  nom- 
bre total  de  chiffres  que  l'on  doit  avoir  au  quotient,  et 
soit  n  le  nombre  de  chiffres  que  l'on  veut  prendre  au  divi- 
seur. Séparez  à  la  gauche  du  dividende  un  nombre  capa- 
ble de  contenir  ce  diviseur  modifié,  vous  aurez  le  premier 
chiffre  du  quotient  et  il  en  reste  n  —  i  à  obtenir;  il  faut 
voir  combien  ou  doit  encore  prendre  de  chiffres  au  divi- 
dende pour  les  abaisser.  Remarquez  que  vous  pourrez 
tout  au  plus  effacer  successivement  les  n  —  1  derniers 
chiffres  du  diviseur  modifié,  et  même  il  est  plus  sûr  de 
n'en  effacer  que  n  —  a  pour  en  garder  deux  à  la  fin  :  il 
faut  donc  en  prendre  {p  —  i)  —  (n —  2)  =  p  — n  +1, 
et  supprimer  les  autres.  En  général ,  on  choisit  n  de  ma- 
nière que  p  —  n  +  1  soit  petit  ou  même  nul. 

Supposons  qu'il  s'agisse  de  diviser  67,9337994606'  par 
3,i4t5ga66  et  d'avoir  trois  décimales  au  quotient,  sauf 
à  supprimer  la  dernière  si  l'on  doute  de  son  exactitude. 
Quand  on  a  va  qn'il  y  avait  des  dizaine»  tax  quotient, 
tout  se  passe  comme  s'il  s'agissait  de  nombres  entiers: 
alors  p  =  5  et  l'on  prend  n  =  5 ,  de  sorte  que 

P  —  n  +  1  =  1  j 
eu  effet,  on  n'abaisse  qu'un  chiffre  du  dividende. 

Nous  avons  pris  un  exemple  qui  montre  que,  si  dans 
une  multiplication  abrégée  le  multiplicande  est  terminé 
par  un  ou  plusieurs  zéros ,  on  est  conduit  dans  la  division 
abrégée  correspondante  à  abaisser  un  ou  plusieurs  chiffres 
du  dividende;  mais  en  général  on  n'en  abaisse  pas. 
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SOLUTION  DE  U  QUESTION  292 

[«rima*  XIII,  Mimni: 
P*«  H.  PAQUE,  Professeur  à  Liège, 

M.  DEVTLDER,  Professeur  à  Namur. 

Question,  n  étant  un  nombre  positif  entier,  prouver 
que  l'on  a 

Démonstration.  On  a 

o)  «.=  I  +  „  +  H+m+...+[_-(.T-r. 

fi  est  compris  entre  o  et  1 . 
Écrivons  la  série 

ii  i  t  t         ■ 

FT    F=H*    (î^ïl"    [*-3]'"'*  T'    5T-' 

ions  les  termes  sont  moindres  que  l'unité,  à  l'exception 
d'un  seul  terme  égal  à  l'unité.  Multipliant  les  termes  du 
second  membre  de  l'équation  (i),  respectivement  par  les 
termes  de  la  dernière  série  et  mettant  = — =  en  facteur  com- 
mun, on  obtient 


ou  bien 


r  .+...+^-  -I 

L+" '"■■»■'»"  '*+■■■+'•*"+*■] 


*>«¥ 


(*)  J'ii  réuni  ces  deux  solutions  qui  ne  diffèrent  pas  Maenliellrmcnt. 
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Note.  M.   Cauchy  dans    ses   Exercices  d'Analyse, 
tome  IV,  page  106,  démontre  l'inégalité 

d'après  ce  qui  précède,  on  peut  remplacer  la  limite  supé- 
rieure par  I \  ■ 

Stîrling  donne  la  formule 


THÉORÈMES  BÏISEMSTIBI. 

(CaaUJ,  lomeXLlV,  page  16.  ;  i85: 

1.   Lenimc.  Soit 

'..        b„       C„... 


les  barres  désignent  nu  déterminant  entre  (n  +  i)  quan- 
tités, et  l'on  suppose  que  S  n'est  pas  nul. 
Soit  un  système  d'équations 

*.«i     +Ai«,     +<:,«,  +  ...     =7l, 
a,i,     4-ft.K,     H-p,«, +  ..  .      =7,, 

*„.,  a,  +  *„.,  a,  4- «Vu  «.  +  ....  =  7„., , 
on  en  déduit 

«1  =  «.7.  +  «>7i  +  *»7i  +•  •  ■ . 
«»=?i7.+*i7,H-p,7.  +  ..., 


j,=,i,zCtJ3vGoogIf 


(  '34) 


P.,  p.,  fc, 

I  7'"«  7',    7j. 


f.7i  +  e.7'  +  c»7«  ' 


ii P.  +a.p.  +  ",p, - 
ïiïi  -+■  "iï>  +  <Mj- 


ou  bien  symboliquement 

2««=..  2«p=», 

c'est-à-dire  lorsque  les  lettres  latines  sont  jointes  aux 
lettres  grecques  correspondantes,  la  somme  est  égale  à  i, 
et  s!  les  lettres  ne  sont  pas  correspondantes,  la  somme  est 
nulle. 

2.  Théorème.   Soit 

•y  =  «/!  -»-  A,  Pj* £  +  A,?,, V  -+-  A, ^  P  H ; 

«'  /'on  donne  à  p.  les  valeurs  successives  de  la  suite 
i,  a,  3, . . .,  n  +  i,  les  a,b,  c,. . .,«,  [3,  7  ayant  même 
signification  que  ci-dessus,  et  les  A  étant  rfej  quantités 
quelconques,  on  a 

\|/)(i  =  /ii(ii  -Hyifii  -H.  ■ .  j).+i pm-i  =  fonction  de  *(. 

Démonstration.  C'est  une  conséquence  immédiate  du 
système  d'équations  (1). 
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Corollaire.  Si  AU  est  le  coefficient  binominalade  zM 
dans  {i-i-  *)",  ou  a 

Ainsi  le  produit  de  n  + 1  fonctions,  chacune  de  degré  n, 
se  réduit  ici  à  une  fonction  de  degré  an  et  de  degré  n  par 
rapport  à  chaque  variable. 
application.  Si  l'on  a  n  =  2, 

posant 


x  et  £  ne  sont  plus  des  variables  indépendantes,  et  Ion  a 


■  Mj+fÇj 


De  là  ce  théorème  : 

to  racine  carrée  d'une  fonction  rationnelle  en  x  du 
sixième  degré  peut  être  transformée  rationnellement 
dans  la  racine  carrée  d'une  fonction  similaire  d'une 
autre  variable. 

Eisenstein  applique  ce  théorème  a  la  transformation 
des  intégrales  abéliennes  de  première  classe;  travail  qui 
vient  d'être  considérablement  perfectionné  et  étendu  par 
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M.  Henni  te  dans  nue  suite  de  Mémoires  insérés  dans  les 
Comptes  rendus,  et  qui  renferment  de  précieuses  et  pro- 
fondes recherches  sur  les  déterminants ,  dont  nous  espé- 
rons pouvoir  entretenir  nos  lecteurs.  (Comptes  rendus, 
i855,  i"  semestre,  pages  a4G,3o4  , 365,4^7, 485  et  536.) 
Voici  la  marche  d'Eiscnstein  : 

/>,«■,-+-  p,*,=  F(«,  5)  =(i. H-  *ï)»  -/>,«,=  6'  —  /»,»„ 


•  =  —• "W^TT 


<&  =  — 

d,F 

V 

*5 

<*Ê 

eu, 

\IP'P*P 

—  »,« 

^  ***. 

/>,  =  <*-  r)  (*-,),   ■      • 
>■  et  i  sont  des  quantités  connues  ;  il  vient 

{x„~t)dx_         dt 


m,-d.r.(*-s)' 


Entre  x  et  £  existe  la  relation  quadratique 
p,",  +/»)»>,  =  o,     ou     F(x,  Ç)  =  i 
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Ainsi  X  est  une  fonction  de  £ ,  et  .r  a  deux  valeur»  en  £. 
Mettant  successivement  ces  deux  valeurs  et  sommant, 
on  a 

Mais  8  est  du  premier  degré  en  x ,  et  F  est  du  second  de- 
gré ;  ou  a  donc ,  d'après  la  théorie  de  la  décomposition  en 
fractions  partielles, 

2        a  a  (M) 

d,F(x-r)       F{r,Ç)* 
Dans  8  et  F  ou  a  remplacé  x  par  r;  mais 

F(r,  S)  =  .,,,«, 
on  /?i  (r)  est  la  valeur  de  />,  dans  laquelle  a:  est  remplacé 
par  r;  par  conséquent  p,  (r)  est  une  constante.  On  a 

v(*-*)<fa_      e(r-,Qtfg 


/'j(r)v'— «.**>". 
et  de  même 

mais 

e  (*,  l;  )  =  fc  ^/ï  (i  -  *ï  )  +  a  ?»  ï  -  a  «,*. 
Ainsi  6(r,  £)  est  du  premier  degré  en  J,  donc  les  membres 
à  droite  de  ces  équations  sont  des  différentielles  d'inté- 
grales abélîennea. 


QUESTIONS. 

399.  Soient  p  un  nombre  premier  plus  grand  que  3,  et  r 
on  nombre  quelconque  delà  suite  a,  3,  h,.,;  p  —  a. 
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Ecrivons  de  gauche  à  droite  sur  une  ligne  horizontale 
la  progression  i ,  i ,  3,  4 ,  ■  ■  ■  ,p  •  et  au-dessous  une  deuxième 
ligne  horizontale  i  +r,  a-t-r,  3  +  r,...,p-\-  r\  puis  une 
troisième  ligne  i-f-  ar,  a-f-  ar,  3  ■+■  a  /',■••>  p  +  ar,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  ligne  i  +■  (p  —  i  )  r, 
a  +(p  — i)  r,...yp  +(p  —  i)  r,  et  toutes  les  fois  qu'on 
aura  un  nombre  plus  grand  quep,  ou  n'écrit  que  le  résidu 
de  ce  nombre  divisé  par  p.  Démontrer  qu'on  ne  rencontre 
aucun  nombre  répété  dans  aucune  ligne  horizontale,  dans 
aucune  ligne  verticale ,  dans  aucune  des  deux  lignes  dia- 
gonales. (Crellb.) 

300.  Trouver  une  fonction  de  a ,  b  ,  c  ,  d  telle ,  qu'en  y 

faisant  b  =  a.  elle  devienne  — ; -:■,  et  en  y  faisant 

c  =  d,  elle  devienne  —, =-.  (Lxibmitz.) 

301.  Soient  a,,  a%,  a,,...,  at  neuf  joints  d'intersec- 
tion de  deux  courbes  du  troisième  degré;  par  les  quatre 
points  a, ,  at ,  a, ,  at,  et  successivement  par  chacun  des 
points  «,,  a,,  a-t,  at ,  faisons  passer  une  conique ,  on  aura 
quatre  coniques.  Les  quatre  polaires  d'un  point  quel- 
conque du  plan  ,  par  rapport  à  ces  coniques,  forment  un 
faisceau  dont  le  rapport  enharmonique  est  constant  (*), 
ce  rapport  est  égal  au  rapport  a nharmonique  du  faisceau 
que  l'on  obtient  enjoignant  par  des  droites  le  point  a* 
aux  points  at,a,,  a-,,  a,.  (Chasles.) 

302.  Problème.  Toutes  les  courbes  planes  du  troi- 
sième degré  qui  passent  par  huit  points  donnés  se  croisent 
en  un  seul  et  même  neuvième  point  ;  construire  ce  point 
au  moyen  du  théorème  énoncé  dans  la  question  précé- 
dente. (CsASLES.) 

(•)  HouvelUi  Anaata,  tome  XII ,  page  36 1. 
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TIÉMtME  M  I.  MMe  811  U  SI1HCI  D'tIRJ  «Ml. 

1.  Définitions,  Soit  une  surface  quelconque,  hormis 
les  surfaces  développa  blés. 

Section  axiale  est  une  section  faite  dans  la  surface  par 
an  plan  passant  par  une  droite  considérée  comme  axe. 

Ligne  méridionale  corretpondante  à  une  section 
axiale;  par  un  point  quelconque  de  cette  ligue  menant 
use  normale  à  la  surface,  elle  est  parallèle  à  la  section 
axiale. 

H  y  aautant  de  lignes  méridiennes  que  de  sections  axiales  ; 
et  tontes  se  croisent  aux  points  on  la  normale  a  la  surface 
est  parallèle  à  l'axe. 

Lignes  parallèles.  A  chaque  point  de  cette  ligne,  la 
normale  a  la  surface  fait  on  angle  donné  avec  Taxe. 

Ainsi ,  a  chaque  axe  correspond  un  système  de  lignes 
méridiennes  et  de  lignes  parallèles  à  angle  donné. 

2.  Théorème.  Soit  une  ligne  fermée  quelconque  par 
laquelle  passe  la  surface  d'aire  minime-,  les  lignes  méri- 
diennes et  parallèles  correspondant  à  un  axe  quelconque 
se  coupent  à  angle  droit. 

3.  Théorème.  Dans  un  plan  tangent  à  on  cylindre,  soit 
tracée  une  courbe  quelconque.  Si  l'on  développe  le  plan  sur 
le  cylindre,  la  courbe  engendre  une  surface  telle,  que  si 
l'on  prend  pour  axe  celui  du  cylindre,  les  lignes  méri- 
diennes et  parallèles  se  coupent  à  angle  droit;  elles  sont 
aussi  les  lignes  de  courbure  delà  surface. 

Noie.  M.  O.  Bonnet  a  eu  la  bouté  de  dous  promettre 
prochainement  une  démonstration  intuitive  de  ces  théo- 
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SU  m  &YSTÊIE  DE  COORDONNÉES  DITES  CIRCULAIRES; 

D'apiiès  H.   W.   STAMMER  (de  Luïemboubc)  . 

(Crblli,  lomeXLIV,  page  395;  i85») 

t .  Soient  ud  cercle  donné  de  centre  C ,  et  M  un  point 
extérieur  au  cercle  et  dans  son  plan.  Menons  par  M  deux 
tangentes  MA,  MB  au  cercle;  A  et  B  sont  les  points  de 
contact.  Soit  F  un  point  fixe  delà  circonférence  pris  entre 
A  et  B;  et  désignons  l'arc  à  droite  FA  par  g  et  l'are  à 
gauche  FB  part.  Connaissant  les  arcs  £  em,  le  point  M 
est  déterminé  ;  j-  et»  sont  dites  coordonnées  circulaires  du 
point  M;  les  points  intérieurs  à  la  circonférence  n'ont  pas 
de  coordonnées  circulaires  réelles.  £  peut  aussi  exprimer 
l'arc  FBA  et  t,  l'arc  FAB;  on  peut  aussi  augmenter  £  et  n 
de  plusieurs  circonférences  entières.  L'auteur  indique  les 
formules  faciles  à  trouver  pour  passer  des  coordonnées 
rectangulaires  aux  coordonnées  circulaires  et  vice  versa, 
et  disente  ensuite  la  courbe  donnée  par  l'équation 

où  a  est  un  nombre  réel  qu'on  peut  toujours  supposer 
plus  grand  que  l'unité.  La  courbe  est  formée  par  un  cer- 
tain nombre  de  branches  infinies  qui  touchent  toutes  le 
cercle.  On  distingue  les  deux  cas  où  a  est  positif  et  a  né- 
gatif. 

Observation.  L'idée  des  coordonnées  circulaires  appar- 
tient à  M.  Plucker,  qui  l'a  exposée  dans  son  cours  à 
l'Université  de  Bonn  pendant  l'été  de  1847.  C'est  'e  snjet 
de  la  thèse  doctorale  de  M.  Slammer. 
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THÉORÈMES  SUR  LES  CONIQUES; 
Par  M.  STEINEB. 

(CuEiLï  ,  lomoXLIV,  paje  375  ;  i854- ) 

1 .  Théorème.  En  inscrivant  dans  un  quadrilatère  com- 
plet deux  coniques,  les  huit  points  de  contact  sont  sur 
une  même  conique. 

3.  Théorème.  Une  conique  étant  inscrite  dans  un  qua- 
drilatère ,  si ,  par  les  quatre  points  de  contact ,  on  fait  pas- 
ser une  seconde  conique ,  elle  coupera  les  côtés  en  quatre 
nouveaux  points  de  contact  d'une  conique  inscrite. 

3.  Tfiéorème.  Les  huit  points  de  contact  de  deux  co- 
niques inscrites  dans  un  quadrilatère  complet  donnent 
soixante-dix  groupes  de  quatre  points-,  douze  de  ces  grou- 
pes sont  avec  deux  des  quatre  sommets  opposés  sur  une 
même  conique;  ces  douze  coniques  se  partagent  en  six 
couples  de  coniques  tels,  que  dans  chaque  couple  les  co- 
niques ont  un  double  contact. 

Ce  théorème  subsiste  aussi  pour  le  quadrilatère  com- 
plet. 

4.  Théorème.  Dans  un  quadrilatère  complet  inscrit  an 
cercle,  le  produit  des  deux  perpendiculaires  abaissées  d'un 
point  de  la  circonférence  sur  les  côtés  opposés  est  con- 
stant. 

Note.  On  déduit  facilement  le  théorème  général  suivant 
pour  un  polygone  inscrit  d'un  nombre  pair  de  côtés  ;  le 
produit  des  perpendiculaires  abaissées  sur  les  côtés  de 
rang  pair  est  égal  an  produit  des  perpendiculaires  abais- 
sées sur  les  côtés  de  rang  impair  (Géométrie  supérieure). 

5.  Théorème.  Quatre  coniques  étant  inscrites  dans  un 
triangle,  ces  coniques  prises  deux  à  deux  ont  encore  en 
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commun ,  outre  les  côtés  du  triangle,  une  quatrième  tan- 
gente T;  il  y  a  six  de  ces  tangentes  T  et  elles  coupent 
chaque  côté  du  triangle  eu  six  points  en  involution. 

6.  Théorème.  Si  quatre  coniques  ont  en  commun  un 
foyer  et  une  tangente  A ,  elles  ont  encore  en  commun 
prises  deux  à  deux  six  tangentes  T  telles,  qu'elles  coupent 
la  tangente  A  en  six  points  en  involution. 

7.  Théorème.  Si  quatre  paraboles  ont  le  môme  foyer, 
prises  deux  a  deux,  elles  ont  une  tangente  commune  T; 
si  par  un  point  p  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  ces 
six  tangentes,  on  a  un  faisceau  en  involution. 

8.  Théorème.  UneparabolePetunsystèmedeconiques 
confocales  C  sont  donnés  dans  un  môme  plan.  Menons 
les  quatre  tangentes  communes  à  la  parabole  P  et  à  l'une 
quelconque  des  coniques  du  système  C;  soient  a,  b,c,  d 
le»  quatre  points  de  contact  sur  la  parabole, /étant  lefoyer 
de  la  parabole,  le  produit  fa.  fb  ,fe  .fd  est  constant. 

Pour  toute  autre  parabole  qui  a  le  môme  foyer  /,  le 
produit  fa.  Jb.fc.fd  reste  constant. 


SMJiTMN  M  LA  tVESTftN  ÎM 

(Tolrp.Mh 

P*n  M.  ABADIE, 
Capitaine  d'artillerie. 

La  question  peut  s'énoncer  ainsi  :  Etant  donnés  deux 
systèmes  chacun  de  sept  points  dans  un  môme  plan ,  trou- 
ver deux  nouveaux  points  P  et  P'  tels,  que  si  l'on  joint  le 
point  P  aux  pointa  du  premier  système  et  le  point  P' 
aux  points  correspondants  du  second  système,  les  faisceaux 
résultants  soient  homographiques.  Le  caractère  de  deux 
droites  correspondantes  dans  deux  faisceaux  homogra- 
phiques étant  qu'à  l'une  d'elles  dans  le  premier  faisceau 
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n'en  correspond  qu'une  seule  dans  le  second ,  il  s'ensuit 
que  m  et  m' étant  les  coefficients  angulaires  de  ces  deux 
droites ,  on  aura  la  relation 
(1)  Amm'-f-  B«m-Cni'+D=0) 

A,  B,  C,  Détant  des  constantes  inconnues,  les  mêmes 
pour  deux  droites  correspondantes  quelconques.  Comme 
de  plus,  si  l'on  désigne  par  x,  y  et  x',  y'  les  coordonnées 
des  points  Pellv,et  para,,,  o„el  a'„,  #  les  coordonnées  de 
deux  points  quelconques  donnés  correspondants  dans  les 
deux  systèmes,  on  aura 

l'équation  se  changera  eu 

,  ,    |     lr-i.)Wr,-K)  +  »(*-<n 
<■  >   j+(x-«,)[c(y-»',)  +  D(x'-»;)]=oi 

en  faisant  successivement 

.=  .,»,  3...,, 
on  aura  les  sept  équations  entre  les  sept  inconnues  x,  y, 

,       ,   B    C    D 

Des  six  premières  équations  éliminons  les  cinq  der- 
nières inconnues;  à  cet  effet ,  multiplions  les  six  premières 
équations  par  les  six  coefficients  indéterminés  X,,  X,,  la, 
1,,  a,,  >,  et  en  posant 

i.    t>- *.)+!»    (r-  *,)+..-+!•     [/-*.)  = 

1,      (*—«,)  +  !,      (*  —  *,)  +  .. ..+  lt     {*—  *.)  =  o, 

*i*r,Cr-*0  +  *i*7i(r  — *0  +  -»+**<lr— *s}  = 

i,fl',(j— *,)  +  !,  a'.lj-- 6,) +...  +  1,^.(^—^  =  0, 
1,  *',  (.r  —  «,)  +4,  *',(*  —  «4  +. . -  +  lt*'t (*—  *.)  =  o 
1,  *'.  (jf  —  a,)  + 1, <t,  (*  —  a,)  + . . .  +  \a\  {x  —  bt)  =  o 
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on  aura  pour  l' équation  cherchée  entre  x  et  y, 

>-*.).     tr-*.),     Or-*.),     (i-b„      (r-K),     tr-'-.). 

— ,),     (—-,),      (*-«,),      (*-«,),     (*-«.). 
—0,  ».(*-«.).  *'«(*--.),  »<(*—.).  *'.(*—.). 

équation  du  sixième  degré,  mais  dans  laquelle  xet  jnc 
dépassent  pas  le  troisième  degré. 

Si  l'on  examine  l'équation  (3)  avec  attention  et  qu'on  se 
rappelle  qu'un  déterminant  est  nul  quand  deux  lignes  ho- 
rizontales sont  les  mêmes,  on  verra  facilement  que  les 
coefficients  des  termes  du  sixième,  cinquième  et  quatrième 
degrésont  nuls;  desorteque  l'équation  n'est  plus  que  du 
troisième  degré. 

Si  dans  le  déterminant  on  pose 

n  étant  un  quelconque  des  six  premiers  nombres,  ce  dé- 
terminant devient  identiquement  nul;  ce  qui  est  d'ail- 
leurs une  conséquence  de  l'équation  (a):  il  s'ensuit  que 
la  courbe  passe  par  les  points  A, ,  A, ,  A, ,  A, ,  A, ,  A„  du 
premier  système  P. 

Si  dans  l'équation  de  la  courbe,  on  échange  respective- 
ment «,,  tt,  dt,  b't  en  a-,,  oT,  a'„  f>\,  on  aura  une  se- 
conde courbe  du  troisième  degré  passant  par  les  points 

Êliminan  t y  entre  ces  deux  équations ,  on  obtiendra  une 
équation  en  x  du  neuvième  degré  ;  mais  comme  les  deux 
courbes  ont  en  commun  les  points  A, ,  A, ,  A, ,  At ,  A, , 
l'équation  en  x  sera  divisible  par  (x  — -at) ,  (x  —  at) , 
(x  —  a^,  (ar  —  at),{x  —  a,)  et  pourra  être  réduite  a  une 
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équation  du  quatrième  degré.  Connaissant  les  valeurs  de 
x,  on  sait  par  la  méthode  d'Abel ,  soit  plus  facilement  par 
celle  de  M.  Richelot,  ou  même  par  le  procédé  de  M.  Syl- 
rester,  en  tirer  linéairement  les  valeurs  correspondantes 
àey. 

Quant  à  la  réduction  de  l'équation  en  x  au  troisième 
degré,  je  n'ai  jusqu'ici  trouvé  rien  de  satisfaisant  {*)■ 


NOTE  SUR  LES  ERREURS  RELATIVES  ET  AR&0LUE&; 
Pa»  m.  e.  gaucherel, 

Capitaine, 

Sous-directcurdeiûlndess  l'École  impériale  «pédale  Militaire. 

M.  Vieille  dit  (  Théorie  générale  des  approximations , 
Avertissement)  :  «  Il  m'a  semblé  que  daus  les  Traités 
m  d'Arithmétique  on  s'était  attaché  trop  exclusivement  à 
»  Y  erreur  absolue,  sans  tenir  compte  de  l'erreur  rela- 

»  îive »  H  est  bien  certain  qu'on  a  tort  de  s'attacher 

trop  exclusivement  à  l'erreur  absolue,  mais  je  crains  que 
M.  Vieille  n'ait  quelquefois  le  tort  contraire  de  chercher 
l'erreur  relative,  lorsque  l'erreur  absolue  serait  plus  im- 
portante à  étudier. 

Je  ne  citerai  ici  pour  exemple  que  la  question  relative 
à  la  recherche  des  triangles  les  plus  avantageux  pour  la 
mesure  des  hauteurs.  Je  traiterai  plus  tard  la  même  ques- 
tion sur  les  triangles  géodéaiques. 

Si  j'avais  à  déterminer  les  hauteurs  de  divers  édifices , 
je  m'imposerais  une  même  limite  d'erreur  absolue  pour 
tous  ces  édifices ,  plutôt  que  d'adopter  une  limite  d'er- 

(")  Les  quatre  solutions  pouvant  derenir  imaginaires,  celte  réduction 
ne  me  semble  pas  possible,  à  moins  qu'il  n'y  ait  deux  racines  égales,  ce 
loi  est  invraisemblable.  ■  Tu: 

A**.ieUaikimat.,\.  XIV.  (Avril  |855.)  '<* 


3,g,1,zedby  G00gle 


(.46) 
reur  relative.  Ainsi  je  chercherais  a  obtenir  les  hauteurs 
à  on  centimètre  près,  par  exemple,  et  non  a  ■=  —  ou  à 

près  de  la  hauteur. 

Le  développement  de  cette  question  est  intéressant  au 
point  de  vue  de  la  pratique  et  instructif  comme  discus- 
sion; les  applications  numériques  sont  des  exercices  de 
calcul  d'une  grande  utili  té ,  dans  lesquels  les  approxima- 
tions jouent  un  grand  rôle:  essayons  de  donner  une  solu- 
tion plus  complète  que  celle  de  M.  Vieille. 

i°.  Pour  obtenir  la  hauteur  AB  d'un  édilîcc,  on  me- 
sure sur  un  terrain  horizontal  une  base  AC  =  4  et  l'angle 

ACB  =  C. 
Ona 

AB  =  AC  tang  C. 

Mais ,  si  l'angle  C  comporle  une  erreur  BCD  =  a ,  quelle 
est  l'erreur  e  =  BD  que  comporte  la  mesure  de  la  hau- 
teur A  =  AB? 

On  a  dans  le  triangle  BCD , 

_    BC.sins     _    BCsiott 

~~  bû>(B  —  a)~cos(C+  a)' 

dans  le  triangle  ABC ,  on  a 

asC 
donc 

h  sin  a 
e"~sinCcos(C  +  a)' 
L'erreur  a.  pouvant  être  négligée  devant  C ,  on  a 

Asin*     aAsina 

6  ~  sinCcosC  ~  sin  2C  '  '* 

(')  fie  résultat  a  déjà  élé  obtenu  pur  M.  Lecointi  j  I.  IV,  p.  5Si). 
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Application.  Soiont 

h  =  50™,     t=l'     (division  centésimale),     C  =  3o«, 
on  a 

sin  i'— _ :=O,O00l57, 

2O0OO  ' 

d'où 

■  =  0-.OIQ. 

La  hauteur  h  est  obtenue  à  2  centimètres  près. 

a°.  Four  une  même  valeur  de  h  et  de  «,  le  minimum 
de  l'expression 

_  2  h  sir  a 
"~  sin  aC 

a  évidemment  lieu  pour  C  =  5os.  Donc ,  pour  mesurer  le 
plus  exactement  possible  une  hauteur  A,  il  faut  prendre 
une  base  à  peu  près  égale  à  la  hauteur  à  mesurer. 
3°.  Posant 

C  =  5««, 
il  vient 

relation  qui  indique  qu'à  des  limites  de  e  et  de  a  corres- 
pondent des  limites  pour  la  valeur  de  h. 

Application.  Si  les  hauteurs  doivent  être  obtenues  a  on 
centimètre  près  avec  un  éclimèlre  donnant  une  approxi- 
mation d'uue minute,  la  limite  de  h  est 


=   32' 


2  sin  a      o,ooo3i4 


Donc,  avec  uu  leljgoniomctre  ,  on  peut  obtenir  les  hau- 
teurs plus  petites  que  3o  mètres  avec  une  approximation 
d'un  centimètre,  en  les  observant  sous  un  angle  de 
5o  grades. 

4°.  On  peut  demander  quelle  approximation  on  doit 
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obtenir  dans  la  mesure  de  l'angle,  pour  avoir  la  hauteur 
à  un  centimètre  près.  On  pose 

sins  =  — t- 
aA 

Application.  Soient 

ej=o",oi,    A  =  5o"',     sîn*  =  — — ,     «  =  o',63". 
ioo 

L'approximation  angulaire  doit  donc  être  d'une  demi- 
minute  environ. 

5°.  On  ne  peut  pas  toujours  se  placer  de  manière  à 
Toir  la  hauteur  à  mesurer  sous  un  angle  à  peu  près  égal 
à  5o  grades.  Il  faut  alors  trouver  la  limite  des  valeurs  de  C 
pour  lesquelles  l'erreur  sur  la  valeur  de  h  est  plus  petite 
que  la  limite  imposée.  Cette  limite  est  donnée  par  l'ex- 
pression 

_  ^    lAsina 
sin  2  C  > • 

Application.  Soient 

À  =  25-,     «=i',     e=o-,oi; 
on  a 

sin2C>  0,^85, 

d'où  l'on  conclut  que  l'angle  aC  doit  être  compris  entre 
60  et  i4<>  grades,  et  l'angle  C  entre  3o  et  70  grades. 

Il  n'est  pas  sans  intérêt  d'ajouter  quelques  considéra- 
tions géométriques  d'une  grande  simplicité  sur  la  même 
question. 

L'erreur  linéaire  qui  résulte  de  l'erreur  angulaire  BCD 
étant  BD,  les  trois  points  B,  D,  Csom  sur  une  circonfé- 
rence tangente  à  la  ligne  BM ,  faisant  l'angle  MBD  =  BCD. 
Cette  circonférence  coupe  généralement  l'horizontale  AC 
en  un  autre  point  C.  Tout  autre  point  C  situé  sur  AC , 
en  dehors  des  points  C  et  C,  donne  une  erreur  plus  grande 
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que  BD.  En  effet ,  la  ligne  C"  D",  parallèle  à  FI),  donne 
,  évidemment  BD"  >  BD. 

Il  suit  de  la  que ,  si  l'on  conçoit  une  circonférence  tan- 
gente en  B  à  la  ligne  MB,  et  tangente  à  AC,  le  point  de 
contact  C  sur  cette  dernière  ligne  est  le  point  pour  lequel 
l'erreur  angulaire  MBD  donne  la  plus  petite  erreur  li- 
néaire. Si  cette  erreur  linéaire  est  très-petite ,  on  peut  con- 
sidérer la  circonférence  comme  tangente  aux  deux  lignes 
AC ,  AB  ;  on  a  alors  AC  =  AB ,  ce  qui  conduit  au  prin- 
cipe énoncé  ci-dessus  (*). 

Enfin,  je  ferai  ressortir  en  terminant  combien  il  est 
évident  que  l'erreur  relative  n'aurait  aucune  signification, 
s'il  s'agissait  de  déterminer  les  cotes  de  hauteur  de  diffé- 
rents points  d'un  lerrain. 

Dans  les  opérations  de  nivellement,  je  ne  considérerai 
donc  que  l'erreur  absolue. 

On  a 


«»(C-f-« 

maïs 

cosC 
donc 

A  gins 
e~  co»Ccos(C-+ 

et,  en  négligeant  a  devant  C, 


(")  On  nu  peut  Taire  intervenir,  dans  cette  question,  Il  considération 
de  l'erreur  relative  que  pour  faire  comprendre  que,  tontes  choies  égale» 
d'ailleurs,  il  faut  apporter  plus  de  soin  dans  les  opérations  quand  on  veut 
que  la  mesure  d'une  (jrnnde  ligne  comporte  la  même  erreur  absolue  que 
celle  d'une  petite. 
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On  peut  répéter  sur  celte  expression  une  discussion 
analogue  à  celle  qui  a  été  faite  ci-dessus ,  nuis  je  me  con- 
tenterai d'établir  ici  que ,  dans  les  nivellements  topogra- 
phiques, on  se  contente  généralement  de  déterminer  les 
différences  de  niveau  à  un  décimètre  près  ;  que  les  écli- 
mètres  donnent  les  angles  à  a  minutes  près,  au  moins, 
et  que  les  angles  à  l'horizon  sont  rarement  plus  grands 
que  1 5  grades. 

Si  l'on  veut  chercher  ia  limite  de  b  qui  correspond  à  ces 
nombres,  on  a 


substituant,  il  vient 

É  =  3oi-,o2. 
Enfin,  le  tableau  suivant  donue  les  valeurs  de  e  corres- 
pondantes à 

a.  =  l',      b  =  lOO™, 


et  à  différentes  valeurs  de  C, 


C=    5'. 

.r  =  o»,oj58, 

C  =  io'  . 

.c  =  o-,oi6i, 

C  =  i5'-. 

.  e  =  o"',oi66, 

C  =  20'  . 

.*  =  o»1oi73. 

La  valeur  de  c  étant  proportionnelle  à  a  et  à  b ,  on  dé- 
duit facilement  de  ce  tableau  les  erreurs  que  comportent 
les  opérations  faites  dans  des  circonstances  différentes. 

Application.  Soient 

*  =  2',       6  =  45o",      C=I2»; 

on  a 

"  =  :.,  X  45  X  o»,oi63  =:  o'\  >48. 
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RELATIONS 

Iilre  les  ligi«  Irigonoaclriqws  circilairti  et  I»  ligies  ualtgus 
fivpfrbotiqsïs. 

i.  y*  —  x*=  —  i  est  l'équation  d'une hyperbole  équi- 
latereàaxes  rectangulaires;  Ole  centre:  Aie  sommet;  M 
un  point  quelconque;  MP  =  y,  OAP  =  x  coordonnées  du 
point  M;  R  le  point  où  une  parallèle  à  l'axe  OA ,  menée 
par  M,  rencontre  la  tangente  en  A;  S  le  point  où  cette 
même  tangente  est  coupée  par  le  demi-diamètre  OM; 
OA  —  i .  Faisons  l'angle  ROA  =  *;  l'aire  du  secteur  exté- 
rieur MOAM  =  -  u,  MOP=  m. 

2.  La  quadrature  connue  de  l'hyperbole  donne  (voir 
tome  V,  page  388) 

'"  =  H-/,      e~"  =  x  —  y; 
d'où 


x  et  y  sont  de»  transcendantes  auxquelles  on  a  respect! 
vement  donné  les  noms  de  cosinus  hyperbolique  et  de 
sinus' hyperbolique  de  la  variable  w  et  que  l'on  désigne 
ainsi, 


Gudermann,  comme  nous  avons  vu,  désigne   ces  lignes 

par  les  lettres  de  l'alphabet  gothique;  on  a  évidemment 

sin  A.u  =  tangi,     cosA.u  =  séce, 

taiign.w  --  siiu,      sin;  —  ;  lung  j. 
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D'après  ces  relations, 

«  =  log{tang*  +  sécs)  =  log  tang  f  45°-f- -»1  : 

ainsi  faisant  croîtrez  de  o  à  45  dogrés,  un  poi;rra,  au  moyen 
des  Tables  des  lignes  trigonomé  triques  circulaires  ,  con- 
struire des  Tables  des  lignes  hyperboliques  dites  trigo- 
nométriques  et  des  secteurs  w  correspondants.  Quoique , 
en  toute  rigueur,  on  puisse  se  passer  de  ces  dernières 
lignes,  il  y  a  des  cas  où  i!  est  utile  d'avoir  ces  Tables  cal- 
culées d'avance.  En  effet,  lorsque,  dans  la  solution  d'un 
problème,  ou  a  supposé  qu'une  certaine  quantité  était 
égale  au  cosinus  d'un  arc  dès  que  cette  quantité  n'est  plus 
renfermée  entre  les  limites  -+- 1  et  —  i ,  les  limites  com- 
prises, la  solution  devient  impossible;  mais  on  peut  alors 
égaler  la  quantité  à  un  cosinus  hyperbolique  qui  prend 
toutes  les  valeurs  comprises  entre  -t-oo  et  —  co  ,  excepté 
celles  qui  sont  renfermées  entre  -M  et  — i. 
Exemple.  Soit  l'équation 

x>  —  ax  —  6  =  o; 
faisant 

.4' 


■y* 


L'OS  3  M 


4*. 


solution  impossible  lorsque  ~  ]>  i .  Dans  ce  cas,  on  fait 


et  alors 

Supposons 
alors 


46 
cosA.3u  =  2_-, 


«  =  3,      6  =  4; 

4*-     __ 
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Consultant  les  Tables,  on  trouve  qu'à  ce  cosinus  corres- 
pond le  secteur 

3«  =  0,5719475, 
d'où  secteur 

«  =  0,1906493; 

et  à  ce  dernier  secteur  correspond 

cosA.u  =  1,0979133. 
Donc 

x  =:  rCOsA.«  =  2,1958266. 

3.  Nous  avons  pris  cet  exemple  dans  l'ouvrage  de 
Lambert  (J.-H.) ,  intitulé  :  Zusatze  zu  den  logariihmi- 
schen  und  trigonometrischen  tabellen,  etc.  Additions 
aux  Tables  logarithmiques  et  tri  gonomé  triques  pour  fa- 
ciliter et  abréger  les  calculs  qui  se  présentent  dans  les 
applications  des  mathématiques.  Berlin,  iJ70;in-8de 
210  pages.  [Bulletin  de  Bibliographie,  d'Histoire  et 
de  Biographie  mathématiques;  1. 1",  p.  28.) 

La  32*  Table  (page  178)  est  consacrée  aux  fonctions 
hyperboliques ,  et  chaque  double  page  est  divisée  en  neuf 
colonnes. 
Colonnn. 

1™       Valeurs  de  s  (angle  transcendant  de  Lambert  )  croissant 

par  degré  de  zéro  à  90  degrés , 
2*      Valeurs  correspondantes  du  secteur  f  u, 
3»  —  des  sinus  hyperboliques, 

4*  —  des  cosinus  hyperboliques , 

5*  —  log  sinus  hyperboliques, 

6"  —  log  cosinus  hyperboliques , 

T  -  Ung,, 

81  —  log  tang  ? , 

g*  —  f  évaluée  jusqu'à  la  tierce, 

le  tout  avec  7  décimales. 
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Les  Tables  bien  plus  étendues  de  Gudermaun  oui  été 
éditées  eu  Allemagne.  Celles  de  M.  Yvon  Villarceau , 
encore  meilleures ,  ne  trouvent  point  d'éditeur  en  France 
(  voir  tome  XI ,  page  4  • 2  )  • 

4.  Les  noms  de  sinus,  cosinus, etc., donnés  aces  fonc- 
tions hyperboliques  sont  justifiés  par  les  relations  sui- 
vantes, Table  38"  de  Lambert  (page  i36)  : 

tin  h  {y  +i)=  sin /y*  cos  hz  -+-  cos/ij  siuAi, 
sin/i  {y  — E)=sinArcosAa  — cosA/sinAz, 
cosA(j"  -t-z)  =cosArcosAï  +  sin  hytînàs, 
coth(x  —  *)  =  cosAj-cosAz —  sin  Aj-  sinAz. 

En  effet ,  pour  vérifier  ces  formules ,  il  suffit  de  remplacer 
les  sinus  et  cosinus  par  leurs  évaluations  exponentielles. 
One  manière  plus  simple  est  de  remplacer  y  et  z  par 


sin  A/>=  f  linjr 

cos  kiy  =  cos  y 

an  kit  =  t  sin  s 

cosAfe  =  cos  s; 

d'où 

sin  A,>-c 

jsAk  -+-  s 

nA«cosA/>=(sin{v, 

n{j-  +  a)  =  smA(,*z+<r)- 
Faisons  y  égal  à  —  t'y  et  z  égal  à  —  i«,  on  trouve  la  pre- 
mière formule. 

Ces  formules  servent  à  la  multiplication  cl  à  la  multî- 
sirlion  de  ces  transcendantes 

5.  Nous  voyonsencorcici  l'immense  puissance  qu'exerce 
sur  nous  l'habitude,  même  en  mathématiques.  Accou- 
tumés que  nous  sommes  à  manier  les  Tables  des  loga- 
rithmes et  des  sinus,  ces  transcendantes  nous  semblent 
aussi  simples  que  des  quantités  algébriques  ordinaires ,  et 
dès  qu'une  question  est  ramenée  à  ces  transcendantes  , 
nous  la   considérons  comme  étant  résolue,  tandis  que 
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d'autres  transcendantes,  telles  que  celles  dont  nous  ve- 
nons de  parler,  les  transcendantes  elliptiques,  les 
gamma,  etc.,  pour  lesquelles  les  Tables  n'existent  pas 
ou  sont  peu  connues,  nous  apparaissent  sous  un  aspect 
enrayant,  comme  quelque  chose  d'éminemment  difficile,  et 
ces  quantités  très-utiles  dans  les  applications  sont  re- 
poussées de  l'enseignement.  A  ce  propos,  nous  jugeons 
opportun  de  traduire  ici  en  entier  le  §  55  (page  48)  de 
l'ouvrage  cité  de  Lambert. 

«  Avant  les  temps  de  Neper,  ceux  qui  faisaient  de 
»  l'arithmétique  leur  étude  favorite  trouvaient  un  passe- 
»  temps  agréable  dans  la  comparaison  des  progressions 
*  arithmétiques  et  géométriques,  et  fournissaient  ainsi 
»  à  ceux  qui  aiment  mieux  injurier  les  mathématiques 
»  que  de  les  apprendre,  un  motif  désiré  de  compter  ces 
»  comparaison.1:  un  nombre  des  plus  mutilas  spéculations. 
»  Car  alors  aussi  le  vtrtus  post  nummos,  s'opposait  aux 
»  progrès  delà  science.  Toutefois  Neper  n'y  fit  pas  at- 
»  tention .  11  compara  les  deux  progressions  pour  voir  si , 
«  parmi  les  propriétés  remarquables  de  cette  théorie,  on 
»  n'en  trouverait  pas  plusieurs  autres.  Les  propriétés  re- 
»  marquables  sont  rarement  isolées.  C'est  ainsi  que 
»  Neper  parvint  à  en  tirer  les  logarithmes,  et  par  là  la 
»  chose  cessa  d'être  une  pure  spéculation.   » 

Si  Neper  n'avait  pas  fait  son  invention,  le  calcul  inté- 
gral n'en  aurait  pas  moins  mené  à  la  transcendante/  — , 

â  laquelle  on  n'aurait  certainement  pas  donné  le  nom 
de  logarithme,  et  il  se  serait  écoulé  peut-être  un  temps 
très-long,    avant    de    faire    l'observation    simple   que 

h  —  =    ■  ■  —   est  uue  propriété  fondamentale  ponr 

faciliter  les  calculs  arithmétiques;  c'est  alors  seule- 
ment qu'on  se  serait  mis  à  construire  des  Tables  pour 
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cette  transcendante.  Nous  devons  a  Neper  d'avoir  cette 
construction  probablement  un  siècle  plus  lût.  Ceux  qui 
préconisent  tant  les  logarithmes,  ne  savent  pas  qu'ils 
doivent  cet  admirable  instrument  à  un  arithmologuc ,  à 
un  homme  aux  spéculations  abstraites  et  qui  a  même 
débuté  par  un  écrit  sur  la  théologie.  11  en  est  de  même 
partout.  Que  saurions-nous  dans  la  mécanique  pratique 
sans  les  méditations  théoriques  des  Archimède ,  des  Ke- 
pler, des  Descartes,  des  Newton,  des  Leibnitz  et  autres 
illustres  rêveurs,  que  saurions-nous?  Rien,  rien, rien.  Sans 
les  travaux  de  ces  hommes  illustres  nous  n'existerions  pas. 


SUR  LES  FOYERS  SES  MIROIRS  SPHSRIQUES; 

Par.  M.   Eugène  BOUCHER, 

Ancien  élèrede  l'École  Polytechnique,  Professeur  de  Physique 

nu  Lycée  de  fiantes. 

La  marche  suivie  dans  tous  les  cours  de  Physique  pour 
démontrer  la  formule  exacte  des  foyers  conjugués  des 
miroirs  sphériques  repose  sur  des  considérations  assez 
longues  de  calcul  infinitésimal.  Voici  une  méthode,  à  lafois 
simple  et  courte,  qui  permet  d'introduire  cette  formule, 
et,  par  suite,  les  valeurs  dea  aberrations  de  sphéricité 
dans  les  cours  élémentaires. 

Soient  S  et  C  le  sommet  et  le  centre  d'un  miroir  sphé- 
rique  de  rayon  R  ;  Pun  point  lumineux  situé  sur  l'axe  SC 
et  défini  par  sa  distance  au  centre  PC  -  p  ;  P'  son  foyer 
conjugué,  dont  la  distance  au  centre  P'C  =  p'  est  in- 
connue. PI  étant  un  rayon  incident  quelconque ,  défini 
par  l'angle  SCI  -  C ,  les  triangles  PIC ,  P'  IC  donnent 
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OU 

P=C  —  /, 

I"=C  +  '', 

à  cause  de  l'égalité  des  angles  i  et  r  d'incidence  et  de  ré- 
flexion. On  en  déduit 

sinP'  —  sinP  =  asinicosC, 

sin  P'      sîd  P 


qui  est  la  formule  demandée. 


The  Transactions  of  the  Royal  Irish  Acadkmy.  Vo- 
lume XVII ;  Dublin ,  1837;  m  4-  Printed  by  Dixon 
Hardy,  3  ,  Ceci!  i  a  street,  printer  to  the  Royal  Irish 
Academy. 

GeOMETEICAL      PKOPOSITIONS       APPLIED      TO      THE      YVàYE 

thbohv  of  Light-,  by  James  Mac  Callagh  F.  T.  C.  D. 
Readjune  a4,  i833;  p.  241. 

Surfaces  réciproques. 
1.  ThéouèmeI.  Soient  une  surface  A.  y  un  point  O fixe, 
Q  un  point  delà  surface  A.,  F  plan  tangent  enQ,  OP 
perpendiculaire  «irP;  surOP  on  prend  un  pointa  tel, 
que 

OP .  OR  =  K'  =  consi. , 
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les  points  R  etQsont  dûs  réciproques,  et  B,  surface  du 
lieu  de  R,  est  surface  réciproque  de  A  f  c'est-à-dire  si  l'on 
mène  un  plan  tangent  à  la  surface  B  en  R  ,  et  si  de  0  on 
abaisse  sur  ce  plan  la  perpendiculaire  ON,  elle  passe 
par  le  point  Q ,  et  l'on  a 

ON.OQ  =  K', 

et  le  plan  tangent  en  R  coupe  OQ  perpendiculairement. 
Les  rayons  OQ  et  OR  sont  réciproques. 

2.  Corollaire.  Si  le  point  Q  est  un  point  singulier  par 
lequel  on  peut  mener  une  infinité  de  plans  tangents ,  au 
môme  point  Q  correspondent  une  infinité  de  points  R 
formant  une  courbe ,  et  le  plan  tangent  en  R  a  la  sur- 
face B  touche  cette  surface  le  long  de  celte  courbe  et  est 
perpendiculaire  à  OQ. 

3.  Soient  abc,  a'b'c'  deux  ellipsoïdes  dont  les  demi- 
axes  a,b,c  et  «',  b',  c'  coïncident  respectivement  et  ont 
la  relation 

aa'  =bb'  =  te  =  K>. 
On  prend  pour  le  point  fisc  Ole  centre  commun  des  deux 
ellipsoïdes  ;  ces  deux  ellipsoïdes  sont  des  surfaces  réci- 
proques :  a  gi'and  axe ,  b  moyen ,  c  petit  axe  ;  alors  a'  est 
petit  axe,  b'  moyen  axe  et  c'  grand  axe.  Les  sections  cir- 
culaires des  deux  ellipsoïdes  passent  par  le  même  axe 
moyen  b,  b'. 

Soient  Q  et  R  deux  points  réciproques  des  deux  ellip- 
soïdes; OQR  un  plan  passant  par  OQ,  OR;  Oqr  une 
perpendiculaire  au  plan  OQR  coupant  l'ellipsoïde  abc 
en  q  et  l'ellipsoïde  a'b'c'  en  r;  les  lignes  OQ,  Oq  sont 
les  demi-axes  de  l'ellipse,  intersection  de  la  surface  abc 
par  le  plan  Q0<7;  et  de  même  OR,  Or  sont  les  demi- 
axes  des  intersections  de  la  surface  a'b'c'  avec  le  plan 
ROr. 

Si  la  droite  OQ  reste  dans  le  même  plan ,  il  en  sera  de 
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même  du  rayon  réciproque  OR.  Ces  deux  plans  sont  dils 
réciproques. 

Si  deux  rayons  réciproques  sont  dans  le  même  plan 
principal  et,  par  conséquent,  perpendiculaire  à  un  demi- 
axe  de  l'ellipsoïde ,  les  plans  passant  par  ce  demi-axe  et 
par  les  rayons  réciproques  sont  évidemment  réciproques. 

4.  Théorème  II.  Si,  par  un  point  O  de  Tinter  section 
àe  deux  plans  donnés,  on  mène  une  droite  dans  chaque 
plan,  et  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  le  plan  de  ces 
droites  enveloppe  un  cône  dont  les  sections,  par  des 
plans  parallèles  aux  plans  donnés,  sont  des  paraboles; 
la  droite  perpendiculaire  au  plan  mobile  décrit  aussi  un 
cène  dont  les  sections  parallèles  aux  plans  donnés  sont 
des  cercles. 

5.  Théorème  III.  O  le  centre  d'un  ellipsoïde;  OQ  et 
Oq  les  demi-axes  d'une  ellipse,  section  diamétrale;  en 
O  on  élève  une  perpendiculaire  à  ce  plan  diamétral. 
Sur  cette  perpendiculaire  on  prend  OT=OQ,  OV=Oq; 
on  aura  une  double  surface,  lieu  des  pointsT  et  V.  Soient 
OS  la  perpendiculaire  abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent 
en  T  à  la  double  surface,  et  OP  la  perpendiculaire 
abaissée  de  O  sur  le  plan  tangent  en  Q  à  l'ellipsoïde, 
on  aura  :  i"  OP  =  OS;  a0  les  droites  OP  et  OS  sont  à 
angle  droit;  3°  les  quatre  droites  OP,  OQ,  OS,  OT 
sont  dans  un  même  plan  perpendiculaire  à  Oq. 

La  double  surface  est  la  surface  des  ondes  deFresuel; 
on  peut  la  nommer  surface  biaxiale,  à  raison  de  sa  géné- 
ration et  du  rôle  qu'elle  joue  dans  la  théorie  des  cristaux 
à  deux  axes. 

La  surface  biaxiale  d'un  ellipsoïde  abc  est  désignée 
sous  le  nom  de  la  biaxiale  abc. 

6.  Théorème  IV.  Les  surfaces  biaxiales  de  deux  el- 
lipsoïdes réciproques  sont  des  surfaces  réciproques. 

7.  Premier  cas  particulier.  La  section  QOq  est  un 
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cercle  dans  l'ellipsoïde  abc.  Alors  tes  points  T  et  V  coïn- 
cident en  un  seul  point  n;  à  ce  point  ît  y  a  une  infinité  de 
plans  tangents, puisqu'il  y  a  une  infinité  de  diamètres  conju- 
gués rectangulaires  dans  le  cercle  ;  n  est  le  point  où  les  deux 
nappesdesessurfacesbiaxialessecoupentLonpeull'appeler 
point  nodal  on  nœud.  OQ  décrivant  même  plan  circulaire, 
le  rayon  réciproque  ORdécritun  plan  réciproque  au  cercle 
{-voit' ci-dessus),  et  comme  O q  est  dans  le  plan  du  cercle, 
nous  avons  trois  droites  OR ,  Oq ,  OS  à  angles  droits ,  et 
dont  deux,  OR,  Oq,  sont  assujettis  à  rester  dans  les  mêmes 
plans  ;  par  conséquent  OS  décrit  un  cane  dont  les  sections 
parallèles  aux  plans  donnés  sont  des  cercles.  Or  TS,  main- 
tenant nS,  est  parallèle  au  plan  fixe  qui  contient  OR$ 
ainsi  le  point  S  décrit  un  cercle  passant  par  n ,  c'est-à-dire 
la  polaire  du  point  O  sur  le  cône  nodal  est  un  cercle.  Par  le 
point  nodal  menons  deux  plans  respectivement  parallèles 
au  cercle  QOq  et  à  son  plan  réciproque;  nommons  ces 
plans,  plans  tangents  principaux,  alors  chaque  plan  tan- 
gent nodal  coupe  ces  deux  plans  principaux  suivant  deux 
droites  qui  sont  à  angles  droits. 

Par  conséquent  les  sections  du  cône  nodal  par  des  plans 
parallèles  aux  plans  tangents  principaux  sont  des  para- 
boles. 

Second  cas  fàrticulibb.  ROr  est  une  section  circu- 
laire dans  l'ellipsoïde  a'b'c';  OR,  Or  deux  diamètres 
rectangulaires,  et  par  conséquent 

OR  =  *'. 
Mais 

OR.OP  =  K'  =  bb'i 
donc 

OP  =  b  =  OS. 

[Voir  ci-dessus.  J  Ainsi  OS  est  donné  de  grandeur  cl  de 
position  ;  car  il  est  perpendiculaire  au  plan  ROr.  Un  plan 
mené  par  S  perpendiculaire  à  OS  est  langent  au  bîaxial 
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abc  du  point  T,  et  ce  plan  tangent ,  parallèle  à  ttOi-,  reste 
le  même,  quelle  que  soit  la  position  du  système  OR,  Or 
dans  son  plan  circulaire  ;  mais  le  point  T  varie  :  car  le  plan 
ROS,  dans  lequel  se  trouve  T,  change  avec  OR.  Donc  le 
point  T  décrit  une  courbe  de  contact  sur  le  plan  tangent, 
et  cette  courbe  est  un  cercle  passant  par  S. 

En  rapportant  la  même  considération  au  biaxial  a'  b'c', 
on  trouve  l'inverse  :  le  point  nouai  se  change  en  cercle  et 
le  cercle  en  point  nodal. 

8.  La  section  faite  dans  tlue  surface  biaxiale  par  un 
plan  principal  de  l'ellipsoïde  est  généralement  un  cercle 
et  une  ellipse.  Si  la  section  est  faite  par  le  plan  bc,  le  cercle 
est  dans  l'intérieur  de  l'ellipse;  si  la  section  est  faite  par 
ab,  le  cercle  est  hors  de  l'ellipse;  et  par  le  plan  av.,  le 
cercle  coupe  l'ellipse. 

Surfaces  apsidales. 

Les  surfaces  biaxi  aies  sont  uncas  particulier  des  surfaces 
apsidales. 

9.  G  est  une  surface,  O  point  fixe  origine;  par  O  me- 
nons un  plan  coupant  la  surface  G  suivant  unecourbe,  et 
par  ce  même  point  élevons  Une  perpendiculaire  au  plan 
coupant;  sur  cette  perpendiculaire  prenons  des  lon- 
gueurs g  k  partir  de  O,  égales  aux  normales  menées  de  O 
sur  ta  courbe.  Le  Heu  des  points  ainsi  déterminé  est  une 
surface  apsidale  dont  O  est  le  centre,  car  les  longueurs 
se  portent  en  deux  sens. 

Théorème.  Si  l'on  mène  des  pians  tangents  à  deui 
points  correspondants  K  et  k  sur  la  surface  G  et  sur  la 
surface  apsidale  correspondante  j  ces  plans  tangents  sont 
perpendiculaires  l'un  sur  l'autre  et  au  plan  AOâ. 

TnÉOKiitF.  Les  surfaces  apsidales  etigendréeS  par 
deux  surfaces  réciproques  sont  des  surfaces  réciproques, 

Ami.    &■  tiathfm.U.,    t.   XIV     (  Mïi   iS'u.  )  " 


3,g,1,zedby  G00gle 


Exemple.  Si  G  est  une  sphère,  la  surface  apsidale  est 
me  surface  de  révolution. 


SOLUTION  HVN  PROBLÈME  SUR  tf  TUAN6LI  KC1  U.IG1ÏB  } 
P*K  M.  Jules  VIEILLE. 

Étant  donnés  de  position  le  centre  A  du  cercle  cir- 
conscrit a  un  triangle,  le  centre  8  du  cercle  inscrit,  le 
centre  de  gravité  G  de  l'aire  et  le  point  de  rencontre  C 
des  trois  hauteurs,  on  peut  se  proposer  de  résoudre  le 
triangle.  On  sait  que  trois  de  ces  quatre  points  A,  GetC 
sont  toujours  en  ligne  droite  et  que  la  distance  GC  est 
double  de  AG.  Il  en  résulte  que  la  connaissance  des  dis- 
tances mutuelles  des  quatre  points  n'équivaut  qu'à  trois 
conditions  distinctes. 

Evier*  montré  {Mémoires  de  Saint-Pétersbourg,  177G) 
comment  le  calcul  des  côtés  du  triangle,  en  fonction  des 
distances  mutuelles  de  ces  points ,  se  ramenait  à  la  re'so- 
liilio»  d'une  équation  du  troisième  degré.  L'analyse  d'Eu  - 
1er  a  été  reprise  avec  d'utiles  développements  par  le  sa- 
vant directeur  des  Nouvelles  Annales  (t.  I,  p.  70). 

Le  but  que  nous  nous  proposons  ici  est  plus  restreint. 
Nous  supposons  que  le  centre  B  du  cercle  inscrit  soit  place 
sur  la  ligne  droite  qui  contient  déjà  les  trois  autres  points, 
et,  dans  ce  cas  particulier,  des  considérations  très-si m  pie» 
nous  fournissent  pour  les  côtés  des-  longueurs  construc- 
tibles avec  la  règle  et  le  compas. 

Voici  donc  l'énoncé  de  notre  problème  : 

On  suppose  que  le  centreBdu  cercle  inscrit  à  nn  triangle 
MNP  soit  situé  sur  la  droite  AGC  qui  joint  le  centre  A 
du  cercle  circonscrit ,  le  centre  de  gravité  G,  et  le  point 
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d'intersection  C  des  trois  hauteurs.  On  donne  de  plus  lus 
distances  AB  =  /,  BG  =  h. 

On  propose  de  calculer  les  longueurs  des  côtés  du  tri- 
angle, et  de  construire  les  valeurs  fournies  par  le  calcul. 


Solution.  Démontrons  en  premier  lieu  que  le  triangle 
MNP  est  isocèle.  Il  est  visible  que  la  bissectrice  MB  passe 
par  le  milieu  R  de  l'arc  PN,  et  que  la  droite  AK  ren- 
contre le  côté'  PN  en  son  milieu  I,  situé  sur  le  prolonge- 
ment de  MG.  De  pins  MC  et  Al  étant  parallèles  comme 
perpendiculaires  a  PN,  on  a  la  proportion 


et  comme  on  sait  que  GC  est  double  de  AG ,  on  en  tii  e 
MC  =  ï  AI. 


ri  désignant  le  milieu  du  côté  PM. 

Ceci  ne  suppose  pas  que  le  centre  B  du  cercle  in» 
scrit  soit  sur  la  droite  AGC.  Si  maintenant  nous  avons 
égard  à  cette  condition,  les  triangles  semblables  MBC, 
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ABK  nous  donneront  la  proportion 


AK.BC. 

nc__ïr-, 

mais  si  l'on  avait  considéré,  au  lieu  de  la  perpendiculaire 
MC  qui  répond  au  côté  PN,  la  perpendiculaire  NC  qui 
répond  au  coté  PM,  on  aurait  eu  une  proportion  qui 
n'eût  différé  de  la  précédente  que  par  le  changement  de 
MC  en  NC.  On  conclut  de  là 

MC  =  NC, 
et,  par  suite, 

AI  =  AH. 

Mais  AI  et  AH  sont  les  distances  du  centre  A  aux  deux 
cordes  PN  et  PM.  Donc  ces  cordes  sont  égales  et  le  trian- 
gle MNP  est  isocèle. 

La  droite  des  centres  AGBC,  ayant  deux  points  A  et  C 
équidistants  des  sommets  M  cl  N,  se  confond  donc  avec 
la  perpendiculaire  élevée  sur  le  milieu  de  MN;  et,  par 
conséquent,  elle  passe  par  le  sommet  P  du  triangle  isocèle. 

Il  faut  bien  remarquer  que  le  raisonnement  par  lequel 
on  vient  de  prouver  que  MC  =  NC,  ne  s'appliquerait  pas 
a  la  troisième  hauteur  PC.  Car  les  points  A,  G,  B  étant 
situés  sur  cette  droite,  les  triangles  semblables,  analogues 
à  ceux  dont  on  vient  de  faire  usage,  s'évanouiraient. 

Maintenant,  connaissant  f  et  h ,  proposons  nous  de 
calculer  les  calés  PN  =  a,  MN  =&. 

Soit  R  le  rayon  du  cercle  circonscrit  ;  on  a 

MC  =  2AI  =  *l/R'  —  ~, 


-  AB  =  3(/~  A)  -f=-xf-  Zh 
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Os  valeurs ,  substituées  dans  la  proportion 
MC_BC 
AK— ÂB' 
donnent 

4R'-H'_(a/-3A)' 

d'où  l'on  tir* 


3A(4/-3A)„ 


(0 

D'ailleurs  ou  a 

PG  =  R+/— A 


égalant  ces  deux  expressions  de  PG ,  il  vient 
(_)  a'_  3R(R+/-A). 

L'élimination  de  R  entre  les  équations  (i)  et  (a)  fait 

connaître  a  : 

'-  5T=7 ' 

les  mêmes  équations  donnent  aussi. celle  valeur  remar- 
quable de  R  : 

Pour  achever  de  déterminer  le  triangle,  il  faut  calculer 
le  côté  b.  A  cet  effet,  remarquons  que  la  bissectrice  MB 
divise  aussi  eu  deux  parties  égales  l'angle  AMC,  puisque 
les  angles  BMC ,  BKA  snnt  égaux  comme  alternes-in- 
ternes, et  que  BKA  est  égal  à  AMR  à  cause  de  l'isoré- 
lismt  du  triangle  MAK.  On  conclut  de  là  que  les  angles 
CMÇ+,  AMP  sont  égaux.  Les  triangles  isocèles  MCJV , 
MAPsontdonc  semblables, cl  l'ona  entre  les  côtés  hoino- 
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logucs, 

b       MC 

â~~  ma" 

Mais 

MC 

BC       2/— 

MA 

B\             / 

donc 

d'où 

t        _a/-3A 

*       '         f 

enfin 

-~  3A— / 

Ces  formules  se  construisent  sans  difficulté  par  moyennes 
et  quatrièmes  proportionnelles.  Elles  supposent/  <  3A, 
autrement  les  valeurs  de  c,  b ,  R,  seraient  négatives. 
La  condition  /  <  3A  équivaut  à  celle-ci  : 

2/-3A</, 
ou  encore 

d'après  la  proportion  établie  plus  haut.  Ainsi  les  formules 
précédentes  répondent  au  cas  où  les  côtés  égaux  du  tri- 
angle isocèle  MNP  sont  plus  grands  que  la  base ,  ce  qui 
a  lieu  dans  \t  Jig.  i. 

Dans  le  cas  contraire  (fig.  3) ,  les  quatre  points  A ,  G , 
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B,  C,  quoique  se  succédant  toujours  dans  le  même  ordre, 
sont  disposés  inversement  par  rapport  a  la  base.  L'équa- 
tion (■)  ne  change  pas;  mais  l'équation  (3)  devient 
o'^3R(R  +  A—  /). 

Il  en  résulte  un  simple  changement  de  signe  dans  le  dé- 
nominateur commun  des  valeurs  trouvées  plus  haut  pour 
a,  b,  R;  il  faut  écrire  (/ —  3  A)  au  lieu  de  (3  A  —  f)  j  et, 
en  effet,  on  a  dans  ce  cas/'>-  3 h. 

Si  l'on  supposait  /~  3ft,  les  formules  précédentes 

se  présenteraient  sous  la  forme  -  ;  cependant  la  propor- 
tion 

b  _  a/-  te 

â~       / 
donne  alors 

*  =  *. 

Pour  interpréter  ces  résultats,  remontons  aux  équa- 
tions (t)   et   (2).    Elles  se  réduisent,  dans  l'hypothèse 

«'=  3R%       «'=3R(R+îA)r 

équations  contradictoires,  à  moins  que  l'on  n'ait 

A=o, 
et,  par  suite, 

/=o. 

S'il  en  est  ainsi ,  les  deux  équations  s'accordent  a  donner 

<i  =  Rv'3, 

valeur  qui  appartient  au  triangle  équilatéral,  et  le  rayon  B 
reste  indéterminé. 

En  effet,  on  sait  que  dans  tout  triangle  équilatéral , 
les  quatre  points  A,  B,  G,  C  sont  confondus  en  un  seul . 
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En  résumé,  selon  qu'on  aura 

/<3*     ou    />3A, 
le  triangle    isocèle   aura  son  côté  plus  grand    ou   plus 
petit  que  sa  base  :  on  ne  saurait  avoir  f  =  3  A ,  à  moins 
que  les  distances _/"  et  h  ne  soient  nulles,  auquel  cas  le 
triangle  est  équitatéral ,  et  son  côté  reste  indéterminé. 


WTIftN  SGI  UH  JEU  DE  CARTES. 

(CMU.K,  t.  XLIV,  p.3i8;  i85i.) 

1.  Soient  m  et  n  deux  nombres  impairs , 
*  =  a/»  +  i,  »  =  »?+?) 
et  soient  mn  objets  différents,  des  cartes  par  exemple,  dé- 
signées par  c,,  c»,  <?),...,  cwn  réunies  dans  un  paquet  et  où  ct 
occupe  la  A"™'  place  ;  allant  de  gauche  à  droite,  mettons  les» 
premières  cartes  à  côté  les  unes  des  autres,  e,,c„c„. ..,<?„; 
ensuite  plaçons  la  n  -+-  i'*""  carte  sur  c,,  la  n  -t-  a'*"" 
carte  sur  c,,  etc.  ;  continuant  de  même,  on  aura  n  pa- 
quets de  m  cartes  chacun.  Considérons  une  certaine  carte 
Ci  on  A  est  un  nombre  donné  ;  celte  carte  est  dans  un  pa- 
quet de  rang  que  nous  désignons  par  r,  et  y  occupe  la 
place  j,  ;  on  réunit  de  nouveau  tous  les  paquets,  sans 
mêler  les  cartes,  mais  en  plaçant  le  paquet  r,  au  milieu, 
de  manière  qu'il  y  ait  t/  paquets  au-dessus  et  q  paquets 
au-dessous.  On  recommence  la  même  distribution  ;  alors 
ct  sera  dans  le  paquet  de  rang  r,  et  y  occupe  la  place  st  ; 
on  réunit  de  nouveau  les  cartes  en  un  seul  paquet,  mais 
en  plaçant  le  paquet  r,  au  milieu,  et  ainsi  de  suite  :'de  sorte 
qu'après  la  t"""  distribution ,  ck  est  dans  un  paquet 
désigné  par/-,  et  y  occupe  une  place  s,.  On  demande  quelle 
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valeur  il  faut  donner  à  t  pour  que.*,  soit  égal  à  p,  c'est-à- 
dire  pour  que  la  carie  c,  soit  au  milieu  «lu  paquet. 

Lorsque  t  est  connu ,  on  a  un  moyen  de  deviner  une 
carte  pensée.  Ordinairement  on  fait  m  =  7,  n  =  3;  alors 
t=3. 


NOTE 

fisr  Us  cerdts  ■«  rapports  Lugcitiek  el  Itirs  relations  «K  les  un 

radicaii  et  les  cercles  tiigntiels  ; 

D'afres  M.  I.-I.  WILKINSON.  F.  R.  A-  S. 

Nous  ne  rapportons  que  les  énoncés  : 
Étant  donnés  deux  cercles  de  grandeur  et  de  position 
et  de  rayons  r  et  R,  si  d'un  point  P  on  mène  aux  cercles 

r  et  R  les  tangentes  PI,  PV,  telles  que—  =  p  =  const., 
le  lieu  du  point  P  est  un  cercle  M  :  c'est  celui  des  rap- 
ports langenlîeU;  al  p  =  -,  le  lieu  est  le  cercle  de  simili- 
tude O  rfe*  i/eux  cercles  r  et  R  ;  lorsque  p  =  1 ,  r*e  cercle 
des  rapports  tangentiels  défient  l'axe  radical  des  cercles 
r  et  R  ;  les  trois  cercles  r,  R  et  M  onl  (*e  même  axe  radi- 
cal. 

Quant  aux  propriétés  résultant  de  cette  relation , 
M.  Wilkinson  dit  qu'on  peut  consulter  le  chapitre  XXX 
of  M.  Chasles's  admirai  de  Traité  de  Géométrie  supé- 
rieure, pages  5i8-533. 

Dans  cet  opuscule  de  huit  pages,  on  cite  les  ouvrages 
périodiques  suivants,  nullement  connus  sur  le  continent  ; 
Gentelmen's  Diary,  Mathematical  Companion ,  Boston 
Emparer,  LibraryofUseful  Knowledge.  Les  géomètres 
cités  sont  :  John  Goiigh,  mathématicien  aveugle  de  Ken-» 
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]alf,  Richard  Hicholson  tteLiv ci-pool,  M.  Lowry,  James 
Cunliiïe  de  Balton ,  Butterwerth,  Harvey,  Eyres,  Dévies 
(mort),  Mono»,  J.-H.  Swale  (mon).  Tous  ces  géomètres 
se  août  occupés  des  axes  radicaux,  des  cercles  de  simili- 
tude, etc.  ;  on  cite  aussi  tes  Lociplani  et  de  Porùmatibus 
de  Simson,  et  Geometiical anaVfsis  de  Leslie. 


SOLUTION  DE  LA  QUESTION  278  (JACOBI) 


Pas   H.   BRIOSCHI, 

Professeur  \  l'Université  de  P*vii 


En  posant 


«=— >  p  = 

dé'     7        de 

on  a ,  par  un  théorème  connu , 

1«   P   7    1 

R'  = 

«.  f.  7.    • 

1  «■  ?,  7.  1 

Si  ne  plus  on  pose 

«'  +  P'+7' =  «, 

««,  +PP,  +77.  =D, 

«ï  +  PÎ  +  7Ï  =B« 

".  +  PP.  +77.  =«. 

A  +  PI  +  7Î=Ct 

«,«,+  p,p,  +  7,7,=  F, 

a-'  +  tt)  +  a\  —  A,,  ap  +  «,p,  +  a,p,  =  D,, 
p"  +  PI  -4-  p;  =  B, ,  <r/  +  a,  7,  -J-  «,7,  =  E, , 
7*  -T-7Î  +  7Ï  =  C.        P7  +  f.Tf.  +  M>  =  P<- 
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tes  équations  des  deux  ellipsoïdes ,  à  cause  des  notations 

ci-dessus,  reçoivent  la  forme 

Ai'  +  B/'  +  Ci'  +  aDir  +  îEw  +  aF  /»=#*, 
A.x'-l-B,  /'  +  C,s'  +  2D,*j'  +  2E,ars  +  aF,  ja  =  A*. 

Ces  deux  ellipsoïdes  sont  égaux  lorsque  les  coefficients 
des  mêmes  puissances  de  6  dans  les  deux  équations  sui- 
vantes sont  égaux  : 


!,  —  «     F, 
F,     C,— ( 


ou  lorsqu'on  aura 


■  A.  H 


(3) 


I E  C I      I F  C I      I D,  B, 
A  D  E 
DBF 

E  F  C 


I  A,  E,  ! 

I  E,  C,  I 


I  B,  F,  I 
|  F,  C,  I  ' 


A,  D,  E, 

D,  B,  F, 

E,  F,   C, 


La  première,  de  ces  équations  est  évidente.  Pour  vérifier 
la  seconde ,  j'observe  que ,  par  un  théorème  conuu ,  on  a 


[AD] 

!  D  B  S' 


I-  PI 


et  que ,  par  an  autre  théorème ,  on  a 

"    —  r — . —  —  n 
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On  trouve  de  mèine 

>   ) 

|JJ|=i.(n- »:+.:>. 

?c|=»-(-+»:+":»- 

|^|-r,.!  +  K+O, 

|e,S  |=»'(«: +»:+•!>• 

|™|.*(«.+i,  +  ,). 

expressions  qui  vérifient  la  seconde  équation.  La 
est  vérifiée  tout  de  suite  en  carrant  l'équation  ( 

troisième 
),  et,  en 

exécutant  le  carré  par  ligne  et  par  colonne  (*) 

on  aura 

ainsi 

1  A  D  E 

A,  D,  E,  1 

R>  =s     D  B  F 

= 

D,  B,  F,    • 

j  É  F   C 

E,  F,    C,  1 

RELATIONS  DE  DISTANCE  ENTRE  DES  POINTS; 
Put  M.  BRIOSCHI, 

P  ru  fesse  u  r  ■  l'Université  de  Parie. 

Notation.  Désignons  par  »r,  le  carré  de  la  dislance  des 
deux  points  désignés  par  ar,  a,,  de  sorte  que 

i".   Trois  points  en  ligne  droite. 


Ad  est  nus  pour  la  symétrie. 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  '7>  ) 
a".  Quatre  points  dans  nu  plmi. 


3°.  Cinq  points  dans  l'espace. 


Les  barres  désignent  des  déterminants.  Ces  valeurs  ne  sont 
pas  nouvelles  (Carnot);  la  nouveauté  est  dans  la  forme. 

Note  du  Rédacteur.  Les  déterminants  forment  au- 
jourd'hui une  théorie  importante,  féconde,  indispensable 
dans  l'Algèbre,  la  Géométrie  et  la  Mécanique  élémen- 
taires et  supérieure.  De  toutes  parts,  les  professeurs  de- 
mandent un  ouvrage  qui  donne  cette  théorie  et  ses  prin- 
cipales applications.  L'Angleterre  possèdedepuis  quelques 
année»  un  tel  ouvrage,  eiM.  Brioschi  a  publié  l'an  der- 
nier un  Traité  sur  les  Déterminants  qui  renferme  tout 
ce  qu'on  peut  désirer.  Cet  ouvrage  étant  de  niveau  avec 
ton»  ceux  qu'on  a  écrits  sur  cet  objet  et  les  dépassant 
même  en  quelques  points,  M.  le  professeur  Combescure 
en  a  fait  une  traduction  qu'il  a  bien  voulu  me  eommu  - 
nique r.  Fidélité,  élégance,  éclaircissements,  rien  ne 
manque  à  ce  beau  travail,  dont  la  publication  très-pm- 
chaîne  satisfera  à  un  devoir  universitaire . 
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NOTE  SUR  LE  SENS  DES  HÉLICES. 

1 .  Noos  supposons  que  l'hélice  est  décrite  par  un  point 
qui  se  meut  sur  une  droite  parallèle  à  un  axe  fixe  verti- 
cal autour  duquel  elle  tourne.  Si  un  spectateur  est  placé 
dans  l'axe ,  la  tète  vers  le  zénith ,  il  voit  passer  la  droite 
mobile  devant  sa  face,  ou  de  gauche  adroite  (GD),  ou  de 
droite  à  gauche  (DG);  le  mouvement  de  progression  du 
point  mobile  peut  avoir  lieu  du  zénith  vers  le  nadir  (ZN) 
ou  du  nadir  vers  le  zénith  (NZ)  ;  de  là  quatre  sortes  de 
mouvement:  GD,  ZN;  GD,NZ;  DG,NZ;  DG,  ZN.  Il 
est  évident  que  les  deux  mouvements  GD,  NZetDG,ZN 
désignent  la  même  hélice;  de  même  GD,  ZN  et  DG,  NZ. 

L'hélice  GD,  ZN  est  dite  dextrorsum  et  l'hélice  GD, 
NZ  est  dite  sinistrorsum.  A  vitesses  égales  les  deux  lié- 
lices  sont  symétriques,  douées  de  propriétés  d'égalité  et 
non  de  superposition. 

On  ne  construit  que  des  vis  dextrorsum  pour  faciliter 
le  mouvement  naturel  de  la  main  droite.  En  donnant  à 
ces  vis  le  mouvement  de  rotation  GD,  elles  prennent  le 
mouvement  de  translation  NZ,  c'est-à-dire  de  haut  en 
bas ,  Ou  en  avant.  En  imprimant  à  ces  vis  le  mouvement 
de  rotation  DG,  elles  prennent  le  mouvement  de  trans- 
lation NZ,  c'est-à-dire  de  bas  en  haut  ou  en  arrière.  Car 
les  denx  hélices  GD,  ZN  et  DG,  NZ  sont  identiques. 
Dans  les  plantes  grimpantes,  chaque  espèce  décrit  une  hé- 
lice déterminée,  par  exemple  l'hélice  du  houblon  est 
dextrorsum  et  celle  du  haricot  est  sinistrorsum  (*). 

L'hélice  apparente  annuelle  que  décrif  le  Soleil  est  dex-> 

(*)  Le*  bonu  d'eisieui  «ont  Mriude*  pour  recevoir  de*  ccrous  qui , 
pnlMnt  contre  les  moyeux,  maintiennent  1*  roue.  Le  bout  de  droite  a  une 
lia  dfXirormm  et  le  bout  de  gaucho  liniiirorsum,  afin  que  dans  la  marche' 
fh  avaal  In  moyeux  frottant  contre  le*  ecroair  ne  ies  devinent  pas. 
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irorsum  depuis  le  solstice  d'été  jusqu'au  solstice  d'hiver, 
et  ainistrorsum  du  solstice  d'hiver  au  solstice  d'été,  le 
spectateur  étant  l'axe  de  l'hélice,  la  tète  vers  le  pôle  boréal , 

2.  Lorsque  l'hélice  est  plane ,  elle  est  ou  une  courbe 
fermée  ou  une  spirale.  Soient  un  point  A  situé  dans  l'inté- 
rieur et  ZAN  une  perpendiculaire  élevée  en  A  sur  le  plan. 
tin  spectateur  placé  en  AZ,  ayant  la  tête  en  Z,  verra  le 
point  décrivant  passer  devant  lui  de  G  en  D  ou  de  DenG, 
et  le  mouvement  sera  désigné  par  GD,  dextrorswn,  ou 
par  DG,  sinistrorsum.  Si  un  second  spectateur  est 
placé  en  AN,  la  tète  en  N,  il  y  a  inversion;  le  mouvement 
GDdu  premier  devient  DG  pour  le  second.  Ainsi. placé 
au  pôle  boréal ,  la  Terre  tourne  pour  lui  dans  le  sens  DG 
et  au  pôle  austral  dans  le  sens  GD.  Dans  la  théorie  des 
couples ,  on  convient  de  porter  sur  l'axe  AZ  la  valeur  du 
couple  qui,  pour  le  spectateur  AZ,  tourne  dans  le  sens 
GD  ou  dexlrorsum,  et  sur  AN  la  valeur  du  couple  DG  ; 
ît  en  est  de  même  pour  un  spectateur  AN  ;  le  couple  GD 
est  porté  sur  AN.  En  effet,  le  GD  du  spectateur  AN  est 
DG  pour  le  spectateur  AZ ,  on  doit  le  porter  sur  AN.  On 
voit  donc  que  de  quelque  manière  que  le  spectateur  soit 
placé  relativement  au  plan  du  couple,  en  dessus  ou  en 
dessous,  le  sens  du  couple  est  toujours  représenté  par  la 
même  portion  de  l'axe.  H  n'y  a  jamais  ambiguïté. 

3.  Un  spectateur  placé  dans  l'intérieur  de  l'orbite  de  la 
Terre,  à  un  foyer  par  exemple,  la  tète  vers  le  pôle  boréal 
du  monde ,  voit  cette  planète  tourner  autour  de  lui  dans 
le  sens  GD,  ce  qui  est  le  sens  inverse  des  lignes.  La  paral- 
lèle à  l'axe  terrestre  menée  par  ce  foyer  décrit  un  cône  bou- 
clé autour  de  l'axe,  position  du  spectateur,  par  rapport 
auquel  ce  mouvement  s'exécute  dans  le  sens  DG  ;  c'est 
aussi  celui  de  l'intersection  de  l'équateur  avec  l'eclip tique, 
Ou  le  sens  de  la  précession  des  équinoxes.  Sur  un  cadran 
horizontal  la  marche  de  l'ombre  est  GD.  On  sait  d'ail- 
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leurs  que  cette  ombre  est  la  ligne  d'intersection  de  la  sur- 
face du  cadran  avec  le  cône  qui  a  pour  sommet  l'extré- 
mité du  style  et  pour  directrice  l'hélice  annuelle  du  Soleil. 
Chaque  spire  de  celte  hélice  étant  sensiblement  un  cercle, 
la  partie  diurne  de  l'ombre  est ,  dans  nos  latitudes  et  sur 
un  cadran  plan ,  sensiblement  une  portion  d'hyperbole . 

4.  Coquilles  gastéropodes.  On  sait  que  ces  coquilles 
sont  des  surfaces  hélicoïdales.  Supposons  la  coquille  dans 
sa  position  normale,  celle  qui  a  lieu  dans  le  sens  de  la 
progression.  Le  sens  de  l'hélice  est  généralement  dex- 
trorsum  et  de  même  X ouverture.  Il  y  a  une  exception  qui 
fournit  un  caractère  générique. 

On  connaît  l'importance  du  sens  des  hélices  dans  les 
courants  électromagnétiques  et  des  déviations  dextrorsum 
ou  smistrorsum  des  plans  de  polarisation. 

5.  Le  mouvement  hélicoïdal  est  le  seul  qu'on  rencontre 
dans  la  nature,  parce  qu'il  est  le  résultat  de  l'action  de 
couples.  Toute  force  qui  ne  passe  pas  par  le  centre  de 
gravité  d'un  corps engendre  un  couple;  or  le  nombre  des 
points  d'un  corps  est  infini  et  le  centre  de  gravité  est  un 
seul  de  ces  points  :  par  conséquent ,  il  y  a  à  parler  l'infini 
contre  l'unité  que  la  force  ne  passe  pas  par  le  centre  de 
gravité  et  qu'il  y  a  couple  et  hélice;  ainsi  le  mouvement  de 
tout  corps  céleste ,  sans  excepter  les  soleils  i  est  nécessaire- 
ment hélicoïdal,  formé  de  progression  et  de  rotation.  Ce 
mouvement  est  décrit  avec  clarté  et  précision  dans  l'excel- 
lente Cosmographie  de  M.  Faye,  production  d'un  savant 
compétent,  astronome  pratique  et  dont  l'ouvrage,  d'une 
étude  attrayante,  ne  saurait  être  trop  recommandé.  On  y 
a  adopté  (il  n'y  aurait  pas  eu  d'inconvénient  à  le  dire)  la 
méthode  de  Lacaille ,  qui  consiste   à  partir  des  mouve- 

*  ments  réels  pour  venir  aux  mouvements  apparents,  marche 
rationnelle  et  qui  facilite  tout.  Carie  système  du  Polonais 
Copernic,  qui  répugnait  encore  a  Pascal  comme  janse- 

4m.  de  Maduhnti.,  I.  MV.  (Mit   tteS.Ï  la 
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niste,  ut  aujourd'hui  du  domaine  public,  et  le  système 
de  Ptolémée  «st  repoussé  même  par  le  vulgaire.  Toute- 
fois, il  règne  encore  dans  l'histoire,  c'est-à-dire  que 
noua  noua  persuadons  toujours  que  le  genre  humain  esl 
le  pivot,  le  centre  de  tous  les  événements  passés  et  a  ve- 
nir et  que  le  sort  de  l'univers  est  lié  à  celui  de  l'homme; 
inspiration  de  l'orgueil,  mauvais  logicien ,  qui  sur  mille 
nous  trompe  neuf  cent  quatre-vingt-dix-neuf  fois,  dans 
les  appréciations  individuel  les  et  générales. 


hr  h  tuiiritin  ta  rwtugfcs  «an  tn  tuatini  s—gka  «iTèits 

«uardistn  a  n  nriaMffi,  issticttitiii  gMvtoiain 

m  ligitt  et  striâtes  ta  uc*H  degré  ; 

D'amis  M.  0.  HESSB, 

Professeur  k  HTniyersitrt  d«  KonigBher|; . 

(Cmu*,  (.  XX,  p.  ï85;  i84o:J 

i.  Notation.   Etant  données  les  n  variables  Xtl  jr,, 

*»»■■■!  •r~>  »•  symbole  2fl*.*-**-xj  «8oine l"'' f*at 

donnera  x  et  à  X  toutes  les  valeurs  de  la  suite  f,  a,  3,...,", 

et  poser 

D'après  celte  convention,  un  rectangle  aura  pour  cocfG- 


voir  n  carrés  et  — rectangle*.  Prenons-,  par  exem» 

pie  ,  n  =  3;  alors  le  symbole  désigne  la  fonction 
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SoieDt«  autres  vBriabletj-,,yt,...,yH,  écrirons 

et  donnant  à  A  les  valeurs  de  la  suite  i,  a,  3,...,  n,  on 
obtient  n  équations  de  relation  entre  les  variables  x  et 
les  n  variables  y,  dans  lesquelles  entrent  n*  coefficients, 
et  où  x1/*  est  le  coefficient  de  la  variable  jp.  8i  «  =  3, 

X,    =  *<*>/,  +  *»>/,  +  *<«  J-,, 

*,  =  *<;)/,  -j-  «fJj,  +  Wjv 

%  Substituant  l«s  valeurs  dejj  tlréssdeanéquations(i) 
dans  la  fonction 

JJi  *«.****•  i' 

on  obtient  une  fonction  quadratique  entière  homogène 
en  y.  Si  l'on  donne  aux  n1  coefficients  indéterminés  jrt'l 
des  valeurs  telles,  que  les  rectangles  disparaissent,  on 
aura 

<* >         2"'.  !•"-  '*■»  "  G,rî  +  °'-''î  "*~  ■  '  "+  G'r"  ' 
et  ces  équations  de  condition 


(3) 


(4)  g,  =  2«  ^-M". 

en  donnant  dans  (3)  à  />  et  q  les  valeurs   diverses  de  la 
suite  i,  »,  3,...,  n,  on  obtient  — ■ équations  entre 
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]es  n*  coefficients  «jf'  qui  expriment  que  les  rectangles 
ont  dispara.  En  effet,  la  substitution  faite,  ordonnons  ce 
qui  multiplie  Je  rectangle  j>J,i  d'après  les  coefficients 
â*rt,  *'/',...,  x'/\  alors  x*-')  sera  multiplié  par 

sa,,*;*1  -^-«l,*j1'•,  +. .  ■  +«, „ *£?' î 
c  or;  ;  i    n  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 

en  donnant  à  k  toute»  les  valeurs  -de  la  suite  i,  3,3,...,  n. 
De  même,  pour  ce  qui  multiplie  x'f\  etc.,  ou  est  ainsi 
amené  au  système  (3).  Pour  n  =  3,  on  a 

*V>  [<i„  j?>  +  «„*<«  -+-  a„xi"  ] 

+  .^>{«n:E»>  +  «n*'*>-f-a,,*<,'>}        * 
+  *<»  [fl„  *«>  +■  «„*?>  +■  fl„  *?>]  =  O , 

et  une  seconde  équation  eh  changeant  les  indices  supé- 
rieurs i  en  a  et  2  en  3,  et  laissant  les  indices  inférieurs, 
on  déduit  de  même  une  troisième  équation  de  la  se- 
conde. 

Les équations  (3)  renferment  «*  indétermi- 
nées; par  conséquent  on  peut  donner  des  valeurs  arbi- 
traires à  — :decesindéterminées;lesnéquations(4) 

donnent  les  n  valeurs  de  Gp. 

Il  est  évident  que  les  équations  (3)  ne  changent  pas  en 
remplaçant  p  par  tj,  et  vice  versa. 

Prenons  n  nouvelles  \iriah\es  y„+„  jrn+t,...,  yt„,  et 
établissons  la  relation  suivante  entre  les  x  et  ces  va- 
riables 

(5)      *x  =  *£*+«  jvm  +  ■*j"-,-V.-i-i  +■  ■  -  +  ^ln)  .T.». 
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et  i.  prenant  toutes  les  valeurs  de  la  suite  i,  a,...,  »; 
substituant  ces  valeurs  dans  la  fonctions  Va    ,x  .x,, 
et  faisant  disparaître  les  rectangles,  la  fonction  se  ré- 


*"*K» 

~  Om-7^ 

,-■■- 

-  G,./ 

nme  ci-dessus  ; 

L.: 

-,'2* 

•T" 

„„"2» 

,«'**»' 

*<•*»> 

]    -H  *; 

d*Ç~ii 

1  +*i 

,.*'T" 

«f" 

,i*(^> 

—  G**, 

,=y«. , 

,*;■*"*! 

.+,). 

mettant  à  la  place  de  />  et  7  les  diverses  valeurs  de  la  suite 
1,  »,  3,...,  n,  on  obtient  — équations  de  condi- 
tion. 

Or  les  »(h — 1)  équations  (3)  et  (6)  renferment  les 

— — ^— -  constantes  «„  (  j,  ou  plutôt  les  — 1  rap- 
ports entre  ces  constantes  et  l'une  d'entre  elles-,  élimi- 
nant tes  constantes,  on  obtient- équations 

entre  les  an*  coefficients  *J"',  x',",...,  xiV'j  mais  nous 
allons  voir  que  ces  équations  peuvent  être  remplacées  par 
d'autres  plus  symétriques  et  n'exigeant  pas  autant  d'éli- 
minations. 
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3.  A  cet  effet,  d  des  équation»  (i)  nou»  àédm 

vice  vend, 

(8)  r=X««,  +  X<»*  +  ... +  *?>-.; 


(9) 


=  *<;"x("h-xWx",  +  ..   +*i.1|X™ 

.  =  xf>x{"+x<-'xi,>  +  ...  +  xî")xi«! 

■  ■       i      i  "*~  j      i  "•"  ■  *  ■  ■+■  * i  *i  » 

f  «  -.  »(,)  TC(,)  -t  »(*>  T(,)  j-         -u  j-'"'  T£f"> 
1  «        J      '      ■        1    -r  -  ■  ■  -r  ^    A-ji  . 

On  obtient  les  deux  premières  équations  en  plaçant  les 
valeurs  des  x  déduites  de  (i)  dans  l'équation  (8),  et  les 
deux  dernières  en  plaçant  les  y  déduites  de  (8)  dans  l'é- 
quation (t). 

Mettant  la  valeur  de  y    dans  l'équation  (a),  on  ob- 
tient 
(  i  o)  *,,  p  x  =  G,  X^"  Xf  +  G,  X™  X^1  +  ■  •  ■  +  G.  X*0  X^j 

ayant  égard  aux  équations  (9),  on  trouve  les  n  équations 
suivante*  : 

l  «il*>>+a„^'>-l-...+  a1B4i'',=  G,Xtlri,       . 

(11)      J  a„  *\r)  +  fl„  «;•)  +  ...  +  a,,  *!."  =  G,  X1,"' , 

(  *.,«(,rt  4-  «„,  **/*  +  .,.+■  am  xi*  =  G,  Xirt. 

On  tire  de  ces  équations  ; 

1  *(*) 

\-}~=kll  X">>+.  A,.,  X</'H +  A1J(  X«, 

I   G/ 


[■*) 


ïfl  =***..  X^-t-À,,,  X<,">4-   ..+  A,^.Xf", 
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où  les  A  sont  des  fondions  des  «et  Ton  a  aussi  A,,; [  =  Ai,*; 
ces  équations  sont  représentées  par  celle-ci , 

x<p)     ■ 

—  =  A*,  XW+A,,,  XW+- hA,,x;' 

en  donnant  à  x  les  valeurs  de  la  suite  i,  3,  3,...,  ». 

Si  noua  multiplions  celte  équation  par  x('\  et  donnant 
à  p  les  valeurs  t,  a,  3,...,  R,  on  obtient  n  équations,  dont 
l'addition  donne 

la  fonnule  (5)  fournit  de  même 


(-4) 


ajoutant,  on  a 

(.5)        jo  =  ^ 


G«., 


En  donnant  à  x  et  a  X  tontes  les  valeurs  égales  et  diverses 

delà  suite  i,  a,  3,.,.,  n,  on  obtient  — équations 

symétriques,  entre  les  coefficients  a:"*  x^"-1"1^  et  les  quan- 
tités G,,  G„...,G,„;  éliminant  ces  an  quantités,  qui 
tiennent  lieu    de    a  n  ■ —  i   rapports,    on    parvient   à 

— équations  entre  les  coefficients  x .  ,  elc; 

qu'on  obtient  également  comme  on  a  vu  ci-dessus  par 
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l'élimination   des   cous  ta  nies   entre    les    équations  (3) 
M  («). 

Il  est  facile  de  voir  que  des  équations  (i5);  ou  peut  re- 
venir aux  équations  (3)  et  (6);  il  suffit  de  décomposer 
l'équation  (i5)  en  deux  autres  de  la  forme  (i3)et  (i4)  ;  et 

il  y  a  — -A — — -j— r;  de  ces  décompositions.  Posant  cn- 

suite  les  équations  (9),  on  dérive  de  l'équation  (i3)  les 
équalions(ia),  lesquelles  résolues  suivant  XW,  X'/>,  etc., 
donnent  les  équations  (11);  d'oùl'on  déduit  facilement  les 
équations  (3)  et  (4)-  On  dérive  de  même  les  équations  (6) 
et  (7)  dol'équation  (<4)  et  les  constantes  de  la  fonction 
^a,,j  xt  Xi  sont  tellement  disposées  dans  les  équa- 
tions (3,  4)>  (61  7)1  qu'on,  peut  facilement  a  leur  aide  ré- 
tablir la  fonction  Vfl,,i  x,  «i.Il  existedonc  — .— '  -^- — - 

fonctions,  d'où  dérivent  deux  systèmes  d'équations  (3), 
(6)  qui  peuvent  remplacer  l'équation  (i5);  par  exemple, 
on  peut  prendre 


(-4) 

__ 

A.  Si  l'on  multiplie  les  équations  (i5)  par  la  constante 
A„,j  et  donnant  à  x  et  J  les  valeurs  égales  et  diverses  de  la 

suitei,  2,  3,...,H,onoblient  — -équations,  dont  la 
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somme  peut  être  représentée  ainsi  ; 


1+ — s: — =•■ 

Il  est  facile  de  voir  qu'on  peut  déterminer  les  — 

coefficients  b,,i  de  telle  sorte  que  an  —  i  de  ces  "V  s'éva- 
nouissent, et  alors  le  \  restant  s'annule  de  lui-même  ; 
et  comme  entre  les  an*  coefficients  x  il  n'existe  que 
relations,  il  s'ensuit  que 


de  ces  coefficients  peuvent  être  pris  arbitrairement.  On  a 
donc  ce  théorème. 

Théorème  I.  Soient  tes  m  systèmes  de  valeurs 


&'  £«  an  systèmes  satisfont  aux  - 
lions  résultant  de  l 'élimination  des  - 


i*,)  entre  les  n  (n — î)  équations  (3)  «ï  (6);  si  de  plus 
an  — ■  de  ces  systèmes  satisfont  respectivement  à  une 
équation  homogène  du  second  degré  entre  n  variables,  le 
système  restant  y  satisfera  aussi. 

5.  applications  géométriques.  Soit  l'équation  dusecond. 
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degré  n  =  3  entre  les  deux  rapports  variables  —  i  — » 

a„x,t  +  at,x\-t-a11x',-*-2a„xlx,+  3a„x1xi-i-za„xli  =  o. 
Prenons  dans  le  plan  de  cette  conique  six  points 

y,",  *»>,  *»>;  *«,  *?',  *»'...  *<•>,  4«,  *?>. 

Supposons  que  les  équations  (3  )  sont  satisfaites  par  les 
coordonnées  des  trois  premiers  points  et  les  équations  (6) 
par  les  coordonnées  des  trois  derniers  points.  Alors  dans 
le  triangle  formé  par  les  trois  premiers  points  chaque 
sommet  est  le  pôle  du  côté  opposé,  autrement  les  trois 
points  sontpolairement  conjugués  ;  il  en  est  de  même  des 
trois  autres  points.  Or,  par  cinq  de  ces  points,  on  peut 
faire  passer  une  conique ,-  c'est-à-dire  que  les  coordonnées 
de  ces  points  satisfont  à  une  certaine  fonction  homogène 
du  second  degré  ;  donc  d'après  le  théorème  I,  les  coor- 
données du  sixième  point  y  satisfont  aussi .  On  a  donc  ce 
théorème  de  Géométrie  : 

Tméorèwk  II.  Étant  donna  une  courbe  du  second 
degré  et  deux  systèmes  de  trois  points  chacun  conjugués 
relativement  à  cette  courbe,  les  six  points  se  trouvent 
sur  une  autre  courbe  du  second  degré. 

Observation.  Si  l'on  convient  de  donner  à  ce  triangle 
le  nom  de  triangle  polaire ,  le  théorème  s'énonce  ainsi  : 
les  six  sommets  de  deux  triangles  polaires  relatif»  à 
une  même  conique  sont  sur  une  seconde  conique  {"). 

Ce  théorème  est  dû   à   M.    Chasles. 

TuÉoitÈMR  III.  Six  points  étant  situés  sur  la  même 
conique,  si  l'on  partage  ces  points  d'une  manière  quel- 
conque en  deux  systèmes  de  trois  points,  les  deux  sys~ 

(')  Cetlu  observa ti un  n'est  pa«  de  M.  lieuse, 
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tentes  sont  des  triangles  polaires  relativement  à  une  cer- 
taine courbe  du  second  degré. 

Le  partage  peut  se  faire  de  dix  manières. 

Etant  données  cinq  paires  de  points  conjuguées  a  la 
même  conique,  celle-ci  est  donnée. 

TeÊonÈMfi  IV.  Les  six  côtés  de  deux  triangles  po- 
laires touchent  une  ligne  du  second  ordre. 

Théorème.  V.  Les  six  côtés  de  deux  triangles  cir- 
conscrits à  la  même  conique  sont  deux  systèmes  de  tri- 
angles polaires  relativement  à  une  autre  conique. 

Etant  données  cinq  paires  de  droites  conjuguées,  la 
conique  est  déterminée. 

Théorème  VI.  Deu  c  triangles  étant  inscrits  dans  une 
conique,  ils  sont  circonscriptihles  à  une  autre  conique, 
et  vice  versa  ;  deux  triangles  étant  circonscrits  à  une 
conique,  sont  inscriptibtes  dans  une  autre  conique. 

Ces  divers  théorèmes  se  démontrent  à  l'aide  des  po- 
laires réciproques. 

6.  Soit 

2)  «*,J  **  *i  —  ° 

l'équation  d'une  surface  du  second  degré;  alors  n  =  4-ï-es 
coordonnées  des  deux  points  p,  q  sont  désignées  par 
**'       *V>       *ï"'       ^i*'       *i?'       ***' 

^j'   *?>'   iy»;   *<j«'   *£j'   ^>; 

mettant  pour/?,  q  les  valeurs  diverses  de  la  suite  i ,  a,  3,  4, 
les  six  équations  (3)  expriment  que  le  plan  polaire  de 
chacun  de  ces  points  passe  parles  trois  antres,  de  sorte  que 
les  quatre  points  sont  polairement  conjugués  par  rapport 
à  la  surface  et  sont  les  sommets  d'un  tétraèdre  polaire  (*). 
De  même  les  six  équations  (6)  expriment  que  les  points 

(",  Celui  dénomination  n'est  pas  île  M.  Bcmo, 
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5,  6,  7,  8  sont  les  quatre  sommets  d'un  second  tétraèdre 
polaire.  Appliquant  le  théorème  I ,  on  obtient  : 

Théohème  VII.  Toute  surface  du  second  degré  qui 
passe  par  sept  sommets  de  deux  tétraèdres  polaires  passe 
aussi  par  le  huitième  sommet. 

Par  sept  points,  on  peut  mener  une  infinité  de  surfaces 
du  second  degré ,  n'ayant  pas  la  même  courbe  d'intersec- 
tion, de  sorte  que  le  théorème  précédent  peut  aussi 
s'énoncer  ainsi.  Les  huit  sommets  de  deux  tétraèdres  po- 
laires peuvent  être  considérés  comme  les  huit  points  d'in- 
tersection de  trois  autres  surfaces  du  second  degré  n'ayant 
pas  les  mêmes  courbes  d'intersection. 

Nous  donnons  plus  loin  le  moyen  de  construire  ce  hui- 
tième point  géométriquement. 

L'élimination  des  coefficients  aX}t  des  équations  (3)  et 
(6)  donne  trois  équations  de  conditions  auxquelles  doi- 
vent satisfaire  les  coordonnées  des  huit  points  i,  a,...,  8 
pour  être  les  sommets  de  deux  tétraèdres  polaires  f  n°  2 }. 
Ainsi,  prenant  arbitrairement  sept  de  ces  pointsle  huitième 
est  déterminé.  Or  les  douze  équations  (3),  (6)  renferment 
neuf  équations  où  manquent  les  coordonnées  du  huitième 
point  et  trois  équations  linéaires  relatives  aux  coordonnées 
du  huitième  point;  ainsi  les  neuf  équations  suffisent  pour 
déterminer  les  coefficients  a>,x  ;  et  les  trois  autres  équa- 
tions donnent  linéairement  les  coordonnées  du  huitième 
point.  Donc  si  dans  deux  tétraèdres  polaires  sept  sommets 
sont  donnés,  les  coefficients  ax>x  sont  donnés  et  la  surface 
est  déterminée  ainsi  que  les  coordonnées  du  huitième 
point.  On  adonece  théorème  connu  : 

Théorème  VIII.  Toute  surface  du  second  degré  qui 
passepar  sept  points  pris  arbitrairement  passe  également 
par  un  huitième  point  déterminé.  (Voir  Crelle,  tome  III, 
pages  199,  100  et  ao5.)' 

Théorème  IX.    Trois    surfaces    du    second    degré 
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n'ayant  pas  la  même  courbe  à"  intersection  se  rencontrent 
en  huit  points  qui  peuvent  être  considérés  comme  les 
huit  sommets  de  deux  tétraèdres  polaires  relativement  à 
une  autre  surface  du  second  degré. 

Ces  huit  points  fournissent  trente-cinq  systèmes  de  deux 
tétraèdres  polaires. 

Théorème  X.  Toute  surf  ace  du  second  degré  qui  tou- 
che sept  faces  de  deux  tétraèdres  polaires  touche  aussi 
la    huitième  face. 

Théorème  XI.  Toute  surface  du  second  ordre  quitouche 
sept  plans   touche  aussi  un  huitième  plan    déterminé. 

Théorème  XII.  Huit  plans  tangents  communs  à  trois 
surfaces  du  second  ordre  n'ayant  que  ces  huit  plans  tan- 
gents en  commun  peuvent  être  considérés  comme  les  huit 
faces  de  deux  tétraèdres  polaires  relativement  à  une  sur- 
face du  second  ordre. 

Théorème  XIII.  Deux  tétraèdres  étant  inscrits  dans 
trois  surfaces  du  secondordre,  noyant  pas  une  même 
courbe  à" intersection ,  sontcirconscriptibles  à  trois  autres 
surfaces  du  second  degré  n'ayant  pas  plus  de  huit  plans 
tangents  en  commun. 

Solutions   géométriques  de  quelques   problèmes  men- 
tionnés ci-dessus. 

7.  Lemme.  Étant  données  une  conique  et  une  droite 
dans  le  plan  de  la  conique,  on  peut  projeter  la  figure 
de  manière  que  la  droite  aille  à  l'infini  et  que  la  conique 
devienne  un  cercle.  (Pobcblït,  Propriétés  projectives, 
page  34.) 

8.  Lemme.  Si  dans  On  quadrilatère  complet  dont  les 
trois  diagonales  sont  aa\  bb',  ce',  les  points  aa'  et  bb' 
sont  deux  paires  de  points  conjugués  relativement  A  une 
conique,  les  points  ce'  sont  aussi  conjugués  relativement 
i  cette  conique. 
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Démonstration . 

A,  A'  points  d'intersection  de  la  diagonale  as'  avec  la  conique. 

B,  B'  —  bb'  — 

C,  C  —  c<?  - 
Par  hypothèse  les  quatre  points  a'  ha  h!  sont  harmoni- 
ques etde  même  les  quatre  points  i'ii  4B';  il  faut  démon* 
trer  que  les  quatre  points  c'  C  c  C  sont,  aussi  harmoniques. 
Projetons  la  figure  de  manière  que  la  droite  a'  b'  c'  aille  i 
l'infini  et  que  la  conique  devienne  un  cercle  (d°  7,  lemme)  ; 
dans  la  figure  projetée  le  point  a' étant  à  l'infini,  le  point 
a  sera  au  milieu  de  A  A'  et  de  même  le  point  b  au  milieu 
deBB'j  il  faut  prouver  que  c  est  aussi  au  milieu  de  OC; 
or  la  perpendiculaire  élevée  en  a  sur  la  corde  AA'  passe 
par  le  centre  du  cercle  et  est  perpendiculaire  sur  bc  paral- 
lèle à  A  A'  ;  la  perpendiculaire  élevée  en  b  sur  la  corde  BB* 
passe  aussi  par  le  centre  et  est  perpendiculaire  à  ac  paral- 
lèle à  BB';  la  perpendiculaire  élevée  en  c  sur  CC  est 
perpendiculaire  sur  ah  parallèle  à  CC;  donc  les  trois 
perpendiculaires  passent  par  le  centre  du  cercle  ;  donc  c 
est  le  milieu  de  la  corde  C                            c.  q.  f.  d. 

9.  Ce  lemme,  l'hexagramme  de  Pascal,  et  les  théorèmes 
{II),  (III)  ci-dessus  sont  des  propositions  liées  entre  elles; 
de  sorte  que  deux  d'entre  elles  étant  données,  on  peut  en 
conclure  facilement  les  autres.  Par  exemple,  soient  abc, 
a'  b'  c1  deux  triangles  polaires  relativement  à  la  même  co- 
nique et  p  '  l'intersection  des  côtés  ocetb'c'\p  l'intersec- 
tion de  bc  et  a'c',  p'  et  b  sont  de*  points  conjugués ,  car 
ac  polaire  de  b  passe  par  p'  et  a'  b  polaire  de  p'  passe  par 
b  ;  on  prouve  de  même  que/7  et  b  sont  conjugués.  Donc,  en 
vertu  du  lemme  (n°  8),  le  point  P  intersection  de  bp  et 
de  b'  p'  et  le  point.  P'  intersection  de  bb'  et  pp'  sont  con- 
jugués; donc  la  polaire  de  P  passe  parP'«  Mais  la  polaire 
deP  est  art';  donc  les  trois  droites  aa',  bb',  pp'  passent 
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par  le  même  point  P'.  Ainsi  les  côtés  opposés  de  l'hexa- 
gone aa'  c'  h'  bc  se  rencontrent  en  trois  points  en  ligne 
droite, savoir  an' et  bV  (In  point  P'),  bc  et  a'  c  (le point  p), 
ac  et  h'  c'  (le  point/)');  donc  l'hexagone  est  inscriptible 
dans  une  conique  (théorime  VI). 

10.  Problème.  Étant  donnés  le  triangle  polaire  abc  et 
le  couple  de  points  conjugués  a"  A,  b"  fi,  construire  les 
polaires  de  a"  et  de  b". 

Solution.  Écrivons 


pk\ 


-.       r"    a,        f"        a/. 


cela  veut  dire  que  p  est  le  point  d'intersection  des  droites 
aa"bb"y  que«  est  le  point  d'intersection  des  droites/;  A 
et  bc,  et  ainsi  de  suite  ;  la  droite  Bj5"  est  la  polaire  du  point 
Cet  la  droite  A  a  "est  ta  polaire  de  a".  En  effet,  la  droite 
acfi  est  la  polaire  du  point  b  ;  donc  bc.\"j  sont  des  point* 
conjugués.  Dans  le  quadrilatère  bb" /3  B,  les  deux  som- 
mets opposés  i(3  et  £"B  sont  un  couple  de  points  conju- 
gués; doue  en  vertu  du  lemme  (n°  8)  les  points  /5'  et  p, 
extrémités  de  la  troisième  diagonale  (car  l'intersection 
de  bb"  et  (3  B  est  la  même  que  celle  de  aa"  et  bb"),  sont 
conjugués.  On  démontre  de  la  même  manière ,  en  consi- 
dérant les  lignes  a  «,  a"  A,  p  a'  eomme  les  trois  diagonales 
d'nn  quadrilatère  complet,  que  les  points  p  et  «'  sont  con- 
jogués;  ainsi  *'(3'  est  la  polaire  du  point/»',  donc  bp  ou 
bb"  est  la  polaire  de  f3";  ainsi  les  polaires  de  B  et  de  fî" 
passent  par  b",  donc  B(3"  est  la  polaire  de  b"\  on  prouve 
de  même  que  A  a"  est  la  polaire  de  o".  c.  q.  r.  d. 
41.  Soient  a,  b.  c,  d  et  a',  b',  c',  d' les-  huit  si 


■  :  ç'esi-â-diic 
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qtie  p  est  l'intersection  du  plan  ilbl>'  et  de  la  droite  aa'. 
p  étant  sur  la  droite  aa\  le  plan  polaire  de  p  passe  par 
l'intersection  des  plans  bcdMdd'  \  et  étant  aussi  sur  le  plan 
dbb'  le  pian  polaire  parle  point  d'intersection  ac.a'  c'  d\ 
ainsi  ce  plan  polaire  passe  par  les  trois  points  bcd.b' c', 
b'c'd'.bc,  a'c'd'.ac.  II  est  facile  de  trouver  encore  un 
quatrième  point  de  ce  plan.  En  effet ,  menons  les  droites 


plan  polaire  de  q  passant  par  a  et  le  plan  polaire  de  b' 
passant  par  a';  en  vertu  du  iemme  f  n"  8) ,  le  plan 
polaire  dep  passera  par  l'intersection  des  droites  tfa',  ah', 
c'est-à-dire  par  l'intersection  dba'.ab'.  Ainsi  les  quatre 
points db'c'.bc,  d'c'a'.ca,  dbc.b'  c' ,  da'  b.ab'  sont 
dans  le  même  plan.  Donc  les  deux  droites  (d'  b'  c'.bc) 
(d'c'a'.ca)  et  [dbc.b' c')  (da1  b.ab')  se  rencontrent. 

Remplaçons  les  lettres  cab'c'  a'bdd'  respectivement 
par  les  chiffres  i ,  3,3,  4>  5,  6y  7,  8,  alors  les  deux  droites 
(734.611(745.13),  (856.33)  (861.34)  se  rencontrent. 

Mais  les  huit  sommets  des  tétraèdres  polaires  peuvent 
être  divisés  de  diverses  manières  en  quatre  systèmes  de 
points  conjugués.  Pour  trouver  les  diverses  droites  qui 
correspondent  à  ces  systèmes,  formons  l'hexagone  1  a3456, 
et  désignons-le  par  H  ;  par  le  point  7  et  un  côté  du  poly- 
gone, soît  34)  menons  un  plan  qui  coupera  le  coté  op- 
posé 61  en  un  point  :  c'est  le  point  désigné  par  734-61- 
On  aura  ainsi  un  point  sur  chaque  coté  de  l'hexagone. 
Désignons  par  A  le  second  hexagone  dont  ces  points  sont 
les  sommets;  opérant  de  même  avec  le  point  8  sur  le 
polygone  H,  on  obtient  un  troisième  hexagone  B.  Ces 
trois  hexagones  jouissent  de  propriétés  remarquables; 
les  trois  droites  qui  joignent  les  sommets  des  angles  op- 
posés de  l'hexagone  A  passent  par  le  point  7;  car  les 
points  (734.61)  et   (761.34)  sont  des  deux 'sommets 
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opposés  (latts  le  polygone  A;  cette  droite  étant  dans  les 
deux  plans  734  et  761  passe  par  le  point  7,  etc.  On  dé*- 
montre  de  même  que  les  droite»  qui  joignent  les  som- 
mets opposés  dans  le  polygone  B  passent  par  le  point  8. 

Désignons  par  Ai  le  coté  (734-61)  (745.31);  dans 
l'hexagone  A  nous  avons  vu  que  ce  côté  rencontre  le  côté 
(856. a3)  (861.34),  ou  B,  de  l'hexagone  B-,  le  côté  A, 
rencontre  encore  le  côté  Bt  (834>6i)  (845. 11)  :  car  tes 
deux  côtés  sont  situés  dans  le  plan  61  a  ;  de  plus  le  même 
côté  Ai  rencontre  le  côté  B,  (812.48)  (82S. 56)  de 
l'hexagone  B,  car  si  nous  remplaçons  l'ordre  13340678  par 
56ia3487,  A,  se  change  en  B,  et  B,  en  A|.  Or  A,  et  Bi 
se  coupent  :  donc  le  côté  A,  de  l'hexagone  A  rencontre 
trois  côtés  Bi,  Bj,  B$,  et  vice  versa;  par  conséquent  les 
douze  côtés  des  deux  hexagones  sont  situés  sur  le  môme 
hyperboloïde.  De  là  : 

Théorème  XIV.  Si  parmi  les  huit  points  d'intersection 
de  trois  surfaces  du  second  degré  (n'ayant  pas  une  courbe 
commune  d'intersection),  on  en  choisit  six  qui  forment 
les  sommets  d'un  hexagone  H  -,  et  si  l'on  coupe  chaque 
côté  par  un  plan  passant  par  le  côté  opposé  et  le  sep- 
tième point,  on  obtient  ainsi  les  sommets  d'un  second 
hexagone  A  ;  opérant  de  même  dans  l'hexagone  H  avec 
le  huitième  point ,  on  obtient  les  sommets  d'un  hexa- 
gone B;  les  deux  hexagones  A  et  B  sont,  sur  le  même 
hyperboloïde. 

12.  Deux  des  trois  hexagones  étant  donnés,  on  peut 
construire  le  troisième. 

D'abord  connaissant  A,  B,  on  trouve  H;  en  effet,  en 
joignant  le  sommet  (745.1a)  de  l'hexagone  A  avec  le  som- 
met (845.ia)  de  l'hexagone  B,  on  obtient  le  côté  ia  de 
l'hexagone  H,  et  ainsi  des  autres  côtés. 

Connaissant  les  hexagones  H,  A,  on  détermine  B.  En 

elîel,  le  côté(834.6i)  {845.  ii)  de  l'hexagone B,cn  joignant 

Ann.dtMuthému.,  t.  XIV.  (Mai  iBSS.  J  '3 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  <9i) 
les  points  d'intersecdon  du  plan  conduit  par  le  point  i  ei 
la  droite  (734-61)  {745.1a)  avec  les  cotée  {756.a3) 
(761.34)  fit  (712.4^)  (7a3.56),  et  ainsi  des  autres.  On 
voit  donc  que,  pour  construire  l'hexagone  B,  il  suffit  de 
connaître  seulement  les  sept  points  1 134^67  des  deux 
hexagones  H  et  A;  l'intersection  des  trois  plans  qui  pas- 
sent par  les  cotes  opposés  de  l'hexagone  B  donne  le  hui- 
tième point  8.  Ainsi  est  résolu  le  problème  mentionné 
ci-dessus. 


NOTE 

Sw  Its  Taleira  fit  ireutit  1m  ruina  'h  ifulisu  di  5'  ci  4*  degré. 

Itnfse  le  etefEciul  di  f rwicr  ter»  «1  isl 

(wli MM  iv .  p.  m)-. 

Pas    H.     FAURE, 

Officier  d'artillerie 

La  méthwle  que  j'indique  ici  est  celle  que  l'on  suit  or- 
dinairement pour  le  second  degré.  Je  suppose  que  le  lec- 
teur a  sons  les  yeux  l'article  d'Eisenstein  on  il  traite  de  la 
resolution  générale  des  équations  des  quatre  premiers 
degrés  (tome  VIII,  page  110). 

\.  L'équation  générale  du  troisième  degré 

donne 

*  =  £[-»  +  +(.)+  «m,  • 

»=;[-»+  rr(«) +  »'«•)). 
«=;[-  4  +  »'+(.)  +  p+(P)l- 
On  a  d'ailleurs ,  d'après  l'article  ci  lé, 

«  =  —  *'  4- -a  [•(<:)  —  ad+  3éc]; 
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(  '95  ) 
nous  écrirons  simplement 

<x=-A>+ A; 
k  cou  lient  ainsi  a  en  facteur.  On  anra  alors 

en  ne  prenant  que  les  deux  premiers  termes  de  la  racine 
cubique  de  a ,  tous  les  autres  termes  contenant  au  moins 
le  facteur  à*. 
On  a  de  même 

♦<w=-»+n,+.- 

Remplaçant  dans  les  expressions  de  x ,  on  trouve 

„i[_,4+i£f+..], 

,=i[-*(i  +P+rt+n'.(*p  +  *>■)+...]» 

*=£[-*(i  +  ?  +  ?)+  "«^(V-*- *»-**••  ■]: 

ayant  égardà  La  valeur  dep,  qui  est  l'un*  des  racines  cu- 
biques imaginaires  de  l'unité,  supprimant  le  facteur  a  et 
faisant  ensuite  0  =  0,611  trouve  facilement  que  les  va- 
leurs précédentes  se  réduisent  a 

*  —  %&—  3c  —  t(9*'—  »*M)1* 

les  deux  dernières  sent  le*  racines  de  l'équation  du  se- 
cond degré, 

3***  +  3<ui-|-  «*o=  o. 

2.  Je  prends  maintenant  l'équation  générale  du  qua- 
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trièmc  degré 

ax<  +  %bj*  -+-  6cr'  +  faix  +«  =  0; 
ri  le  donne 

,=  '-i-t+ ,(,)  +  ,  (»)+,(.)], 

x=i[_»+. (,>_.(})_,(,)], 

,ai[-i_,(T)  +  t(i)  _,(,)!, 
»  =  ;[-»-t(»)-f(«)+»Wl. 

avec 

I  =  S'-«C  +  I«[  T(ç)+    +(,)]  =  *._»■  +  *, 

»=  *•  —  ot  +  io(  «.({)  +  »',(■)]  =  b<  —  ac  +  »", 

.  =  *•_«.+  j«[p> ({).+   p,(,)]^»' -«  +  !-. 

Je  prends  les  racines  carrées  de  ces  quantités  et  je  re- 
marque que  le  produit  9  (y)  a- (£)®  (e)  devant  être  égal  a 

..       t..      3    , 

—  a* a*  a  -+-  —  w, 

2  2 

il  est  nécessaire  de  prendre  pour  deux  des  radicaux  f  (y) 
et  y  (s),  par  exemple,  le  signe  +  et  le  signe  contraire 
pour  f  (().  De  ta 

,(•,)  =     e  +  ^j(<-ot+...), 
Les  termes  omis  contiennent  au  moins  le  facteur  a\  On 
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(  '97  ) 
a  dont: ,  pour  la  première  des  valeurs  de  I , 


-=ï[à('+''-**— )+■•■]• 

mais 

A  +*'-  *' =  i  «[  +  («)(» +P-P,Ï+  +  (»)(<  -P+P')) 

=  -«[f'+{t)+P+(i)]. 
d'où,  en  supprimant  un  facteur  a  et  faisant  ensuite 
a  =o, 

eu  indiquant  par  £„  et  «0  ce  que  deviennent  £  et  »  lors- 
qu'on y  fait  a  r= .  o. 

On  trouve  de  même,  pour  les  trois  autres  valeurs , 

*  =  Al-'-  +<«•)-  ♦  (*)]. 


Les  trois  premières  valeurs  sont  les  racines  de  l'équation 
du  troisième  degré 


4&**  +  6m'  +  4</*+  e  — o, 
rar,  d'après  l'article  d'Eîsenslein ,  on  a 

^  =  ç)E.  +  y(3F,)j     ^  _9E.-T(3F.) 

E.  =  *•<!  —  2é«/+c>, 
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SOLUTION  N  LA  QUKSTWH  2M; 
Pu   H.    FAURE, 
Officier  d'irtillari*. 

Trouver  le  coefficient  de  le"-1  dans  l'équation  en  a:  de 
degré  h  -+■  i  qui  a  pour  racines  les  n  ■+■  i  coefficients  bi- 
nomiaux  de  (a  -t-  b)'. 

Ce  coefficient,  que  je  désigne  par  A,  est  égal  à  la 
somme  des  produits  deux  à  deux  des  coefficients  du  déve- 
loppement de  (a  )1]'. 

Or,  si  l'on  multiplie  entre  eux  deux  binômes  tels  que 

(i-t-«)"  et     i-t"-'     »ôn  tara  (en  faisant  ***ii)dawsle 

produit  la  somme  cherchée,  et  en  outre  la  somme  des 
carrés  des  coefficients  bïnomiaux ,  somme  que  j'appelle  B. 
Donc 

2"=aA  +  B. 

Or,  d'après  les  deux  développements 

(i  +  «)'  =  i  -f-  »«  +  **  "  "^  - ■'  +   -  -, 

i   ,  »(*  — 0  >   . 


K)' 


B  s'obtient  en  multipliant  terme  1  terme  ces  deux  séries; 
de  sorte  que  Von  peut  aussi  regarder  cette  quantité 
comme  étant  le  terme  indépendant  de  «  dans  le  dévelop- 
pement de 

(,+.).(,+iy=i(1+.)... 

On  a  donc 


j,=,i,zCtJ3vGoogIf 


('9a) 


SWl  MS  HUM  UUGMMS. 

{Eitrait  d'une  Letlra  de  H.  E.  Pkui-bet.  ) 

La  lettre  de  M.  Vallès,  insérée  dans*  le  numéro  île  dé- 
cembre dernier  (1854)!  m'a  suggéré  plusieurs  réflexions, 
que  je  croîs  devoir  voua  communiquer,  quoiqu'elles  ne 
soient,  en  partie,  que  le  développement  d'une  note  fort 
judicieuse  placée  en  bas  de  la  page  461.  Peut-être  ne  re- 
garderez-vous  pas  comme  inutiles  quelques  considéra- 
tions qui  me  paraissent  propres  à  mettre  dans  un  plus 
grand  jour  un  point  de  doctrine  fort  important. 

A  mon  avis ,  les  auteurs  qui  cherchent  à  interpréter  les 
symboles  imaginaires  oublient  trop  souvent  de  faire,  sur 
l'origine  de  ces  symboles,  une  distinction  capitale,  et 
ils  font ,  par  là ,  le  plus  grand  tort  à  ce  qu'il  peut  y  avoir 
de  bon  et  de  véritablement  utile  dans  leurs  recherches. 

Cette  distinction,  la  voici  :  Les  inconnues  qui  entrent 
clans  une  question  peuvent  être  ou  des  inconnues  princi- 
pales, c'est-à-dire  les  quantités  mêmes  que  l'on  cherche, 
ou  du  moins  des  quantités  sans  lesquelles  l'objet  que  l'on 
veut  déterminer  ne  saurait  exister;  ou  des  inconnues 
auxiliaires,  introduites  dans  le  calcul  eu  vue  de  quelque 
avantage  spécial,  mais  sans  lesquelles  l'objet  en  question 
peut  très-bien  exister. 

Lorsqu'on  trouve  pour  une  inconnue  principale  une  ex- 
pression imaginaire,  c'est  un  signe  infaillible  que  la  ques- 
tion proposée  est  impossible.  Vous  cherchez  un  point  qui 
■  emplisse  une  certaine  condition  ;  vous  trouvez  qu'une  de 
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ses  coordonnées  est  imaginaire  :  donc  il  n'existe  pas  de 
point  qui  remplisse  la  condition  demandée. 

Lorsque  le  calcul  donne  une  expression  imaginaire 
pour  une  inconnue  auxiliaire,  cela  indique  que  cette 
quantité  n'existe  pas,  mais  non  pas  que  le  problème  est 
impossible.  Exemple  :  Voua  trouves  commode ,  pour  dé- 
terminer l'axe  radical  de  deux  cercles,  de  calculer  les 
coordonnées  de  leurs  points  d'intersection  et  d'en  déduire 
Y  équation  de  la  droite  cherchée;  mais  ces  coordonnées 
peuvent  être  imaginaires,  c'est-à-dire  que  les  cercles  peu- 
vent ne  pas  se  couper,  et  cependant  l'axe  radical  existe.  Il 
arrive  mémo  que  ces  coordonnées,  traitées  comme  des 
quantités  réelles,  donnent  encore  l'équation  de  l'axe  ra- 
dical ,  résultat  d'ailleurs  confirmé  par  d'autres  méthodes. 
Ce  résultat,  singulier  a  n  premier  abord,  lient  à  ce  que  les 
coefficients  de  la  droite  cherchée  dépendent  de  la  forme 
des  expressions  générales  trouvées  pour  les  coordonnées, 
forme  qui  subsiste  alors  que  l'expression  n'a  plus  de  si- 
gnification propre. 

Cela  posé,  il  est  facile  de  voir  que  les  assertions  de 
M.  Vallès  ne  sont  vraies  qu'à  moitié.  Lorsqu'il  parle  de 
combler  l'abîme  entre  le  réel  et  l'imaginaire,  il  oublie  la 
distinction  que  nous  venons  de  faire.  Cet  abîme  existe 
bien  réellement  quand  il  s'agit  d'inconnues  principales, 
parce  qu'il  n'y  a  pas,  je  crois,  de  milieu  entre  être  et  ne 
pas  être.  L'approximation  n'a  rien  à  faire  ici  ;  mais,  dans 
le  cas  des  inconnues  auxiliaires,  M.  Vallès  a  raison,  et 
des  valeurs  approchées  de  quantités  imaginaires  peuvent 
servir  à  calculer,  par  approximation,  des  quantités  dont 
la  réalité  est  d'ailleurs  hors  de  doute. 

Je  ne  puis  Être  d'accord  avec  M-  Vallès  lorsqu'il  dit  : 
m  C'est  un  fait  très-surprenant  que  celui  qui ,  au  moyen  de 
la  plus  petite  altération  dans  les  coefficients  d'une  équa- 
tion peut  faire  passer  les  racines  de  celte  équation  du 


^.iizaj^Google 
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réel  à  l'imaginaire,  et  vice  versd  »  (page  45o)-  Le  fait  ne 
me  semble  pas  surprenant  du  tout ,  à  moins  qu'on  ne 
regarde  comme  un  paradoxe  cette  proposition  inoiïen - 
sive  :  Quand  on  est  sur  la  frontière  d'un  pays,  le  plus 
petit  déplacement  peut  vous  faire  passer  du  dedans  au 
dehors,  et  vice  versd. 

Puisque  je  suis  sur  le  sujet  des  interprétations,  permet- 
tez-moi encore  d'ajouter  quelques  mots  sur  certaines  doc- 
trines assez  répandues  et  qui  me  semblent  être  une  dévia- 
tion bien  prononcée  de  la  logique  du  bon  sens. 

Qu'est-ce  qu'interpréter  un  résultat  de  calcul  ?  C'est , 
il  me  semble,  chercher  en  quoi  ce  résultat  répond  à  la  ques- 
tion proposée,  en  admettant  même  parmi  les  réponses 
possibles  celle-ci  :  Ce  que  vous  demandez  n'existe  pas. 

Cela  parait  très-  simple  et  très-naturel  ;  mais  il  y  a  des 
esprits  auxquels  le  simple  et  le  naturel  ne  suffisent  pas. 
Quand  ils  ont  trouvé  un  symbole  d'impossibilité,  ils  le 
torturent  de  toutes  les  manières  pour  y  trouver,  au  lieu 
de  la  réponse  qui  saute  aux  yeux,  une  réponse  à  une 
question  nouvelle,  peu  différente,  à  ce  qu'ils  disent, 
de  la  première,  et  à  laquelle  ils  ne  songeaient  pas 
d'abord.  Ces  modifications  légères  consistent  à  changer 
une  perte  en  gain ,  à  faïre  aller  un  courrier  de  droite  à 
gauche,  au  lieu  qu'il  allait  d'abord  de  gauche  à  droite,  etc. 
A  cela  près,  c'est  toujours  la  même  question. 

D'autres  auteurs  prétendent  qu'un  résultat  de  calcul 
sert  quelquefois  à  rectifier  un  énoncé.  Singulière  asser- 
tion! Le  calculateur  ne  savait  donc  pas  ce  qu'il  deman- 
dait ?  Et  s'il  ne  le  savait  pas,  comment  le  calcul  peut-il  le 
lui  apprendre  ! 

Je  conclus  de  tout  cela  que,  lorsqu'on  fait  de  l'algèbre, 
il  ne  faut  pas  se  défaire  du  sens  commun ,  don  rare  et 
précieux  auquel  a  ■+-.  b  ne  suppléera  jamais. 

Celte  Lettre  étant  déjà  bien  longue,  je  remets  à  une 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  ...  ) 

autre  occasion  pour  vous  entretenir  de  quelques  tenta- 
tives faites  pour  résoudre  la  question  laissée  intacte  par 
M.  Vallès,  savoir,  celle  des  caractères  auxquels  on  peut 
reconnaître  l'existence  des  racines  en  faisant  varier  les 
coefficients  approchés  dans  les  limites  de  l' approximation 
supposée. 

3i  décembre  iS5j. 


Slia  LES  OVALES  M  BESCARTES 

P*a  M.  A.  GENOCCHI. 

M.  W.Robert»  a  trouvé,  en  employante  coordonnées 
elliptiques,  que  l'arc  d'un  ovale  de  Descartes  s'exprime 
par  une  fonction  ultra  •elliptique  dans  laquelle  la  quantité 
soumise  au  signe  radical  .monte  jusqu'au  septième  degré 
( Journal  de  M.  Lion  ville,  tome  XV,  page  196).  On  ob- 
tient un  résultat  plus  simple  par  les  coordonnées  polaires  : 
si  l'on  prend  pour  variable  indépendante  l'angle  polaire, 
te  polynôme  soumit)  au  radical  ne  monte  qu'au  cinquième 
degré. 

Soient  c  la  distance  des  deux  foyers  de  la  courbe, 
p  et  p'  les  deux  rayon»  vecteur»  de  l'un  quelconque  de  ses 
points,  »  l'angle  formé  par  le  rayon  vecteur  p  avec  la 
ligne  de»  foyers  prise  pour  axe  ;  on  aura,  m  et  /s  étant  deux 
constantes , 

p'=mp  +  n 
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on  tire  l'équation  des  ovales 

p'—  2p{«  cosu  4-  A)  s=  k, 

et,  en  différenciant, 

tlf  (p  —  acotti  —  *)-)■■  «pdeiStnw  :=  o. 

Or,  si  de  ces  deux  équations  on  déduit  les  valeurs  de 
cosu,  sinu,  fiw  en  fonction  de  p  et  dp,  et  qu'on  substitue 
celle  de  dut  dans  la  formule 

on  trouve 

de  manière  que  la  différentielle  fit  de  l'arc  de  la  courbe 
renfermera  dent  radicaux,  et,  en  les  réduisant  à  un  seul 
par  h  multiplication,  on  obtiendra  sous  le  signe  un  po- 
lynôme en  p  du  septième  degré.  Mais  si ,  au  contraire ,  on 
résout  l'équation  de  la  courbe  par  rapport  a  p,  il  vient 


p  —  a  cosw  —  b  =±  \J&  ■+■  (f/cosu  -h  ù)\ 
et  comme  on  a  d'un  autre  côté 


et 

,  par  suite, 
en  conclut 

*      p- 

«rot»  — 

t' 

^o'sin'u  +  fp- 

-aras*. 

-')',.,„ 

p  —  «« 

isu- A 

(a  cosw    (    A 

)d»  ' 

dt 

=  yV-t-A'  +  i  +  aai  coawl 
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=  fila  v'rt'H-  t'+H  auicos 


=  / 


yV-r-  A*  ■+-  *  +  aai  coaw ,  ,    ... 

I  .'expression  de  l'arc  s  sera  donc  la  somme  de  deux  inté- 
grales  :  la  première  se  ramène  immédiatement  à  an  arc 
d'ellipse,  car,  en  faisant 

U  =  2Tl       ((1-4-6)»+*=/»,       tKab  =  q, 

on  la  met  sous  la  forme 

a  /  rfT  ^(f  — ?«"*?)  i 
la  deuxième  intégrale,  en  posant 

cos*>  =  x,     a1  -+-  6' 4-  i  =  r, 
deviendra 

[ax  -ht)  [rJ<-iabx)dr 


f/7 


v'fi  —  #')(r-t-  auA*  (*  +  6'-+-  2oftj:  -Hn'x'J 
transcendante  abélienne,  dans  laquelle  la  quantité  sou- 
mise au  radical  est  une  fonction  entière  do  x  du  cinquième 
degré. 

Cette  seconde  intégrale  se  réduit  elle-même  à  un  arc 
d'ellipse,  si  A  =  o,  puisque  alors  elle  est  égale  à  la  pre- 
mière. Dans  ce  cas  l'équation  de  la  courbe  se  décom- 
pose en 

p  =  o,     et     p==  ->.[a  cosu  -+-  b), 

et  représente  ainsi  un  point  isolé  qui  est  le  pôle ,  et  une 
ligne  courbe.  Cette  courbe  est  en  même  temps  une  con- 
rhoïde  circulaire  et  une  épicycloïde,  et  a  été  étudiée  par 
M.  Quetelet  comme  la  caustique  secondaire  par  réflexion 
dans  le  cercle  (Nouv.  Mém.  de  VAcad.  de  Bruxelles, 
tome  III,  page  i3i)  :  elle  est  connue  sous  le  nom  de  li- 
maçon de  Pascal  (*). 

(")  Celle  dit  nom  in  a  lion  a  été  introduite  par  Robert  al.  (Voi 
du  Liihirc  dant  le  volume  de  l' Académie  des  Sciuucci  do  Pari"  pour 
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Si  l'on  fait 

*  =  -(„-*)•, 

on  trouve,  en  réduisant, 


r-l   C  j  l     -i-  n    C    ("cos"  +  t)</ 

./  2  J    y'acosv  —  a  + 

sion  se  ramène  au 

/da  COS  -  w  =  î 
2 


o+  ai 
relie  expression  se  ramène  aussi  aux  fonctions  elliptiques, 
car  on  a 

-  consl 

et,  en  posant 

on  partage  l'intégrale 

\-b)du, 


m 


acosu- 
i  deux  intégrales  elliptiques 

(« 


J  yb  —  a  sin'  <p  •/ 


l'une  de  première,  Vautre  de  seconde  espèce. 

Mais  il  faut  remarquer  que  la  courbe  correspondante 
est  encore  un  limaçon  de  Pascal.  Prenons  en  effet,  sans 
changer  d'axepolaire ,  un  nouveau  pôle  à  la  distance  a  —  b 
du  premier,  etnommons  jo',  (■>'  les  nouvelles  coordonnées  : 
nous  aurons 

p>  =p'»+(a  — i)'+ 2p'(n  _  fc)cosu', 
p"  =  p'  +  (a  —  6)>— 3p(«  —  b)  cosH, 

et  l'équation  de  la  courbe  donnera 

[p' 3«pCO»ti  -(-((I  —  *)']*=  4**p'. 

page  46.  H.  Quelclel  appelle  limaçon  de  l'amal  la  courbe  qui  répond  an 
«I  particulier  a  =a  ii.  (Voir  ioco  cit.,  p.  08  et  101 .) 
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d'où ,  éliminant  p*  et  p  cos  w ,  on  déduit  sans  peine 

(p"— »6P'cos»'),=  4<»6p"> 
c'est-â-dire 

p'=o    et    p'=  2  (fc-  cosu'  +  yôî). 

On  a  ainsi  deux  expressions  de  l'arc  du  limaçon ,  et  l'on 
voit  que  leur  rapprochement  nous  conduit  à  ce  théorème 
connu,  qu'une  fonction  elliptique  de  première  espèce 
s'exprime  par  deux  arcs  d'ellipse.  On  peut  aussi  en  con- 
clure la  transformation  analytique  propre  a  opérer  cette 
réduction. 

Si  tes  coefficients  a  et  A  étaient  affectés  de  signes  con- 
traires, il  faudrait  supposer  A  =  —  [a  ■+■  i)%  et  prendre 
le  nouveau  pôle  à  la  distance  a  -f-  h  de  l'ancien. 

En  remplaçant  p  par  —  px,  et  w  par  au  dans  l'équation 

p*—  2p(dCOMI  -H  *).+  (*  —  i)*=:0, 

■1  vient 

I  —  p*-t-a  —  M  =4  —  p'cos'w, 
d'où 

p'—  apcasw^ôëï  -i-  a(a  —  b)^=n, 
équation  d'un  cercle.  On  transforme  donc  par  cette  sub- 
stitution le*  limaçons  en  cercles:  réciproquement,  on 
transformera  les  cercles  en  limaçons,  en  remplaçant  p  et 

w  par  ymp  et  -a.  Ainsi   il  est  visible  que  ce   moyen, 

employé  par  MM.  Châties  et  W.  Roberts  pour  obtenir  les 
ovales  de  Descartes,  fournit  seulement  le  limaçon  de  Pas- 
cal, comme  l'a  remarqué  M.  Cayley  (Journal  de  M.  Liou- 
ville,  tome  XV,  page  354).  H  s'ensuit,  en  particulier, 
que  l'ovale  mentionné  dans  le  théorème,  dont  M.  P. 
Serret  a  indiqué  la  démonstration  dans  les  Nouvelles 
Annales,  tome IX  ,  page 32  i,  n'est  aussi  qu'un  limaçon. 
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L'équation  des  ovales  donne  deux  valeurs  de  p  pour 
chaque  valeur  de  «  :  ce»  valeurs  seront  toujours  réelles,  si 
la  quantité  k  est  positive ,  mais  seront  de  signes  contraires  i 
elles  seront  toujours  imaginaires,  si  k  est  négative  et 
y7—  k  surpasse  la  différence  entre  les  valeurs  numériques 
do  a  et  i;  enfin,  il  y  en  aura  des  imaginaires  et  des 
réelles,  lorsque,  k  étant  négative,  cette  valeur  est  com- 
prise entre  a  et  b. 


NOTE 

Su  U  uafirailé,  l'hemgéiéitj,  U  rouabluu,  U  simliliie, 

h  iTMéfrk  0  l'iènuif. 

Nous  ne  sommes  mis  en  relation  avec  les  choses  exté- 
rieures que  par  l'action  qu'exerce  le  non-moi  sur  le 
moi,  action  nommée  impression  et  transmise  an  cerveau 
par  divers  systèmes  nerveux;  l'effet  de  cette  impression  se 
nomme  perception.  Lorsque  ce  viscère,  par  l'intermé- 
diaire d'un  autre  système  nerveux,  renvoie  cette  percep- 
tion au  dehors,  l'effet  produit  se  nomme  sensation.  Ainsi 
la  sensation  est  toujours  le  résultat  d'un  double  courant 
du  dehors  au  dedans  et  du  dedans  au  dehors.  Nihil  est 
in  sensu  quod  non  prias  fuerit  in  intellect».  C'est  le 
contraire  de  l'assertion  attribuée  d'une  manière  trop  ab- 
solue a  Arîstote  qui  est  vrai,  car  le  non-moi  n'existe  qn« 
par  le  moi,  mais  existence  purement  de  relation ,  consti- 
tuant «ne  modalité  et  nullement  une  réalité  (*).  La  chose 
en  elle-même,  ens  perse,  ce  qui  occasionne  l'impression, 

{*)  Ltoeneau  «gUMmntt  pilt;  la  nerit  «ont  le»  Bit.  Lu  tandem, 
n»n«de»,  o»  «ni  1  m  aiguille*  d«  cal  iuitruroeut  télégraphique;  le»  pa- 
pille* MTnpSM,  le»  ganglions  lont  peul-etre  de»  piles  lecondaires  ;  \t* 
agent»  an«lbê*iqne*  neulralinnt  1™  fil»,  la  «en&ation  disparut!. 
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te  qui  est  dessous,  la  substance,  nous  est  entièrement 
inconnue.  Nous  donnons  un  nom  à  ce  qui  semble  enve- 
lopper  cette  substance  *  à  ce  qui  est  dessus,  et  nous  l'ap- 
pelons surface.  Lorsque  cette  surface  engendre  une  im- 
pression nommée  résistance,  la  substance  qu'elle  entoure 
prend  le  nom  de  corps,  et,  abstraction  faite  de  cette 
résistance,  la  substance  n'est  qu'une  image.  La  géomé- 
trie ne  considère  que  des  images;  la  mécanique  considère 
les  corps. 

Lorsque  les  concavités,  les  convexités,  les  saillies,  les 
rentrants ,  les  pleins ,  les  vides ,  sont  en  même  nombre  et 
également  disposés ,  homologues  les  uns  par  rapport  aux 
autres  dans  deux  surfaces ,  ou  dit  qUel'unecst  conforme 
a  l'autre  ;  c'est  ainsi  qu'il  y  a  conformité  entre  deux  indi- 
vidus de  même  espèce.  Le  même  mode  de  génération 
constitue  l'homogénéité.  Les  volumes  sont  homogènes 
entre  eux,  parce  qu'ils  sont  tous  engendrés  par  des  sur- 
faces ;  les  surfaces  étant  engendrées  par  des  lignes ,  sont 
homogènes  entre  elles,  etc.;  mais  les  volumes  et  les  sur- 
faces comparés  les  uns  aux  autres  sont  hétérogènes.  Ceci 
est  applicable  aux  corps  organiques. 

Si  deux  surfaces  conformes  présentent  les  angles  égaux 
ou  sensiblement  égaux,  et  dans  le  même  ordre,  on  dit 
qu'elles  se  ressemblent,  c'est  l'égalité  des  angles  qui  con- 
stitue la  ressemblante. 

Les  rectangles  sont  des  images  qui  se  ressemblent >  de 
même  les  parallélipipèdes  rectangles  ;  c'est  ainsi  que  les 
enfants  ressemblent  aux  parents. 

Lorsque  deux  surfaces  se  ressemblent  et  qu'en  outre  les 
diverses  dimensions  homologues  sont  proportionnel/es. 
sont  en  même  rapport,  elles  sont  semblables.  Lorsque  ce 
rapport  est  l'unité,  on  obtient  Videntité;  la  symétrie  est 
une  similitude  inverse  et  il  y  a  aussi  une  identité  inverse. 
Ainsi  la  similitude  suppose  trois  conditions  :  l'homologïe 
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des  parties  constituantes,  l'égalité  des  angles  homologues 
et  la  proportionnalité  des  dimensions  homologues.  On  ne 
peut  démontrer  la  possibilité  de  la  similitude  que  par  la 
géométrie.  Ce  n'est  que  parvenu  au  VI"  livre  qu'Euclide 
établit  la  similitude  de  quelques  figures  planes,  et  dans 
le  XI*  livre,  de  quelques  volumes  semblables,  mais  im- 
parfaitement. Le  vulgaire  ne  tonnait  que  la  ressemblance', 
le  géomètre  seul  connaît  la  similitude.  On  a  voulu  ratta- 
cher la  définition  de  la  similitude  aux  systèmes  d'échelles 
et  dire  que  deux  corps  sont  semblables"  lorsque  leur  con- 
struction ne  diffère  que  par  la  grandeur  de  l'échelle  ;  mais 
la  possibilité  d'une  telle  construction  exige  la  connais- 
sance des  théorèmes  des  onae  livres,  et  encore  nesumsem- 
ïls  pas. 

Les  définitions  sont  libres,  dit  "Pascal,  bien  entendu 
lorsque  la  chose  définie  est  possible  ;  possibilité  qu'il  faut 
d'abord  prouver  :  ainsi,  par  exemple,  avant  de  définir  les 
polygones  réguliers ,  il  est  nécessaire  de  démontrer  que  de 
tels  polygones  existent.  Il  est  vrai  que  ces  définitions  par 
échelles  peuvent  convenir  à  la  géométrie  poétique  de  nos 
industriels,  mais  hors  de  là  elles  n'ont  aucune  valeur  lo- 
gique. 


CALCUL  DE  «  AVEC  530  DÉCIMALES 


M.  Rutherford  a  calculé  de  nouveau  tt  jusqu'à  44°  dé- 
cimales (*)  et  M.  W.  Shaiiks,  de  Houghton-le-Spring , 
stimulé  par  M.  Rutherford ,  a  porté  ce  nombre  à  53o  dé- 
cimales. Les  33o  premières  décimales  sont,  chez  les  deux 
calculateurs,   les   mêmes  que  chez  M.  Richter  (t.  XIII, 

(■)  Voir  lome  X,  pace  198 
Ami,,  de  tUlhémat.,  t.  XIV.  (Juin  18M.)  '4 
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p.  4'9)î  mais  les  trois  dernières  décimales  de  M.  Rich- 
ter,  savoir  098 ,  sont  remplacées  chez  les  calculateurs  an- 
glais par  96a  ;  ainsi  33o  décimales  sont  vérifiées  par  trois 
'calculateurs,  Richter,  Rutherfort  et  Shanks,  et  44°  par 
les  deux  derniers  calculateurs.  Nous  donnons  ici  les  4° 
quines  a  ajouter  aux  66  de  M.  Richter;  ainsi  en  tout 
106  quines  ou  53o  chiffres: 
96282  92540  91715  36436  78925  90360  ou33  o53o5 
48820  46652  i384i  46951  g4i5i    16094  33bô;  27036 
57595  91953  09218  61173  81932  61179  3'oS'    '8548 
07446  23799  6'2749  56?35  18857  52724  89123  79381 
83on  94912  98336  73363  44o65  6643o  86021  39488 
M.  Shanks  s'est  servi  de  la  formule  de  Machin. 
M.  Rutherfoid  a  présenté  ce  travail  a  la  Société  royale 
de  Londres  en  janvier  i853. 
tt  a  été  déterminé  par  : 

McUmIm 

Archimède  avec •  3 

Les  astronomes  indiens .' 3 

J.  Rheticus 8 

Pierre  Metius 8 

Viète ! ti 

Adrien  Romanus 16 

Lndolf  van  Ceulen ; 35 

A.  Sharp 73 

Uachin.. 100 

Lagnj r 127 

Vega i4o 

Manuscrit  de  la  Bibliothèque  Radcliffe ,  a  Oxford  1 56 

Dahse aoo 

Clausen .    256 

Richter 333 

Rutherlbrd. .  440 

Shanks » 53o 

(Cobhoi,  t.  VII,  p.  335;  lî  min  i855.  ) 
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NBSÏ1MS. 

303.  Quelles  conditions  doit  remplir  un  quadri- 
latère pour  que  tous  les  rectangles  circonscrits  soient 
semblables  à  un  rectangle  donné?  Quel  est  le  lieu  géomé- 
trique des  centres  de  ces  rectangles  ? 

301.  Soient  donnés  dans  un  même  plan  :  i°  cinq  points 
sur  une  droite  A;  a0  cinq  droites.  Mener  une  transver- 
sale qui  coupe  les  cinq  droites  en  cinq  points  qui  soient 
bomographiques  aux  cinq  points  de  la  droite  A  ;  démon- 
trer qu'il  n'existe  qu'une  seule  transversale  qui  remplisse 
celte  condition.  (Chasles.  ) 

305.  Soient  donnés  :  i°  sept  points  sur  une  droite  A; 
9°  sept  plans  dans  l'espace.  Mener  une  transversale  qai 
rencontre  les  sept  plans  en  sept  points  qui  soient  homo- 
grapbiques  aux  sept  points  de  la  droite  A.         (  Chasles.  } 

306.  Soient  donnés  dans  un  même  plan:  i"  un  qua- 
drilatère ABCD  et  un  point  fixe  S  sur  le  côté  AB,  aQ  deux 
faisceaux  bomographiques  ayant  le  point  S  pour  rentre 
commun.  Menons  une  droite  quelconque,  elle  coupera 
les  deux  faisceaux  en  deux  systèmes  de  points  homogra- 
pbiquea-,  soient  ap\  bp  deux  de  ces  points  bomographiques. 
Dans  le  pentagone  formé  par  le  quadrilatère  et  le  rayouSap, 
inscrivons  une  conique;  parle  point  bp  menons  deux 
tangentes  à  cette  conique.  Le  lieu  géométrique  de  l'inter- 
section de  ces  deux  tangentes  par  le  rayon  S«„  est  une 
ligne  du  troisième  ordre  passant  par  le  point  S  et  par  les 
trois  sommets  du  triangle  formé  par  le  coté  CD  opposé 
à  AB  et  par  les  cotés  CA,  DB  suffisamment  prolongés. 

(Ca  AILES.) 
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CONSTRUCTION  MUVRLLE 

Des  uclim  c*iiqifs  par  11  perspective  d'il  cercle, 

domil  je  siite  le  etilre,  les  dianftres  etijigiés,  I»  an  de  11  teirbc  ; 

P*b  M.  POUDRA, 

Officier  supérieur  d'otat-ninjor  en  retraite. 


Pour  obtenir  la  perspective  d'une  figure  plane  il  faut 
distinguer  : 

i°.  Le  plan  de  la  figure  donnée,  d'un  cercle,  par  exem- 
ple (ce  sera  te  plan  horizontal  de  projection)  ; 

a°.  Le  plan  vertical  du  tableau  {soit  TT  sa  trace  ho- 
rizontale) ; 

3°.  Le  point  de  vueque  nous  désignerons  par  V. 

Par  le  point  V  menons  un  plan  parallèle  à  celui  du 
tableau.  Sa  trace  horizontale  sera  une  droite  JJ  parallèle 
âTT. 

Rabattons  ce  dernier  plan  et  celui  du  tableau  sur  le 
plan  horizontal,  en  les  faisant  tourner  autour  de  leurs 
traces  respectives  JJ  et  TT;  nous  obtiendrons  la  figure 
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ci-dessus  dans  laquelle  le  cercle  ,  sa  perspective  et  le  point 
de  vue  seront  ramenés  dans  un  même  plan. 

Remarquons  que  tous  les  points  du  plan  du  cercle  qui 
sont  sur  JJ  passent  dans  la  perspective  à  l'infini,  de 
sorte  que  les  droites  de  ce  plan,  qui  concourent  en  un 
point  de  JJ,  deviennent  en  perspective  des  droites  paral- 
lèles. 

Sur  JJ  prenons  arbitrairement  deux  points  m  et  n , 
joignons-les  par  des  droites  au  point  de  vue  V.  Ces 
droites  V/n,  Vn  seront  les  directrices  de  la  construction. 

Des  points  m  et  n  tirons  des  droites  à  un  point  quel- 
conque de  la  figure  donnée,  tel  que  b.  La  droite  mb  ren 
(■outrera  TT  en  (3,  par  lequel  nous' menons  (3&'  parallèle 
à  la  directrice  V»i.  La  droite  nb  rencontre  UT  en  ir, , 
par  lequel  nous  menons  n,  b'  parallèle  à  l'autre  direc- 
trice Vu.  Les  deux  droites  |3£',  v,b'  se  rencontrent  en  b' 
sur  le  rayon  visuel  Xb'b.  Ce  point  b'  est  la  perspective 
de  b.  Quels  que  soient  les  points  m  et  n  sur  JJ,  on  ob- 
tiendra toujours  le  même  et  unique  point  b'  pour  la  per- 
spective de  b. 

En  répétant  cette  opération  pour  divers  points  de  la 
fignre donnée,  on  obtiendra  sa  perspective. 

Celte  nouvelle  méthode  de  perspective  peut  se  résumer 
en  disant  que  la  perspective  d'une  figure  plane  quel- 
conque est  la  résultante  de  deux  perspectives  sur  une 
droite  TT  prises  de  deux  points  arbitraires  m  et  n  surJJ 
parallèle  à  TT. 

D'après  celte  construction ,  on  voit  de  suite  que  si  le 
cercle  est  langent  à  JJ  sa  perspective  sera  une  parabole. 
S'il  coupe  celte  droite ,  on  aura  une  hyperbole.  Dans  le 
cas  de  la  fignre ,  ce  sera  une  ellipse. 

La  droite  JJ  a  pour  pôle  dans  le  cercle  le  point  P. 
C'est-à-dire  que  si ,  d'un  point  quelconque  de  cette  droite, 
on  mène  deux  tangentes  au  cercle ,  la  corde  qui  joint  le» 
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deux  points  de  conuci  passe  toujours  par  P.  Pour  un 
point  m  quelconque,  la  corde  de  contact  bht  ira  rencon- 
trer JJ  en  un  point  n  tel ,  que  si  l'on  mène  deux  tangentes, 
la  corde  de  contact  aat  ira  passer  par  le  premier  point  m. 
Les  trois  points  m,  n,P  sont  dit»  conjugués;  ils  jouissent 
de  cette  propriété,  que  la  polaire  de  l'un  quelconque  passe 
par  les  deux  antres. 

Le  point  P,  pôle  de  JJ  par  rapport  au  cercle ,  est  très- 
connu.  Il  jouit  de  propriétés  importantes  ;  mais  il  existe 
un  point  Q  aussi  remarquable  et  dont  on  n'a  pas  fait 
usage  jusqu'ici. 

Si  d'un  point  m  de  JJ  comme  centre,  avec  nn  rayon 
égal  à  la  partie  mb  comprise  entre  le  point  m  et  celui  b 
de  tangence,  on  décrit  une  circonférence,  elle  passera 
toujours  par  un  même  point  Q  situé  entre  le  centre  O 
et  le  pôle  P,  et  cela  quelle  que  soit  la  position  de  ce 
point  m  sur  JJ.  En  outre ,  si ,  sur  la  droite  mn  qui  joint 
deux  points  conjugués,  comme  diamètre,  on  décrit  une 
circonférence,  elle  passera  aussi  par  ce  point  Q,  quels 
que  soient  les  deux  points  conjuguésm  et  n  sur  JJ.  Comme 
ce  point  Q  est  important  et  qu'il  a  de  l'analogie  avec  ce- 
lui P,  je  propose  de  le  nommer  pôle  circulaire  de  JJ  par 
rapport  au  cercle ,  tandis  que  P  serait  le  pôle  linéaire. 

La  connaissance  de  ce  point  Q  va  nous  permettre  de 
déterminer  de  suite  le  centre  et  les  axes  de  la  section  co- 
nique sans  en  chercher  un  seul  point. 

Décrivons  une  circonférence  passant  par  Q  et  V  cl  dont 
le  centre  soit  sur  JJ.  Par  son  intersection  avec  cette 
droite,  elle  déterminera  deux  points  conjugués  m  et  n 
tels,  que  les  deux  directrices  correspondantes  Vm,  Vn 
seront  rectangulaires.  Prenons  ces  deux  points  m  et  n 
pour  lus  points  de  vueauxiliaires.il  est  évident:  i°  qu'au 
point  P  correspondra  celui  P'  qui  sera  le  centre  de  la 
courbe;  2"  aux  deux  droites  matVa,  abtVb  correspon- 
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drODt  les  deux  cordes  rectangulaires  conjuguées  t.'  di  P'  a' 
et  ir,  b\Vb  qui,  passant  par  le  centre,  seront  les  axes 
de  la  courbe;  3°  au  quadrilatère  circonscrit  edef  dont 
les  côtés  opposés  concourent  sur  JJ  aux  points  m  et  n, 
correspondra  le  rectangle  c'd'e'f  circonscrit  a  l'ellipse 
et  dont  les  côtes  parallèles  aux  axes  détermineront  les 
sommets  a',  a, ,  b',b\  de  la  courbe. 

Toute  autre  circonférence  qui  aurait  son  centre  sur  JJ 
et  qui  passerait  par  Q,  déterminerait  sur  JJ  deux  autres 
points  conjugués  m,  ;nl  auxquels  correspondraient,  dans 
la  section  conique ,  deux  diamètres  conjugués  dont  l'angle 
serait  égal  à  celui  m,  Vu,  formé  par  les  nouvelles  direc- 
trices Vm(,  V«i- 

Toutes  ces  circonférences  qui  ont  leur  centre  sur  JJ  et 
passent  par  Q,  se  coupent  encore  en  un  deuxième  point  Q, 
situé  symétriquement  par  rapport  à  JJ. 

La  connaissance  du  point  Q  nous  a  donné  le  moyen 
de  trouver  de  suite  le  centre  et  les  axes  de  la  section  co- 
nique qui  doit  résulter  de  la  perspective  d'un  cercle  donné. 
Nous  ferons  voir,  dans  un  prochain  article,  qu'on  peut, 
avec  son  secours ,  résoudre ,  dans  tous  les  cas ,  le  problème 
suivant  :  Connaissant  les  cinq  conditions  auxquelles  doit 
satisfaire  une  section  conique  cherchée ,  trouver  de  suite 
le  centre  et  les  axes  de  cette  courbe  sans  être  obligé  d'en 
déterminer  aucun  autre  point  ;  problème  dont  la  solu- 
tion générale  peut  avoir  des  applications  pratiques 
utiles. 

Dans  la  position  V  du  point  de  vue,  on  trouve  facile- 
ment par  la  construction  que 

PVnQ    nV_ 

p-ft  ~ mq:  mV' 

pour  toute  autre  position  V,  on  aurait  une  autre  ellipse 


,«Q- 


;  donc  il  en  rc- 
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suite  que  le  rapport  des  axes  de  la  première  sera  n  celui 

,    ,      ,        .,  »V    mV, 

de  la  deuxième  tomme  — —  :  — =-• 

Deux  ellipses  quelconques  qu'on  peut  obtenir  ainsi 
pour  deux  pointa  de  vue  V  et  V,  sont  perspectives  réci- 
proques l'une  de  l'autre,  les. droites  homologues  se  cou- 
pent toujours  sur  TT,  mais  le  point  de  rue  pour  deux  de 
ces  courbes  sera  à  l'infini  ;  elles  seront  projection  l'une  de 
l'autre,  et  la  direction  qui  joint  les  points  homologues 
sera  celle  VVt  des  deux  points  de  vue. 

En  faisant  varier  la  position  du  point  V,  on  peut  ob- 
tenir des  ellipses  dont  le  rapport  des  axes  ait  toutes  les 
valeurs  possibles.  Ainsi,  lorsque  V  sera  sur  JJ-,  par 
exemple  en»,  la  courbe  sera  une  droite  etor, .  S'il  est  en  Q 
ou  Qi ,  la  courbe  sera  un  cercle.  Si  le  point  V  reste  sur 
la  circonférence  mQn,  les  ellipses  seront  rapportées  & 
leurs  axes  qui  seront  des  droites  homologues,  et  dans 
toutes  ces  courbes  les  points  homologues  seront  sur  une 
même  circonférence  dont  le  centre  serait  sur  TT. 

Rappelons  en  terminant  que  toutes  ces  courbes,  parmi 
lesquelles  il  y  a  des  droites ,  des  cercles,  des  ellipses  dont 
le  rapport  des  axes  est  indéfini ,  deux  quelconques  sont 
projection  l'une  de  l'autre;  d'où  résulte  qu'a  des  droites 
parallèles  dans  l'une  correspondront  des  droites  parallèles 
dans  l'autre ,  et  que  les  segments  sur  les  premières  se-; 
ront  proportionnels  aux  segments  sur  les  deuxièmes. 

Il  serait  trop  long  d'exposer  ici  toutes  les  conséquences 
qu'on  peut  tirer  de  ces  observations.  Nous  nous  propo- 
sons ,  d'ailleurs ,  de  donner,  dans  un  autre  article ,  toutes 
les  propriétés  de  l'ellipse  qui  se  déduisent,  presque  à  vue, 
de  celles  du  cercle. 
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SOLUTION  UNIQUE  ET  GÉNÉRALE 
BBS  QUESTIONS  FONDAMENTALES  SUR  LES  CONIQUES 

(mlr  tome  1111,  pi(a  »U)i 

Par  M.   POUDRA, 

Officier  supérieur  d'état-mijor  eu  retraite. 

Il  s'agit  de  trouver  le  centre  et  les  axes  d'une  section 
conique  non  tracée  et  qui  doit  satisfaire  à  cinq  condi- 
tions. 

Nous  désignerons  par  a,  £,  c,  d,  e  des  points  de  la 
courbe  et  par  A,  B,  C,  D,  E  les  tangentes  respectives  en 
ces  points.  Cinq  quelconques  de  ces  dix  quantités  étant 
connues,  la  courbe  est  déterminée;  il  en  résulte  douze 
cas  différents.  Ne  pouvant  dans  ce  court  article  don- 
ner les  douze  solutions,  nous  exposerons  les  plus  remar- 
quables qui  fout  connaître  l'esprit  de  la  méthode. 

Dans  un  précédent  article,  nous  avons  fait  voir  com- 
ment on  peut  trouver,  à  priori,  le  centre  et  les  axes 
d'une  section  conique  qui  résulte  de  la  perspective  d'un 
cercle  donné.  La  méthode  générale  que  nous  allons  em- 
ployer consiste  à  retrouver,  avec  les  conditions  données, 
le  cercle  qui  serait  la  perspective  de  la  section  conique. 


^.iizaj^Google 


i"  Cis.  Étant  donnés  les  cinq  points  a,  b,  c,  à,  e, 
trouver  le  centre  et  les  axes  de  la  section  conique  qui 
passe  par  ces  cinq  points,  et  cela  sans  avoir  besoin  de 
déterminer  un  autre  point  de  la  courbe. 

Il  y  a  plusieurs  solutions,  nous  n'en  donnerons  qu'une 
seule.  Quatre  des  points  donnés,  tels  que  a,  b,c,  d,  for- 
ment un  quadrilatère.  Soient  m  et  n  les  points  de  con- 
cours des  cotés  opposés;  la  droite  mn  qui  joint  ces  deux 
points  sera  désignée  par  II. 

Si  l'on  joint  le  cinquième  point  e  avec  les  quatre  points 
a,b,c,d  et  avec  m  et  n,  on  aura  un  faisceau  de  six  droites  en 
in  volution.  Ce  faisceau  est  coupéparladroi  tel  Iauxpoints  m 

et  n,petq,  r  et s  qui  sont  alors  en  involuiion; 

il  en  résulte  que  si  surmn,  pq,  rs,  comme  diamètres,  on 
décrit  trois  demi -circonférences ,  elles  se  couperont  en  un 
même  point  V.  Ce  sera  le  point  de  vue  de  la  perspective. 

Prenons  arbitrairement  une  droite  TT  parallèle  à  II 
pour  la  base  du  tableau;  alors  la  droite  II  pourra  être  re- 
gardée comme  celle  qui,  dans  le  plan  delà  section  conique, 
correspond  aux  points  situés  à  l'infini  dans  le  plan  du 
cercle.  De  sorte  que  la  perspective  du  quadrilatère  a ,  b , 
c,  d,  dont  les  points  de  concours  sont  sur  II,  sera  né- 
cessairement un  parallélogramme,  et  comme  les  deux 
directrices  Vm,  Vn  sont  rectangulaires,  la  figure  a',  b', 
c',  d'  sera  un  rectangle.  Mais,  déplus,  comme  les  angles 
pV  q,  rVjsont  aussi  droits,  il  en  résultera  que  le  point 
e',  perspective  du  cinquième  point  e,  sera'  tel,  que  les 
angles  a' e'c',  b't/d'  seront  droits  ;  donc  il  faut  que  les  cinq 
points  a',  b',  c',  d',  «'soient  sur  une  même  circonférence 
qui  sera ,  par  conséquent ,  la  perspective  de  la  section  co- 
nique passant  par  les  points  donnés  a,  b ,  c,  il,  e. 

Nous  avons  la  droite  II  qui,  dans  le  plan  de  la  section 
conique,  correspond  aux  points  qui ,  dans  le  plan  du  cer- 
cle, sont  à  l'infini.  Mais  nous  avons  besoin  de  connaître 
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celle  qui ,  réciproquement  dans  le  plan  du  cercle ,  corres- 
pond aux  points  à  l'infini  dans  le  plan  de  l'ellipse.  Or  il 
suffit  de  mener  la  droite  JJ  parallèle  TT  à  une  distance 
de  V  égale  à  celle  qui  sépare  les  droites  TT  et  II.  Cela 
.  devient  évident  en  observant  que,  de  même  que  JJ  repré- 
sente la  trace  horizontale  d'un  plan  parallèle  a  celui  du 
tableau  mené  par  V,  réciproquement  la  droite  II  repré- 
sente sur  le  plan  du  tableau  la  trace  d'un  plan  mené  par 
V  parallèle  à  celui  du  cercle.  Ce  serait  pour  les  peintres 
la  ligne  d'horizon. 

En  se  reportant  à  notre  premier  article,  on  voit  que  le 
problème  est  résolu,  car  on  connaît  le  cercle,  le  point  V, 
les  droites  TT,  JJ;  par  suite,  on  peut  déterminer  les  pôles 
linéaires  et  circulaires  P  et  Q ,  et,  par  conséquent ,  le 
centre  et  les  axes  de  la  section  conique  qui  serait  perspec- 
tive du  cercle  et  qui  passerait  par  les  cinq  points  donnés. 

a*  Cas  .  Connaissant  trois  points  a ,  b ,  c ,  itt  deux  tan- 
gentes C  et  E,  on  demande  de  trouver  le  centre  et  les 
axes  de  la  section  conique. 

On  trace  un  cercle  tangent  aux  deux  tangentes  don- 
nées. Ce  cercle ,  de  rayon  arbitraire ,  pourra  être  considéré 
comme  étant  la  perspective  de  la  section  conique.  V,  le 
point  de  rencontre  des  deux  tangentes ,  sera  nécessaire- 
ment le  point  de  vue. 

Les  trois  rayons  visuels  Va,  Vi,  Y  à*  détermineront. 
sur  le  cercle  les  trois  points  a',  b',  d',  perspectives  de 
ceux  a,  b,c.  Les  droites  homologues  ab  et  a'  b',  ad  et 
a'  d',  bd  et  b'  d' se  couperont  deux  à  deux  sur  la  droi  le  TT 
qui  sera  ainsi  déterminée.  Pour  trouver  la  droite  JJ,  on 
trace  à  volonté,  dans  le  plan  de  la  section  conique,  deux 
systèmes  de  deux  droites  parallèles  ;  ces  droites  coupent 
relies  connues  ab ,  bc ,  cd,  de,  vie,  en  des  points  dont  les 
perspectives  seront  :  1°  sur  les  droites  homologues  a'  b\ 
b'c'ic'H')  d'  e\  etc.,  et  a"  sur  les  rayons  visuels  menôs. 
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de  V  à  chacun  de  ces  pointa.  Donc ,  les  droites  homologues 
à  ces  deux  systèmes  de  deux  droites  parallèles  seront  dé- 
terminées, mais  elles  seront  concourantes  en  deux  points 
de  JJ  qui  sera  donc  ainsi  déterminée. 

La  méthode  employée  pour  ce  deuxième  cas  peut  con- 
venir toutes  les  fois  que  parmi  les  données  il  y  aura 
deux  tangentes.  Maison  sait  que  lorsque  l'on  connaît  cinq 
points  d'une  section  conique ,  on  peut  tracer  de  suite  les 
cinq  tangentes  et  réciproquement,  cl  que ,  dans  beaucoup 
d'autres  cas,  on  peut  encore  déterminer  des  tangentes: 
nous  ne  donnerons  donc  pas  les  solutions  directes  des  dix 
cas  qui  resteraient  a  examiner  et  qui  peuvent  se  ramener 
la  plupart  à  ces  deux-ci. 

Lorsqu'on  a  déterminé  le  cercle  qui  est  la  perspective 
de  la  section  conique  non  tracée,  on  peut  résoudre  très- 
simplement  divers  problèmes  sur  celte  courbe. 

i°.  Par  un  point  a  donné  sur  la  courbe  non  tracée, 
lui  mener  une  tangente. 

Le  point  a'  du  cercle  sur  le  rayon  visuel  \a'a  est  la 
perspective  de  celui  a.  On  mène  la  tangente  en  ce  pointa' 
au  cercle,  elle  rencontre  TT  en  un  point  qui,  joint  à  celui 
a,  donne  la  tangente  cherchée, 

a".  Par  un  point  K.  extérieur  à  la  courbe  non  tracée, 
lui  mener  une  tangente. 

Au  point  K  correspond  dans  le  cercle  le  point  K.'  qui 
eh  est  la  perspective.  Par  ce  point  K.',  on  mène  deux  tan- 
gentes au  cercle,  elles  rencontrent  TT  en  des  points  qui, 
joints  à  K,  donnent  les  tangentes  cherchées. 

3°.  Mener  à  la  section  conique  non  tracée  ries  tan~ 
gantes  parallèles  à  une  droite  donnée. 

La  droite  donnée  K  rencontre  TT  en  un  point  a.  Par 
V,  on  mène  une  parallèle  à  Kqut  coupe  JJ  en  un  point  6; 
la  droite  «6  est  la  perspective  delà  droite  K.  On  mène  au 
cercle  deux  tangentes  parallèles  à  cette  droite  aS  ;  elles 


3,g,1,zedby  G00gle 


(«■  ) 

rencontrent  TT  en  Jeux  points  par  lesquels,  menai!  L  deux 
parallèles  à  K ,  ou  aura  les  deux  tangentes  cherchées.  Si 
l'on  veut  les  points  de  ta ngence,  il  suflira  de  joindre  V  avec 
les  points  de  contact  des  deux  tangentes  ci-dessus  au 
cercle.   . 

4".  Trouver  les  points  d'intersection  de  la  droite  K 
avec  la  section  conique  non  tracée. 

A  la  droite  K  correspond,  comme  cî-dessus,  la  droite  «S 
qui  coupe  le  cercle  en  deux  points.  Joignant  ces  points 
à  V,  l'intersection  de  ces  droites  et  de  celle  de  K  donnera 
les  deux  points  cherchés. 


THEOREMES  DE  GEOMETRIE 
fttHJrrS  DII  CALCUL  DES  SYMBOLES 


1.  Les  deux  courbes  données  par  les  équations 
F(*,/)  =  o,     F(*  +  fl,r  +  fi)  =  o 
se  coupent  en  des  points  qui  sont  sur  une  troisième  courbe 
donnée  par  l'équation  symbolique 

eaD.-^D,F(*,r)  =  o. 
Lorsque  F(x>y)  est  algébrique  et  de  degré  n,  la  troi- 
sième courbe  est  de  degré  n  —  i . 

3.  Les  deux  surfaces  données  par  les  équations 
F(*,r,*)  =  o,     ¥(*  +  *, y  +  b,*  +  c)  =  o 

se  coupent  en  une  ligne  qui  est  sur  une  troisième  surface 
donnée  par  l'équation  symbolique 

et  cette  surface  est  de  degré  inférieur  d'une  unité  au  de- 
gré des  surfaces  données. 
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3.  F(*,/)  =  o 

étant  l'équation  d'une  courbe  plane,  si  elle  tourne  d'une 
quantité  infiniment  petite  autour  d'un  axe  passant  par 
l'origine  perpendiculairement  à  son  plan,  les  points  d'in- 
tersection des  deux  courbes  sont  sur  la  courbe  donnée 
par  l'équation  symbolique 

(*D7-j-)DI.F{*,.r)'=o 
de  même  degré  que  les  courbes  données  et  passant  par 
l'origine.  Pour  les  coniques,  c'est  une  hyperbole  équîla- 

4.  F(*,r,a)  =  o, 

étant  l'équation  d'une  surface,  si  elle  tourne  infiniment 
peu  autour  d'un  axe  passant  par  l'origine  et  faisant  avec 
les  axes  x,  y,  z  supposés  recta ngul ai ret>  les  angles  /,  m , 
n ,  les  points  d'intersection  sont  sur  une  troisième  surface 
donnée  par  l'équation  symbolique 
f  -cw/(,D7-rD,)-l-cosn.(;rD,-*D,)-] 


-I-  COSn   {/Dj 

rcro«ji-»«»-.)DJ 


+  (ïco»/— rcosm)Pr"j       _ 
-t-  (xcoam — /cos/JD,J 


où  u  est  une  fonction  de  x ,  y ,  z .  Telle  est  l'équation  dif- 
férentielle d'une  surface  de  révolution;  cette  équation 
exprime  que  la  perpendiculaire  au  plan  passant  par  l'axe 
de  rotation  et  un  rayon  vecteur,  fait  un  angle  droit  arec 
la  normale  à  la  surface. 
6.  Soit 

U  =  ab-r-B*-i-t-  Vi  +  ..  .+«,  +  s,  =  o 
l'équation  d'une  courbe  plane  ;  up  est  une  fonction  homo- 
gène en  x ,  y  el  de  degré  p.  Les  tangentes  distantes  de 
l'origine  d'une  quantité  constante  A,  ont  leurs  points  de 
contact  sur  une  courbe  de  degré  a  (n  —  i)  et  donnée  par 
l'équation 

*'[(D,U)'-HD7U)'] 

=  («._,+  a  k_  -t-  3  w_,  +...  +  «*.  )'. 
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7.  Soil 

U  =  ».  +  j^_,  -+-  *_,  +...  +  «,  +  u,  =  o 
l'équation  d'une  surface  de  degré  n.  Les  plans  tangents , 
distants  de  l'origine  d'une  quand  té  constante  k ,  ont  leurs 
points  de  contact  sur  une  surface  de  degré  a  (n  —  i) , 
donnée  par  l'équation 

=  (a_i  +  2«,_j  -I-  3  a,_,  -t-,  .  .  -+-  /!«,)*. 

8.  et,  fi,  y  étant  les  coordonnées  d'un  point ,  l'équation 
de  la  surface  polaire  relative  à  ce  point  est 

«D.U  -4-  pp,U  +  7D,D  ■+•  (U)  =  o, 
où 

{U)  =  b*_,  +  2«„_,+  3«_  +   ..+  »«,. 

Si  le  point  (a,  |3,  y)  est  une  surface  de  degré  mdonuée 
par  l'équation 

la  surface  enveloppe  des  surfaces  polaires  comporte  les 

équations 

D.U.rfot  +  Dj.U.rfp-r-D,  V.dy  =  o, 
D^.da  +  DpV.dp-hD^V.df  =  o, 

d'où  l'on  tire  les  trois  équations 

DaV-r-lD,0  =  o, 

D^V  +  XDrU  =  o, 

Dj,T  +  lD.U  =  o. 
Or  on  a 

«D«V  +  pDgV  -1-yDjV  =—  (<w,  -+■  3*,,_,  +...+me,)  =  (V), 
aD^U  +  pDtU  -h  ?D,U  =—  («,-,  +  2ff_,  -+-...  -f-/iB.)=(U); 
donc 

(«) 

Pour  avoir  la  surface  enveloppe,  il  faut  éliminer  « ,  0,  y 
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entre  les  quatre  équations 


élimination  que  généralement  on  n'est  pas  parvenu  à  effec- 
tuer; elle  est  possible  dans  quelques  cas  particuliers. 
Soit 

v  =£_.£_,£ 


trois 

dernièi 

es  équations 

devien 

nent 

à™-1 

+  (TJj 

D,U  = 

o, 

fr-. 

+  (ûy 

D,U  = 

o, 

ri' 

+  (U) 

D,U  = 

■•■ 

Éliminant  « ,  (3 ,  y  entre  ces  trois  équations  et  là  qua- 
trième V  =  o ,  on  obtient 

{ar>1Mf=i  +  (bTirVf:r,-h{cD.Vf::i  =  [~  (U)p'. 
Lorsque  m  —  a  ,  cette  équation  est  de  degré  2  (k  —  1)  ; 
sim  =  n  =  B,  l'équation  est  du  second  degré  et  de  la 
forme 

a'(D,U}'-»-fc'(DJ.tJ)'  +  c'{D,tJ)'  =  («,+  a.)'. 
Si  le  pôle  est  sur  une  courbe  centrale  du  second  degré  et 
que  la  polaire  soit  prise  par  rapport  à  une  ligne  du  troi- 
sième degré,  l'enveloppe  de  cette  polaire  est  une  courbe 
du  quatrième  degré  donné  par  l'équation 

a'(n.Vy+  fi,(D,TJ)=(u,-i-2«,  +  «,)'• 
Note.  Ces  théorèmes  sont  extraits  du  Calculus  0/ ope- 
rations  duRév.Carmichacl  (voir  le  Bulletin,  1. 1",  p.  83). 
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NOTB  SUR  LA  BAS!  DES  LOGARITHMES  NÉPÉRIENS; 
Pâk  h.  leclf.rc, 

Conducteur  de*  Pont*  et  Chiuuéea, 

à  Neufch»ld-en-Bniv. 

On  trouve  dans  la  Noie  IV  de  la  Géométrie  de  Le- 
gendre  la  formule  suivante  : 


Je  remplace  d'abord  x  par  -■>  ce  qui  me  donne 


5i+  ... 
On  tire  de  cette  équation  la  formule  générale 

*.+ 1  -\ 

*  3^  +  ^- 

(»)  ^  = . ■ 

Sx  -t-. . . 
an*.  «fe  Mnhémat.,  t.  XIV.  (Juin  i85S). 
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En  y  faisant  x  =  2 ,  on  a  donc 


puis ,  successivement , 


6  h :— j 

IQ  +  T4  + 

1 

H 


^-(■*.^g 


.4+- 


■<+îs^r 

Les  réduites  de  même  rang,  dans  les  deux  fractions 
continues  qui  entrent  dans  cette  formule,  ayant  mêmes 
dénominateurs,  il  suffira,  pour  obtenir  des  valeurs  e , , 
c, ,  et,  etc.,  de  plus  en  plus  approchées  du  nombre  ». 
de  calculer  les  numérateurs  de  ces  réduites.  On    trouve 
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insi 

5 

e(S=  a +  -=*,,!   ... 

e,  =  2H =  3,718   .    , 

71.(4  +  7  "»' 

Remarque  sur  la  Note  précédente. 
Si  l'on  prend  la  première  valeur  de  e ,  on  peut  l'écrire 


—.4+...' 

eu  sorte  que  l'irrationnelle  e  te  trouve  développée  en  une 
fraction  continue  très-simple  et  très-rapidement  conver- 
gente. 

H  est  facile  ensuite  de  transformer  en  série  la  fraction 
continue  (Nouvelles  annales,  tome  Mil ,  page  170) ,  et 
l'on  trouve 

/11  1  1        \ 


(  100 1 .  18080.      "  J 

fi.  G. 
Note  du  Rédacteur.  M.  Leclerc  indique  la  formule 
générale 


>[i) 


extraite  de  la  Science  du  4  et  du  19  avril  1 85* ,  journal 
scientifique  quotidien ,  le  premier  de  ce  genre  et  auquel  les 
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noms  des  collabora  leurs  promettent  un  grand   succès, 
pourvu  que  tes  noms  soient  autre  chose  que  des  noms. 


CONSIDERATIONS  SUR  LES  DROITES  DANS  L'ESPACE  s 


i .  Nous  appellerons  distance  de  deux  droites  leur  plus 
courte  distance.  Lorsque  deux  droites  se  renrontrent , 
leur  distance  est  nulle. 

2.  Étant  données  deux  droites,  la  direction  du  plan 
parallèle  à  ces  deux  droites  est  donnée. 

3.  Une  droite  parallèle  à  un  plan  est  également  dis- 
tante de  toutcs.lcs droites  menées  dans  te  plan  et  qni  ne 
sont  pas  parallèles  à  la  droite. 

4.  On  peut  appliquer,  et  d'une  seule  manière  seulement, 
sur  deux  droites ,  une  troisième  droite  donnée  de  direction 
et  non  comprise  dans  un  plan  parallèle  aux  deux  droites. 

Ainsi,  généralement  parlant,  on  ne  peut  pas  appliquer 
sur -trois  droites  une  droite  donnée  de  direction.  Les  élé- 
ments d'un  hyperboloïde  à  une  nappe  n'ont  pas  toutes  les 
directions  possibles. 

5.  Problème.  Trouver  sur  une  droite  un  point  tel, qu'en 
abaissant  de  ce  point  une  perpendiculaire  sur  une  seconde 
droite,  cette  perpendiculaire  ait  une  longueur  donnée. 

Solution.  Autour  de  la  seconde  droite  comme  axe, 
imaginons  un  cylindre  de  révolution  de  rayon  égal  en 
longueur  à  la  perpendiculaire  ;  les  deux  points  d'intersec- 
tion de  ce  cylindre  avec  la  première  droite  satisfont  à  la 
question. 

6.  Si  d'un  point  a  pris  sur  la  droite  A ,  on  abaisse  la 
perpendiculaire  aa,  sur  la  droite  B,  et  qu'ensuite  on 
prenne  sur  la  droite  B  un  point  b  tel ,  que  la  perpendi- 
culaire bb,  abaissée  sur  A  soit  égale  à  aa, ,  la  droite  a,  b, 
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est  également  inclinée  sur  les  droites  A  et  B.  Quelle  est 
l'enveloppe  de  toutes  les  droites  également  inclinées  sur 
AetB? 

7.  Un  calcul  facile  fait  voir  que  le  lieu  d'un  point  éga- 
lement distant  de  deux  droites  données  est  un  paraboloïilc 
hyperbolique;  donc  le  lieu  du  point  également  distant  de 
trois  droites  est  une  ligne  du  quatrième  ordre,  intersec- 
tion de  deux hypcrboloïdes  ;  les  trois  paraboloïdes  passent 
par  la  même  courbe.  Lorsque  les  droites  données  sont  le 
même  hyperboloïde  de  révolution ,  les  trois  piraboloïdes 
se  coupent  suivant  l'axe  de  l' hyperboloïde. 


SUR  LE  THÉORÈME  DE  M.  WMATSTfllffi 
Pa*  h.  cajntor, 

Professeur  à  Heidelberg. 

Ce  théorème  a  déjà  été  énoncé  et  démontré  par  M.  Fré- 
gier  (Gebgonne,  Annales  de  Math.,  t.  IX,  p.  an).  En 
effet,  r"  y  est  posé  comme  somme  d'une  progression 
arithmétique  de  n  termes  dont  le  premier  est  l'unité  et 

dont  la  raison  est  3  • 

Il  existe  d'ailleurs  un  très-grand  nombre  de  proposi- 
tions trop  peu  connues  sur  les  progressions.  En  voici  une 
de  Jacques  BernoulH  : 

«  Les  deux  premiers  ternies  d'une  progression  géomé- 
»  trique  a,  f*e,  ae*,  etc.,  étant  positifs  et  égaux  aux  deux 
«  premiers  termes  d'une  progression  arithmétique  a , 
»  a~¥-  d,  a+  zd,  etc.,  chaque  terme  (le  cette  dernière 
*  progression  sera  plus  peti  t  que  le  terme  de  même  quan- 
»  tîème  de  la  progression  géométrique,  n  {De  Seiiebut 
infinitis,  proposilioIV.) 
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at*  —  a  —  arf=tf{e  — !)[(«—' +  «— »  +  ..  ,+  l)  —  »]. 
Le  membre  à  droite  est  toujours  positif,  soit  que  l'on 
prenne  e  supérieur  ou  inférieur  a  l'unité;  donc  on  a 
toujours 


TBÉdRIB  DES  PARALLELES. 

M.  Cabot,  conseiller  général ,  nous  a  adressé  une  dé- 
monstration de  cette  théorie,  dont  nous  extrayons  les 
réflexions  suivantes.  , 

u  L'évidence  est  celte  propriété  qu'ont  certaines  vé- 
rités d'être  saisies  et  admises  par  le  sentiment,  avant 
qu'aucune  opération  de  l'entendement  ait  pu  les  faire 
admettre  par  l'esprit.  C'est  pour  cela  ,  sans  doute,  qu'il 
est  difficile,  quelquefois  même  à  peu  près  impossible,  de 
démontrer  ces  vérités  ;  car,  quelque  simple  que  soit  le  rai- 
sonnement que  l'on  produit ,  il  ne  sera  jamais  aussi  satis- 
faisant et  aussi  clair,  pour  former  notre  conviction  ,  que 
le  sentiment  même  de  ces  vérités.  II  est  donc  inutile  de 
chercher  a  démontrer  l'évidence,  puisque  le  sentiment 
supplée ,  dans  ce  cas ,  avec  avantage  à  la  démonstration. 
Je  dis  en  outre  qu'il  est  nuisible  de  l'entreprendre ,  parce 
qu'en  donnant  une  conviction  moins  facile  a  établir,  cela 
fait  naître  des  difficultés  pins  ou  moins  considérables. 
Ainsi,  je  crois  que  Legendre  a  eu  tort  de  démontrer  que 
tous  les  angles  droits  sont  égaux  entre  eux,  car  cette  dé- 
monstration n'était  pas  nécessaire.  Ce  fait  de  l'égalité  de 
tons  les  angles  droits ,  se  présentant  à  chaque  instant  dans 
les  démonstrations  de  la  géométrie ,  est  nécessairement  as- 
sez important  pour  que  les  prédécesseurs  de  Legendre 
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eussent  cherché  sa  démonstration ,  s'ils  avaient  pu  croire 
que  celLe  vérité  pûl  être  raisonnablement  contestée.  » 

Ces  réflexions  très-justes  s'accordent  avec  celles  de 
Pascal  sur  le  même  sujet.  La  démonstration  de  Legendre, 
non-seulement  n'est  pas  nécessaire  (c'est  le  10'  axiome 
d'Euclide),  mais  manque  même  de  rigueur. 

Pour  démontrer  les  parallèles,  M.  Cabot  admet  que 
lorsqu'une  droite  a  deux  de  ses  points  A  et  B  inégalement 
éloignés  d'une  autre  droite,  la.  droite  AB,  suffi  sammentpro- 
longée,  rencontre  la  seconde  droite  du  côté  où  est  le  moin- 
dre éloi  g  nement ,  et  cela  d'après  le. sentiment  qu'on  a  de  la 
rectitude;  autant  vaudrait  admettre  le  il*  axiome  d'Ea- 
clide.  D'ailleurs  il  vaut  mieux  s'en  tenir  à  cet  axiome  de 
M.  Gergonne  :  Par  le  même  point  ne  passe  qu'une  seule 
parallèle  à  une  droite .  C'est  oc  qu'il  y  a  de  pins  simple  en 
fait  de  sentiments. 


THÉORÈME  RE  M.  STEINBR 
8BB  UN  CERCLE  TANGENT  A  HE  COURBE 


Si  un  cercle  doit  passer  par  deux  points  donnés  et  tou- 
cher une  courbe  de  degré  n ,  le  nombre  des  solutions  est 
en  général  «{«■(-  i). 

Prenons  pour  origine  le  milieu  de  la  distance  des  points 
donnés,  pour  axe  des  x  la  droite  qui  joint  les  points. 
L'équalion  du  cercle  sera  de  la  forme 
(1)  **  +  j-'~2pj-  =  «'i 

(3  ordonnée  du  centre,  aa  distance  des  points  fixes. 

Appelant  x ,  y  les  coordonnées  du  point  de  contact  de 
ce  cercle  avec  la  courbe  f(x, y)  =  o  de  degré  n,  la  iior- 
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maie  en  ce  point  à  la  courbe  sera 

X,  Y  étant  les  coordonnées  courantes.  Cette  normale  doit 
passer  par  le  centre  de  notre  cercle  ;  donc 

J'élimine  (3  entre  cette  équation  et  l'équation  (t),  il  en 
résulte  l'équation 

(*•  ■+■  Jx  —  a*)f*  +  » 7  (*/>  -  j/'x)  =  °>. 
laquelle  combinée  avec  l'équation 

/(.,r)  =  ô. 

fait  connaître  les  coordonnées  des  points  de  contact.  Or 
la,  première  estde  degré  n-t-i,  la  seconde dedegré  n,  donc 
le  nombre  de  leurs  points  d'intersection  est  n  { n  ■+- 1)  en 
généra). 

PROPRIÉTÉS  GÉNÉRAL!»  BIS  COURBES  PUNIS. 
D'apbss  M.  STE1NER. 

i .  P, ,  P,  étant  deux  points  quelconques  situés  dans  le 
plan  d'une  courbe  de  degré  n ,  les  pieds  des  normales 
abaissées  de  ces  deux  points  sur  la  courbe  sont  distribués 
respectivement  sur  deux  courbes,  ebacune  de  degré  n, 
ayant  en  commun  n*  —  n  •+•  i  points  fixes,  savoir  les 
(»  —  i)'  pôles  de  la  droite  située  à  l'infini,  pôles  pris  re- 
lativement à  la  courbe  donnée,  et  «.points  situés  à  l'infini. 

2.  Le  lieu  des  sommets  de  tous  les  angles  droits  cir- 
conscrits  à  une  courbe  de  la  classe  n  est  une  courbe  de 
degré  n*  (*). 

{')  Dana  le»  conique*,  c'est  un  cercle  double. 
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3.  La  développée  d'une  courbe  de  degré  n  est  :   i"  de 

degré   3n(» — i);   a°  de  la   classe  n";   3°    parmi  ses 

3n{n — i)  asymptotes,  il  y  en  a  3  m  si  tuées  à  l'infini;  4°  elle 

a  n(in  —  3)  points   de  rebroussement ,  an(3n  —  5) 

sommets  (*),  -ra {n  —  î)  (n*  +  n  —  3)  tangentes  dou- 
bles parmi  lesquelles  -  n  (n  —  i)  sont  à  l'infini. 


JfOTE  SUR  ISS  FRACTIONS  DÉCIMALES  PËRiODIQUES 

(wlr  pue  ■»)  i 
Pai  M.  COUPY, 

Professeur  an  Prytinéo  de  )■  Flèche. 

C'est  par  erreur  que  l'on  a  inscrit  le  nombre  non 
premier  a65  vis-à-vis  de*i3  (p.  n5).  A  cette  occasion, 
nous  rappelons  un  travail  très-remarquable ,  très-complet 
de  M.  Thibault  sur  le  même  sujet  (Nouvelles  Annales, 

t.  II,  p.  8o)  ;  il  s'y  est  glissé  une  légère  erreur.  —  donne 

35  chiffres  à  la  période  et  non  7 1 ,  ainsi  qu'on  le  dît  p.  87 
où,  ligne  5  en  descendantfJU  faut  lire  neuf  ta.  lieu  de  dix. 

CONSTRUCTION  GÉOMÉTRIQUE 
D'iM  ligu  tlue  h  trciiièm  degré  passant  iir  ieit  points  ivuk  ; 

D 'après  H.  CHASLES. 

{Complet  rendus,  3o  mil  l853,  page  g;'tî .  ) 

1 .  Lemme.  Etant  donnés  cinq  points  d'une  conique  et 
une  droite  dans  le  plan  de  la  conique,  on  peut  construire 
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géométriquement  les  intersections  de  la  droite  et  de  la 
conique  sans  décrire  la  conique. 

2.  Lemme.  Etant  donnés  quatre  points  dans  un  plan 
et  le  rapport  anharmonique  d'un  faisceau  passant  par  ces 
points,  on  peut  construire  géométriquement  les  sommets 
des  faisceaux  homographiques  passant  par  ces  points, 
sommets  situés  sur  une  conique  passant  par  les  quatre 
points  donnés. 

3.  Lemme.  Etant  données  deux  coniques  dans  le  même 
plan ,  chacune  par  cinq  points ,  si ,  de  plus ,  trois  de  ces 
points  sont  communs  aux  deux  coniques ,  on  peut  con- 
struire géométriquement  le  quatrième  point  d'intersec- 
tion des  deux  coniques  sans  décrire  ces  coniques  ,  et  ce 
point  est  unique  et  toujours  réel. 

4.  Problème.  Étant  donnés  neuf  points  d'une  courbe 
plane  du  troisième  degré,  trouver  deux  faisceaux  homo- 
graphiques  F1  et  F*,  dont  les  intersections  donnent  lu 
ligne  du  troisième  degré  passant  par  les  neuf  points 
(t.Xn.p.  36o). 

Solution.  Soient  a,,  at ,  a,,-..,  a,  les  neuf  pointa  don- 
nés et  A ,  B ,  C  les  trois  coniques  déterminées, 
A   par  les   points  n, ,  •,,    «,,   a,,   tilt 


et  une  conique  indéterminée  D  passant  par  les  quatre 
points  <!,,  «, ,  a, ,  ak,  Les  quatre  coniques  ayant  quatre 
points  en  commun  appartiennent  à  un  faisceau  F*  (t.  XII, 
p.  358  et  359). 

Les  quatre  polaires  d'un  point  quelconque  pris  dans  le 
plan  par  rapport  aux  quatre  coniques  sont  un  faisceau  F1 
homographique  au  faisceau  F1,  et  dont  le  rapport  anhar- 
monique est  constant,  quelque  part  qu'on  prenne  le  pôle. 
Si  l'on  cherche  un  point  P  fixe  tel,  que  les  quatre  rayons 
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Pu,,  Pat ,  Va-,,  PK.  forment  un  faisceau  Q'  homogra- 
phique au  faisceau  des  polaires,  ce  faisceau  Q'  sera  aussi 
homographique  au  faisceau  F*. 

Le  quatrième  rayon  PK  coupe  la  conique  variable  D 
correspondante  en  deux  points;  la  suite  de  ces  points  est 
sur  une  courbe  du  troisième  degré  passant  par  les  sept 
points  a,,  a,,...,  a-,  et  par  le  point  P  (t.  XII,  p.  36o). 
Le  point  P  est  arbitraire,  mais  si  l'on  prend  le  point  P 
sur  la  conique  M  passant  par  les  points  a,,  a,,  a1 ,  as  et 
tel,  que  le  faisceau  Pa,,  Pa,,  Pa1 ,  P«B  soit  homogra- 
phique au  faisceau  des  quatre  polaires ,  il  est  évident  que 
la  courbe  du  troisième  degré  passera  alors  par  les  huit 
points  a,,  o(,...,  a,  et  encore  par  le  point  P.  Construisons 
de  même  une  conique  JN  passant  par  les  points  a, ,  at, 
at ,  a,  et  telle,  que  le  faisceau  Pa, ,  Po, ,  Pa-, ,  Pa,  suit 
homographique  au  faisceau  des  quatre  polaires;  les  co- 
niques M  et  N  ont  en  commun  les  points  at,a„,  a-,  et 
encore  un  quatrième  point  (lemme  3}  ;  prenant  ce  qua- 
trième point  pour  P,  la  courbe  du  troisième  degré ,  donnée 
par  l'intersection  du  faisceau  F*  et  F*  ayant  pour  som- 
met P,  passera  par  les  neuf  points  «,,  at>  as,...,  a,  ;  ce 
qu'il  fallait  faire. 


SOLUTION  BE  LA  QUESTION  311 

[nie  iwalMJi 
P*a  H.  WOEPCKE. 

Soient  huit  points  quelconques  ar  rangés  en  deux  groupes- 
a,£,  c,  dele,/,  g,  h.  Désignons  par  C„,  C/-,  C(,  C& 
des  coniques  ayant  en  commun  les  quatre  points  a,  b, 
c ,  d  et  passant  respectivement  pare,/*,  g,  h.  On  con- 
struit facilement  la  conique  2 ,  lieu  d'un  point  p  te) , 
que  le  rapport  anharmonique  des  rayons  pe  ,  pf,  pg ,  ph 
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soit  égal  à  celui  des  coniques  C,  ,  Cf,  Cf ,  Cj,.  Prenons 
sur  la  circonférence  de  £  un  point  p,  et  construisons, 
d'après  le  mode  de  description  du  à  M.  Chasles  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l 'Académie  des  Sciences ,  séance 
du  3o  mai  i853) ,  une  courbe  du  troisième  degré  passant 
par  les  huit  points  a,  b,  c,  d,  e,f,  g,  h,  en  prenant  p, 
pour  centre  du  faisceau  de  droites.  Cette  courbe  passe 
par  pf  et  rencontre  la  conique  £  en  e  ,f,  g,  A ,  »,  et  en 
un  sixième  poipt  n.  Prenons  ensuite  pour  centre  du  fais- 
ceau de  droites  un  second  point  pt  de  la  circonférence 
de  2,  et  construisons  pareillement  une  courbe  du  troi- 
sième degré  passant  par  a,  b,  c,  d,  «,_/*,  g,  h.  Je  dis 
que  cette  courbe  passe' aussi  par  n.  En  effet,  les  rayons 
P*eiP*fi  P'gi  P*h  j  P*n  correspondent  anhar  m  unique- 
ment aux  rayons  p,e,  p,f.  p,g,  p,k,  p,n,  étant  issus 
de  deux  points  de  la  circonférence  d'une  même  conique , 
et,  en  vertu  de  la  construction  de  la  première  courbe 
du  troisième  degré, Pte,p,f,  plg,p,hipin  correspon- 
dent anharmoniquement  aux  coniques  C. ,  C/,  C#,  C/, , 
C„.  Par  suite,  le  rayon  p,  n  et  la  conique C„ ,  qui  l'un  et 
l'autre  passent  par  n,  se  correspondent  anharmonique- 
ment; donc  n  est  aussi  un  point  de  la  seconde  courbe  du 
troisième  degré,  c'est-à-dire  n  est  le  neuvième  point  en 
lequel  se  coupent  tontes  les  courbes  du  troisième  degré 
qu'on  peut  faire  passer  par  les  huit  points  a,  b,  c,  d,  e, 
f,  g,  h.  Mais  n  est  situé  sur  la  conique  2,  donc  le  rap- 
port anharmonique  des  quatre  rayons  ne,  nf,  ng,  nk  est 
égal  à  celui  des  quatre  coniques  C,,C/>  C(,C*.  c.  o,.  t.  d. 
La  solution  de  la  question  302  est  une  conséquence 
immédiate  de  la  précédente. 
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INTERSECTION  DB  CONIQUES; 
P*n  H.  WOEPCKE. 

Étant  donnés  cinq  points  a  ,  b ,  c,  p,  q  d'une  conique 
et  cinq  points  a  ,b ,  c ,  r,  a  d'une  seconde  conique,  ces 
coniques  ayant  en  commun  les  trois  points  a ,  b ,  c  ; 
(rouwr  /e  quatrième  point  d'intersection  sans  décrire 
les  coniques. 

Solution.  On  mène  une  droite  quelconque  L  coupant 
li  première  conique  en  m  et  m,  et  la  seconde  conique  en  n 
et  n, ,  points  qu'on  sait  construire  sans  que  les  coniques 
soient  décrites ,  et  soit  o  l'intersection  des  deux  droites  L 
et  ah\  soit  o,  le  sixième  point  de l'involution  m,  m,, 
n ,  n, ,  o ,  ot  ;  l'intersection  de  la  droite  co,  avec  l'une  ou 
l'autre  conique  donne  le  quatrième  point  cherché. 


SUR  LES  CONIQUES  POLAIRES  ET  LES  SECTIONS  CYCLIQUES  ; 

D'APBis  M.  R.  "RUBINI, 
Professeur  à  Naplei . 

1.  Soient  tes  trois  équations 

r  est  un  rayon  vecteur  et  u  l'arc  correspondant;  a,  a,  m 
des  constantes  données.  Les  trois  courbes  passent  évidem- 
ment par  le  pôle.  La  première  courbe  (ellipse  polaire) 
est  une  courbe  fermée  ;  la  seconde  courbe  (hyperbole  po- 
laire) a  deux  branches  infinies  en  hélice-;  la  troisième 
courbe  (parabole  polaire)  a  une  branche  infime  en  hé- 
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lice.  Les  constructions  offrent  un  exercice  et  des  lieux 
géométriques  instructifs. 

La  quadrature  se  ramène  à  des  arcs  de  cercle,  et  la  rec- 
tification, comme  on  s'y  attend,  à  des  fonctions  ellip- 
tiques. La  discussion  des  constantes  présente  quelques  dif  • 
Acuités  que  le  savant  calculateur  surmonte  avec  habileté. 

2.  Sur  une  section  cyclique  faite  dans  une  surface  du 
second  degré  prenons  un  point  fixe  O  et  un  point  quel- 
conque M  sur  la  surface-,  la  projection  de  OM  sur  le  plan 
de  la  section  rencontre  le  cercle  en  un  second  point  O'. 
Soit  m  le  point  de  rencontre  des  trois  hauteurs  du 
triangle  MOO'  ;  appelons  M  et  m  points  correspondants. 
Soient  trois  autres  points  N,  P ,  Q  situés  aussi  sur  la  sur- 
face, et  n ,  p  ,  q  les  points  correspondants  ;  on  a  ce  théo- 
rème : 

Le  volume  du  tétraèdre  MNPQ ,  divisé  par  le  volume 
du  tétraèdre  mnpq,  est  constant  quels  que  soient  les 
I>ointsM,NyP,Q. 

3.  Si  les  points  M ,  N ,  P,  Q  restent  fixes  et  que  le  plan 
cyclique  se  meuve  parallèlement  à  lui-même,  le  volume 
du  tétraèdre  mnpq  reste  constant. 

4.  Par  le  point  O  menons  dans  le  plan  cyclique  deux 
droites  00',  00",  perpendiculaires  entre  elle},  et  éle- 
vons en  O  une  perpendiculaire  OR  au  plan  cyclique. 

Si  les  axes  de  la  section  faite  par  le  plan  ROO'  font 
des  angles  de  45  degrés  avec  OO',  et  de  même  les  axes  de 
la  section  faite  par  le  plan  ROO",  avec  la  droite  00", 
alors  le  tétraèdre  MNPQ  est  équivalent  au  tétraèdre  mnpq. 

5.  Dans  un  paraboloïde  de  révolution  les  quatre  points 
m,  n,  p,  q  sont  dans  un  plan  normal  a  l'axe;  plan 
distant  du  plan  cyclique  considéré  d'une  longueur  égale 
au  paramètre  de  la  parabole  génératrice.  Ces  théorèmes, 
ainsi  que  tes  Suivants,  sont  démontrés  analytiquement. 

6.  L'axe  d'un  cône  du  second  degré  est  l'intersection 
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des  deux  sections  principales,  majeure  et  mineure,  qui 
passent  par  le  sommet.  Par  un  point  quelconque  de  cet 
axe,  menons  un  plan  A  variable,  mais  toujours  perpen- 
diculaire à  cet  axe;  ce  plan  coupe  le  cône  suivant  une 
ellipse,  et  les  deux  plans  cycliques  qui  passent  par  le  som- 
met suivant  deux  droites.  Les  lieux  géométriques  des  pôles 
de  ces  droites,  pris  par  rapport  à  l'ellipse,  sont  deux 
droites  passant  par  le  sommet.  Désignons  ces  droites  par 
le  nom  de  rayons  polaires  des  plans  cycliques. 

Le  même  plan  A  coupe  les  deux  droites  focales  en  deux 
points;  les  lieux  géométriques  des  polaires  de  ces  points, 
pris  par  rapport  à  l'ellipse  considérée,  "sont  deux  plans 
passant  par  les  sommets;  nous  les  désignons  pur  plans 
polaires  des  lignes  focales.  Ce  sont  les  plans  directeurs 
de  MM.  Briot  et  Bouquet  (Leçons  nouvelles  de  Géomé- 
trie analytique,  page  4 1 6)-  Ces  définitions  posées,  on  a 
ces  théorèmes. 

Théorème.  Dans  tout  cône  du  second  degré  dont  la 
section  principale  mineure  est  égale  à  un  angle  droit, 
le  produit  du  cosinus  des  angles  quejorme  une  généra- 
trice avec  les  deux  rayons  polaires  des  plans  cycliques 
est  égal  à  la  moitié  du  carré  do  la  cotangente  de  la 
moitié  de  l'angle  de  la  section  principale  majeure.  La 
somme  des  angles  que  /ait  un  plan  tangent  quelconque 
avec  les  deux  rayons  polaires  est  égale  à  un  angle  droit; 
la  tangente  de  l'angle  que  fait  un  rayon  polaire  et  un 
plan  tangent,  multipliée  par  le  carré  du  cosinus  de 
l'angle  que  fait  le  même  rayon  avec  la  génératrice  de 
contact,  donne  un  produit  constant. 

Observation-,  On  entend  par  angle  d'une  section  l'angle 
que  font  les  deux  génératrices  situées  dans  cette  section. 

7.  Théorème,  Dans  tout  cane  du  second  degré  les 
distances  d'un  point  du  cône  à  une  focale  et  au  plan 
polaire  de  cette  focale  sont  dans  un  rapport  constant. 
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8.   Pour  démontrer  le  théorème  du  §  1 ,  l'auteur  part 
de  l'équation 

(i)  *(«  —  *)+  y{b  —  j-)-j-Ai'  +  B,rs4-C*s  +  Ds=o, 
axes  rectangulaires  ;  les  coordonnées  du  point  M  étant  x', 


ce  qui  donne,  vu  l'équation  (i) ,  * 

A  x"  ■+■  B/  H-  Cx'  +  D  =  —  Z'  j 
et,  parla  méthode  des  déterminants,  on  déduit  facilement 
les  théorèmes  énoncés. 

Les  théorèmes  sur  le  cône  s'établissent  à  l'aide  de  l'é- 
quation suivante  du  cône 


axes  rectangulaires;  a  est  la  tangente  du  demi-angle  de 
la  section  majeure  et  b  la  tangente  du  demi-angle  de  la 
section  mineure.  Alors 


-*vfe^ 

des  plans  cycliques. 

r=±t\/I^i' 

:-:+?=<•■ 

des  rayons  polaires. 

^dt.y^EE. 

des  plans  polaires.  . 

-=±-v^ 

Ces  élégants  résultats  sont  l'objet  de  deux  Mémoires 
insérés,  le  premier  en  janvier  -i853  et  le  second  en 
juin  i854,  dans  les  Annali  di  Scienze  matematicke  e 
fisiche,  publiées  à  Rome  par  le  célèbre  géomètre  Barnaba 
Tortollini ,  recueil  qui  entretient  le  feu  sacré  dans  la 
patrie  de  Galilée.  C'est  l'Italie. 


^nizaj^Google 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  293  (J.-A.  SERRKT) 

(Talr  L  XIII,  p.  Ml); 

Pas  M.  Avoblo  GENOCCHI. 

Je  m'appuierai  sur  la  proposition  suivante  : 
Lemme.  Soient  n  nombres  entiers  a,  &,...,  k;  m 
un  nombre  premier,  et  faisons 


~{i.  a.  „«)(i.  a.:,  b)  . . .  <i  .*. .  ,k  )'     ' 

je  dis  que  si  tous  les  nombres  a,  b*,...,  k  sont  divisibles 
par  p — i  et  forment  une  sommem<p" — i,  M  sera 
divisible  par  p. 

Pour  le  démontrer,  j'observe  :  t°  que  l'exposant  de  p, 
dans  tout  produit  continuel  i .  a . . .  N ,  est  la  somme  des 
quotients  entiers  (/,,(/,,  ç, ,  etc.,  obtenus  en  divisant 
successivement  N  par  p,  />*,  p*,  etc.,  ou,  ce  qui  re- 
vient au  même,  en  divisant  N,  puis  qt,  puis  qt>  etc., 
par  p  (Legbddue,  Théorie  des  nombres,  1. 1,  p.  10); 
a"  que  si  plusieurs  nombres  étant  divisés  par  p  donnent 
les  quotients  q,  q',  q",  etc.,  et  les  restes»-,  r*,  r*,  etc.,  leur 
somme ,  divisée  également  par  p,  donnera  pour  quotient 
q-i-q'  -hq"  -K-.  et  pour  reste  r+  r'-f-  /•"+-...  lors- 
qu'on aura 

r  +  r'  +  r*+...<p, 

et ,  dans  le  cas  contraire ,  donnera  un  quotient  supérieur 
kq-t-  q'  -h  q"  -+•-...  Il  s'ensuit  que  pour  obtenir  une  va- 
leur de  M  non  divisible  par  p,  p  devant  alors  monter  à  la 
même  puissance  dans  le  numérateur  et  dans  le  dénomi- 
Am».  de  Moihtmsi.,  t.  XIV.  (J aille!  i855.)  >6 
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naleur  de  M,  on  aura  à  considérer  les  équations 


b  =  p,P+bt,      p.=  p.f +  *»-*-» 

*  =  X,p  +  *„      X'  =  X.'P  +  *•»•••> 
formées  avec  les  quotients  et  les  restes  positifs  ou  nuls 
qu'on  trouve  en  divisant  par  p,  et  il  faudra  supposer 
f„  =  a,+  6,+...-Hjj.,     *.  =  *  +  *.  +  .  ..+  *., 


p,s=«,  +p,  +  ...  +  Z'i     "■■  =  «!■+■  *■  +•■  -+*.i 
,*,  =  a,  +  p,  -H .  •  ■  -4-  Xm  '   m'  =  *«  +  *■  +  ■  •  ■  +  *'• 

d'où 

m,+Ml+n,,4-...=  2i'7'"+'2fi,+"',+2*i- 

Mais  on  aura  en  nie  me  temps 

m=m,-hm,p  +  m,p'  +,.., 
a  =  a,  4-  a,  />  +  «,/>*  +  ... , 


D'ailleurs,  si  a  est  divisible  par  p  — i,  il  en  sera  de 
même  de  la  somme  \*  a; ,  puisqu'on  trouve 


i1^-iï-«.(p,-i)-fl.(^- 

=  a,  +  *i  +«,+  «,4 


cette  remarque  s'applique  aussi  àTij,,..,  y  K  Donc, 
en  vertu  de  l'équation  précédente,  la  somme 
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ne  sera  pas  inférieure  à  n(p  —  j).Or  les  restes  mt  «ont 
tous  inférieurs  à  p  ;  donc  le  nombre  de  ceux  qui  ue  sont 
pas  nuls  sera  au  moins  égal  à  n  :  d'où  l'on  conclut 
que  la  valeur  de  m  doit  contenir  des  puissances  de  p  su- 
périeures kp"~*.  Si  elle  contient  seulement  p"-1,  lescoef- 
Gcients  m,  seront  tous  égaux  à  p  —  i,  sans  quoi  leur 
somme  serait  <£.n  (p  —  i),  et  l'on  aura 

m=(p  —  i)(n-/>  +p>  +...  +/*-')=  jf—  i; 
si  la  valeur  de  m  contient  p"  ou  des  puissances  supé- 
rieures, m  sera  plus  grand  que  p*  — -i.  Donc  enfin,  si 
M  n'est  pas  divisible  par  p ,  le  nombre  m  ne  sera  pas  in- 
férieur à  p"  —  i .  c.   Q.  F.  D. 

Remarque.  Si    m   était  égal   à  p"  — ■  i ,  on  pourrait 
prendre ,  par  exemple , 

«=/»—!,    '.b=p(p~  l),       C=p'(p  —  l),..., 
*=P~'(P-*), 

et  alors  M  ne  serait  pas  divisible  par/)  (*). 
Cela  posé,  soit  un  polynôme 

■     X  =  «,  -(-  a,x  -+-«,**-(-.  .  .-f-o»i"-' , 
qui  acquerra  p"  valeurs  distinctes  en  donnant  à  chaque 

(*)  En  représentant  M  par  (n,  »,...,  (),  on  a  identiquement 
.(«,*,...  *)  =  »(«-!,  *,....*). 

el,  par  suite,  a  H  est  divisible  par  m.  Il  4o  sera  de  même  de  4M,  cM 

il,  en  sorte  qne  >i  ai  désigna  le  plus  grand  commun  diviseur  des  nombre* 
a,  S, ...  A,  alors  m  divisera  le  produit  tu  H.  Ce  théorème  a  été  donné  par 
H.  Ciucbj  {Compta  rmdu,  t.  XII,  p.  707).  On  en  déduit  que  si  m  est 
une  puissance  du  nombre  premier  p,  toutes  les  valeurs  de  M,  c'est  à-dire 
tout  les  coefficients  du  développement  de  la  ml™  puissance  d'un  poly- 
nôme, autres  quei,  sont  multiples  de  fi;  d'où  résulte  immédiatement 
un  lenune  employé  souvent  dans  la  théorie  des  congrueneti  irréductibles, 
saioir  que,_/"(i)  étant  un  polynôme  h  coefficients  entiers,  on  a 

(Smbet,  Aigihrc  lapérlture.  t*  édiliou,  p.  35;.) 
16. 
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coefficient  at  toutes  les  valeurs  o ,  i,  a,  3,...,/>  —  i.  Ele- 
vons ce  polynôme  à  la  puissance  m  et  considérons  un 
terme  quelconque  du  résultai  ordonné  suivant  les  puis- 
sances de  x.  Si  tous  les  coefficients  a,  ,«,,...,«„  n'entrent, 
pas  dans  ce  terme,  s'il  y  manque  par  exemple  a,,  alors, 
en  ajoutant  les  p  valeurs  de  X™  qui  correspondent  aux  p 
valeurs  de  a,  et  à  une  combinaison  déterminée  des  autres 
coefficients ,  on  trouvera  p  fois  ce  même  terme.  Si  dans 
ce  terme  l'un,  at,  des  coefficients  est  élevé  à  uh  exposant  r, 
qui  ne  soit  pas  divisible  par  p  —  i ,  dans  la  somme  des 
mêmes  valeurs  de  Xm  ce  terme  acquerra  pour  facteur  la 
somme  Or  ■+■  T-f-  a'-K..-r-  {p  — 1)%  qui  est,  comme  on 
sait,  divisible  par  p.  Enfin,  si  le  terme  qu'on  considère 
renferme  tous  les  coefficients  at,at,...,  a„  élevés  à  des 
exposants  divisibles  par  p  —  i  ,  il  sera  affecté  d'un  coeffi- 
cient numérique  M,  qui,  en  venu  du'lemme,  sera  divi- 
sible par  p  tant  qu'on  aura  m  <^p"  —  1  ■  On  conclut  de 
là  que ,  si  m  est  plus  petit  que  p"  —  i ,  la  somme  de  toutes 
les  valeurs  de  X"  ne  renferme  que  des  termes  ayant  p 

pour  facteur.  Ainsi,  dans  ce  cas,  Y  ^™  égale  un  mol- 
li nie  de  p. 

On  voit  immédiatement  pour  n  ■-.-.  i  et  pour  n  =  â  que 
celle  égalité  n'a  plus  lieu  lorsque™  =p" — i,et,pours'en 
assurer,  eu  général,  on  peut  avoir  recours  à  la  théorie  des 
congruences  irréductibles  exposées  dans  la  nouvelle  édi- 
tion de  Y  Algèbre  supérieure,  a5"  leçon.  En  effet ,  on  dé- 
montre qu'il  existe  toujours  une  fonction  entière  F  (x) 
du  degré  n  à  coefficients  entiers,  pour  laquelle  on  ne 
saurait  avoir  identiquement 

t(']tW  =  'l')+«('l, 

ç(x),  <\>(x),  X.{x)  désignant  trois  polynômes  à  coelfi- 
eients  entiers;  et  qu'alors,  pour  chaque  valeur  de  x,t,éro 
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excepté,  od  peut  poser 

/(«)'W=i'-'+nWi 

fet  ^  désignant  des  polynômes  à  coefficients  entiers ,  m 
étant  égal  à  p"  —  i ,  et  en  supposant  que  le  coefficient  de 
x'  dans  F  (x)  soit  réduit  à  l'unité.  Il  s'ensuit  que,  si 
l'on  prend  pour  x  une  racine  de  l'équation  F(.r)  =  o, 
on  aura,  pour  cesp"  —  i  valeurs  de  X,  la -congruence 

X"==  i  {mod..  p], 
et ,  par  conséquent , 

^X-sf-iaa-i  (mod./>), 

et  qu'ainsi  V  M"1  ne  sera  pas  multiple  de  p. 

Si  l'on  suppose  que  x  représente  un  nombre  entier 
quelconque,  ou  verra  aisément  que  Y*  X"  sera  toujours 
multiple  de  />,  excepté  dans  le  cas  de  »  =  i  m  m~p —  i. 


SOLUTION  DE   LA  QUESTION   239 

P»a  H.  àboelo  GENOCCBI. 

En  remplaçant  la  variable  y  par  la  nouvelle  v 
au  moyen  de  la  supposition 

-_  (*■--').>■' 


il  vient 


Xfl  e—>'dt 
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et  cette  expression  fait  coïncider  la  formule  proposée 
avec  une  autre  que  M.  W.  RoberU  a  obtenue  en  trans- 
formant une  intégrale  double  par  la  méthode  des  coor- 
données elliptiques  (Journal  de  Mathématiques  pures 
et  appliquées,  t.  XVII,  p.  120). 


DEMONSTRATION  D'UN  THEOREME  BK  M.  BB10SCHI 

{islrl.  XIII, p  m,«  I.  XIV,  p  *J; 

Pu  M.  Ahcelo  GENOCCHI. 


Soit  l'équation 


et  nommons  9r  la  somme  des  r"""'  puissances  de  ses  ra- 
cines. Les  formules  connues  de  Newton  montrent  qde  S, 
est  une  fonction  entière  des  coefficients  ai ,  et  que  la 
puissance  a\_  s'y  trouve  multipliée  par  ( —  i)r,  car  on 
trouve 

S,  —  —  a,,     S,  =  nJ  —  an,,     Sj  =:  —  «£+..., 

et  l'on  reconnaît  sans  peine  la  généralité  de  cette  loi. 
Mais  si  l'on  fait 


ou  transforme  les  formules  de  Newton  dans  les  suivantes  : 


3  a,  x,  +  a,  x,  -+•  a,  x,  +  xt  =  o , . 

(r—  i)ar-,Xi-har-iX,  +a_ixI  +. .  .-t-*,_i  =  o, 


où  a,-  est  censé  égal  à  zéro  lorsque  1  >  n.  Ou  voit  donc 
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que  S,  sera  égal ,  abstraction  fait»  du  signe ,  au  détermi- 
nant Ar,  dénominateur  des  valeurs  des  r  inconnues  xt, 
x, ,...,  x_i  dans  ces  r  équations,  et  comme,  suivant 
.une  convention  reçue,  le  ternie  ar  sera  positif  dans  le 
déterminant  A,,  on  conclut  de  là 

S,=  (-,)'*,. 
Remarque.  M.  Cauchy  a  démontré  d'une  manière  fort 
simple  dans  les  Comptes  rendus ,  t.  XII,  p.  701,  la  for- 
mule de  Waring  qui  donne  les  sommes  Sr  en  fonction  des 
coefficients  ai  et  celle  qui,  réciproquement,  exprime  ces 
coefficients  en  fonction  des  sommes  S,.  Lagrange  déduit 
l'expression  de  Sr  d'une  série  dans  laquelle  on  ne  doit 
retenir  que  les  puissances  négatives  de  »,  l'équation  pro- 
posée étant  mise  sous  la  forme 

X  =  u+f{x). 

On  peut  demander  ce  qu'il  faut  substituer  au  théorème 
de  Lagrange  lorsqu'on  suppose  le  paramètre  u  =  o  et 
l'équation  réduite  à 

*=*/(*)  i  " 
on  trouvera  aisément  qu'alors ,  en  laissant  u  indéterminé 
dans  la  série,  il  faut  retenir  seulement  les  termes  indé- 
pendants de  u. 

Je  profite  aussi  de  cette  occasion  pour  renouveler  une 
observation  que  j'ai  déjà  faite.  Le 'théorème  sur  la  réduc- 
tion des  fonctions  rationnelles  non  entières  d  une  ou  de 
plusieurs  racines  à  des  fonctions  entières  des  mêmes  ra- 
cines a  été  démontré  par  M.  Gauss  dans  un  Mémoire 
de  1814  qui  fait  partie  du  tome  III  des  Commentationtts 
Societatis  Gottengensis  recentiores  (voyez  les  Mémoires  de 
Mathématiques, -cage  53,n°ji.  Le  Mémoire  de  M. Gauss 
est  intitulé  :  Methodus  nova  integratium  valores  per 
approximationcm  inveniendi).  Il  est  vrai  qu'on  n'y  parla 
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que  des  fonctions  d'une  seule  racine ,  mais  on  sait  que  les 
autres  cas  se  réduisent  à  celui-ci.  C'est  pourquoi  il  me 
semble  que  le  théorème  en  question  n'est  pas  dû  à  Wantzel. 


SUR   LA   QUESTION   81 

.(loin,  xi»,  p.  in)j 
Pak  M.  àscelo  GENOCCHI. 

L'exemple  des  paraboles  et  hyperboles  cité  dans  la 
note  de  la  page  1 35  montre  que  la  spirale  logarithmique 
n'est  pas  la  seule  conrbc  qui  puisse  être  égale  à  sa  polaire. 
Ayant  obtenu 

/'(T)_F(«-M) 
/(?)         F  («-•)' 
on  a  conclu  que,  lorsque  les  fonctions  j  et  F  sont  identi- 
ques, le  rapport  ->r-y  est  constant ,  et  cette  conclusion 

serait  juste  si  l'angle  a  était  arbitraire  ou  si  les  angles  <f 
et  ai  étaient  indépendants  5  mais  tes  conditions  ne  sont 
rien  moins  que  nécessaires.  Ainsi ,  pour  la  parabole 

'  —  eos'f  ' 
on  trouvera 

cotf  =—  atangw, 

équation  qui  lie  entre  eux  les  angles  f  et  w ,  et ,  de  plus , 


r  =  4 


donc ,  en  prenant 


,  sin(2»r  —  m) 
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les  fonctions  y  et  F  seront  identiques,  mais  le  rapport 

/ 

-  =  cot?  +  2tangf 

ne  sera  pas  constant.  Cela  étant,  la  question  81  est  en- 
core à  résoudre,  car  il  ne  suffit  plus  de  remarquer  que  la 
courbe  p  ■■—  taiig-p  n'est  pas  une  spirale  logarithmique, 
pour  en  déduire  qu'elle  est  différente  de  sa  polaire. 

Je  chercherai  la  polaire  de  cette  courbe  par  rapport  à 
une  conique  quelconque 

ax*  ■+■  by1  ■+■  acxj'-f-  ndx  -+■  î«/+/=  o. 
L'équation  de  la  polaire  d'un  poinr{x, ,  y,)  sera 

et,  en  posant 


dx  -+-  ey  +/  dx  +  cy  +/ 

on  la  mettra  sous  la  forme 

tx,  -h  iy,  =  i . 
Soient 

Xi  =  ?cos?,    j,=psinir, 
il  viendra     " 

p(f  cosf  +  asinç)  =  i 

Si  donc  le  point  (x, ,  ft)  est  pris  sur  la  courbe  proposée, 
cette  équation,  jointe  à  p  =  tang  ç  et  à  leurs  dérivées  rela- 
tives à  p  et  ç  j  donnera  l'enveloppe  des  polaires ,  c'est-à- 
dire  la  courbe  polaire  demandée.  On  trouvera 

et,  par  suite, 
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OU 

<+2«p-t-«p1  =  0; 

d'ailleurs 

P  l  P  '  ~~  COS  <f  ~  P  ' 

ainsi  il  s'agira  d'éliminer  p  entre  les  deux  dernières  équa- 
tions. On  a 

t-t-aap=  —  «p»,     «p(i+pI)  =  -(f+«p), 
p'('  +  "p)'  =  i  +  P'. 
et ,  en  multipliant  membre  à  membre, 

(r  +  «p)((  +  2Bp)  =  i, 
d'où 

2K*p'  =  I  — t'  —  itup, 

et  successivement 

4«y  =  «p(7C+  a)  —  3r  (i  —  (')=—  4»'(<  +  2UP  )■ 

Résolvant  cette  équation  pat*  rapport  à  p ,  ou  formera  les 
valeurs  de  t  -4-  up  et  t  -+-  a  up ,  qu'où  substituera  dans 

(f  +  ipHl+lIflai, 
et  il  viendra 

t'  (*>  +  8) (4«'  +  4*'  -+-  5)  =  {8«-  +  51'  -+-  a )'  ; 

enfin  on  remettra  dans  celle-ci  les  expressions  de  t  et  u, 
ce  qui  donnera  une  équation  du  sixième  degré  représen- 
tant la  courbe  cherchée.  Or  la  courbe  p  =  tang  y  ne  monte 
qu'au  quatrième  degré  ;ou  trouve,  en  effet, 

Voyons  si  l'équation  de  la  polaire  admet  un  diviseur  ra- 
tionnel du  quatrième  degré. 
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On  peut  représenter  les  expressions  de  t  et  u  par 

où  s ,  £, ,  2t  désignent  trois  fonctions  linéaires  de  x  et  y 
{p.  a4g). 

En  faisant 
T  =  <'C-»-S-)(4«*  +  4*'  +  5)  —  (8it'-+-7/'  +  2)'> 
X  =  .Uî'+8s')(4»Ï+4«;+5s')-(8ïï  +  7ïÎ  +  2Z')V, 

on  aura 

T  =  «-"X, 

et  X  -  -  o  sera  l'équation  de  ta  polaire.  Si  donc  X  a  un  di- 
viseur rationnel  de  X'  du  quatrième  degré ,  on  fera 

X  =  X'X", 
et  l'on  aura 

T  =  ï-'X'X". 

Mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  expressions  de  t  et  u 
donnent 

où  f,  yt ,  vx  désignent  trois  fonctions  linéaires  de  t  et  uT 
et  il  s'ensuit 

V  =  r*¥,     X"  =  *->T*, 

T' et  T"  étant  deux  fonctions  entières  de  t  et  u ,  la  pre- 
mière du  quatrième  et  la  seconde  du  deuxième  degré  ;  on- 
aura  donc 

T  =  (m}-«T'T", 
où  vz  sera  égal  à 

ae*+  bd>  —ftede  —f[ab  —  c>), 


a  peut  le  vérifier,  et  T  admettra  un  diviseur  ra- 
tionnel T"  du  deuxième  degré.  Ce  diviseur  ne  sera  pas 
indépendant  de  (,  puisque  dans  T 1*  coefficient  de  t'  est4i 
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ni  de  u  puisque  le  coefficient  de  u*  est  —  64.  Soil 

T"  =  JC+  P(+  Q, 
et  remarquons  que  si  P  n'est  pas  nul ,  T  admettra  aussi 
pour  diviseur  ktt  ■ —  Pf  •+-  Q ,  car  T  ne  change  pas  lors- 
qu'on change  le  sigoe  de  t  ;  par  conséquent ,  T  aura  pour 
diviseur  le  produit 

(if  -h  Pr -4-  Q)  (tf—  Vt  -+•  Q)  =  (**>  -h  Q}'  —  P"  f, 
puisque  ces  deux  facteurs  ne  peuvent  pas  avoir  de  diviseur 
commun ,  leur  différence  étant  2  P(  qui  n'a  pas  de  divi- 
seur commun  avec  T.  Or  si  la  fonction 

(*(■  -t-  Q)»  —  P';1 
ne  se  réduit  point  d'elle-même  au  deuxième  degré ,  en  di- 
visant T  par  cette  fonction,  on  trouvera  un  quotient  du 
deuxième  degré  et  de  la  forme  kt*  -+-  Q,  qui  sera  aussi 
un  diviseur  de  T.  On  peut  donc  supposer 
P  =  o     et     T"  =  it1  -4-Q, 
et  il  faudra  que  l'équation  T  =  .  o  devienne  identique  en 
faisan  t 


où  q  sera  une  fonction  de  u  ne  dépassant  pas  le 
deuxième  degré;  on  trouvera,  par  cette  substitution, 

4  ti+i^l  =  (,  +8)(4.'+4,+5)-a8(.+  M-49,, 

et,  par  suite,  q  étant  un  diviseur  de  (i-t-4"1)1  ne pourra 
être  que  de  la  forme  *  (1  -f-  4«*)  ;  mais  cette  valeur  ne 
rendra  pas  l'équation  identique  (*).  Donc  l'équation  de 

(*)  Les  théorèmes  enr  la  diriiibttité  des  polynômes  sont  démontres,  d'a- 
près M.  Liifpbure  de  Fourcy,  dans  V Algèbre  de  MM.  Choquet  et  Mcyer. 
On  peut  suivra,  pour  le  même  objet,  U  marche  que  j'ai  indiquée  pour 
des  théorèmes  d'arithmétique  (t.  XIII,  p.  foG),  et  qui  est  applicable  aussi 
pour  démontrer  les  propositions  fondamentales  des  congrutneet  irrêimc- 
tiblet  {Algèbre  lapëritwc,  p.  3(5,  i<  édition). 
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la  polaire  n'a  aucun  diviseur rationnel  du  quatrième  degré 
et  la  courbe  proposée  n'est  jamais  égale  à  sa  polaire  (*). 
En  réduisant  la  conique  directrice  au  cercle 


et  l'on  pourra  transformer  l'équation  l-neii 

(iGr'X?  =  (3*  -  ^  +  Si")?  (x  +  vWoV)  , 

équation  assez  simple  de  la  polaire.  La  discussion  de  la 
polaire  peut  être  ramenée  à  cette  équation,  même  dans 
le  cas  général;  d'ailleurs,  en  faisant 

t'  =  t',     t'  -+-  w'  =  b', 
on  rabaisse  T  au  deuxième  degré  par  rapport  à  chacune 
des  variables  t'  et  u  . 

On  confirme  les  résultats  précédents  en  cherchant 
combien  de  tangentes  on  peut  mener  d'un  point  (x,y)  a 
la  courbe  donnée;  en  effet,  pour  déterminer  l'abscisse  x, 
du  point  de  contact,  on  trouvera  l'équation  du  sixième 
degré 

*î(**î  —  x,  -ha*)1  —  y'(i  —  *,)'  =  o. 

Je  remarquerai  qu'en  général  on  obtient  facilement 
l'équation  différentielle  de  la  polaire  réciproque  d'une 
courbe  donnée.  Soit 

la  conique  directrice,  on  n'aura  qu'à  remplacer,  dans 
l'équation  de  la   courbe  donnée,  x  par — ;— ; t— ,  et 

{')  Nom  avons  donné  cette  longue  dUcnasion  comme  oiemplc  1res- 
utile,   d'un   fréquent  emploi  dam  la  discussion  des  courbe*,  lorsqu'il 

s'igitde  reconnaître  si  une  équation  représente  une  courlie  ou  le  système 
lie  plusieurs.  T*. 


^liizaJ^GoOglf 


(  «54  ) 

y  par  —  — ; — ; 7-,-  En  employant  les  coordonnées  de 

J   r  n(xdy — yax)  r    J 

M.  Hesse  -1  -1   soit  F  =  o  l'équation  homogène  de  la 

courbe  donnée  et  9  —  o  celte  de  la  conique  directrice; 
soit  (F)  ce  que  devient  F  parles  substitutions 

x  =  m'  +  ix" ,    y  =*rl  +  ty",     *  =  »'  +  «**. 
En  éliminant  j,  t  entre  les  dérivées 
rf(F)  rf(F)_ 

on  trouvera  une  équation  de  degré  n  [n —  1)  (n  étant  le 
degré  de  F)  entre  les  binômes  alternés  [#'/"]  j  [y'  2"] , 
[s'x"J,  qui  deviendra  celle  de  la  polaire  si  l'on  remplace 

ces   binômes  par   les   valeurs   des  dérivées -y-»  -i»  -^ 
r  rfi    dx    iiy 

[voyez  t.  VIII,  p.  120), 

mxjm  m  u  qukstion  *m 

Pa»  M.  PAINVIN, 
Docteur  H  Science*  mathématique*. 

Trouver  une  fonction  de  a,  b,  c,  d,  telle,  qu'en  y 
faisant  b  =  a,  elle  devienne  — ; -,  et  en  v  faisant 

c  =  d,  elle  devienne  — ,- *-:* 

a  [a  ■+■  à) 

Soilf(a,  b,  c,  d)  la  fonction  cherchée;  posons 

—    "~ b  —    c~d 

X~  z(a  +  b)'    y~ 2(c+<0* 
d'où 
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alors 


/(» 


\       1  2J! 

=  F(*,j-,  b,d). 


H  s'agit  de  déterminer  F  par  la  condition  que  pour  x  = 
elle  devienne  y  et  pour  j1  =  o  elle  devienne  x. 


7.!.*)-{  +  (»>+«(î)+'(S). 

(  }0  indiquant  qu'on  a  fait,  dans  la  fonction  renfermée 
'■ntre  parenthèses, 

x=  o,    _r=o,     fr  =  o,     rf=o, 

Pour  _y  =o,  F{^,y,  6,  d)  doit  devenir  x  ;  introdui- 
sons cette  hypothèse  dans  l'identité  (i)',  on  devra  avoir 
encore  une  identité  en  y,  ce  qui  fournira  les  conditions  : 


:MS).- 


6' 

ti'T 

H 

[m- 

rf'F\ 

=  °l 

*F\ 

=  o, 

Pour  y  =  o,  F{x,  y,  h  .  d)  doit  se  réduire  ày,  ce  qui 
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fournira  les  nouvelles  conditions 

'(S).-     (S?).- 

.  itei=° Uî).=0'---     • 

Remarquons  que  l'équation  (a)  exprime  que 

F(o,o,  b,d)=o, 
c'est-à-dire  que  F  (x,y,  b,  d)  se  réduit  à  zéro  lorsqu'on 
y  fait  à  la  fois  x  =  o  et  y  =  6,  ou  Lien  que  F  (a,t>,c,d) 
se  réduit  à  zéro  lorsqu'on  y  fait  à  la  fois  a=b  çlç=d. 

En  venu  de  ces  relations  F (x,  y,  b,  d)  prendra  la 
forme 

I  ■  ?{x,ytbtd)  =  x  +  y  K 

(5)1  Vfd'T\         x    (  d'F  \         J    [d>F\  "1  ' 

Or,  dans  tous  les  termes  renfermés  dans  cette  paren- 
thèse ,  ou  s 

b  =  o,     rf=o, 
et,  par  suite,  * 

a  =  o,     c  =  o, 

puisque  x  ety  sont  quelconques.  De  plus,  les  coefficients 
des  différentes  puissances  de  x  ely  ne  sont  assujettis  à 
aucune  condition,  et  sont,  par  conséquent,  entièrement 
arbitraires',  donc  l'expression  entre  parenthèses  est  une 
fonction  arbitraire  des  seules  variables  x  et  y  qui  se  ré- 

duilà    (£i).P°urX  =  Oet^  =  0- 

o  étant  une  fonction  arbitraire  de  xciy,  satisfait  donc 
à  toutes  les  conditions  de  la  condition;  il  est  d'ailleurs 
facile  de  le  vérifier. 
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Par  conséquent, 

est  la  fonction  la  plus  générale  qui  satisfasse  à  la  question. 
H  est  bien  évident  que  nous  pouvons  prendre  pour  <p  une 
fonction  arbitraire  de  a,  b  ,  c,  <i  en  l'assujettissant  à  la 
seule  condition  de  ne  pas  devenir  infinie  lorsqu'on  y  fait 
b  =  Jo«c  =  J;  condition  nécessaire  pour  pouvoir  em- 
ployer le  développement  (i)  et  qui  d'ailleurs  était  imposée 
par  l'énoncé  même  de  la  question. 
On  a  donc  définitivement 

f_™~  bd  +  (a  —  b)(c-d)V 


(a  +  b){c  +  d) 
M  étant  une  fonction  quelconque  de  a ,  b  ,  c ,  d. 

Note  du  Rédacteur.   Dans  une  lettre   a  Huyghcns, 
Leibnitz  pose  la  question  et  donne  pour  solution 
ac—bd 

cas  particulier  (*). 


SOLUTION  BB  LA  QUESTION  299 

Hoir  par»  HT); 

P*a  H.  PA1NVIN, 

Docteur  es  Sciences  mathématiques. 

Pour  démontrer  la  proposition ,  il  suffit  de  faire  voir 
qu'on  obtient  des  restes,  tous  différents,  en  divisant 
par/7  les  nombres,  soit  d'une  même  ligne  horizontale, 
soit  d'une  même  ligne  verticale ,  soit  d'une  même  diago- 

(*)  Prochainement  une  autre  solution  très-simple  par  M.  Murent. 
An»,  de  ilmthémal.,  t.  XIV-  (Juillet   l85j.l  >7 
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ii aie.    En   effet,  deux  termes  quelconques  d'une  même 
ligne  sont  de  la  forme 

,,  k  +  qr,     k'  -i-q'r, 

OÙ 

k  ou  k'  <p,     Ç  ou  q'  ^p —  1,     r<p —  2, 
et  où 

i°.  k'  est  différent  de  k  ei  q'  —  q,  pour  les  lignes  ho- 
rizontales-, 

2°.  k'  ra  k  et  o-'  est  différent  de  17,  pour  les  lignes  ver- 
ticales ; 

3°.  q  =k  —  1  et  q'  =  k'  —  1,  pour  la  diagonale  par- 
lant du  sommet  supérieur  à  gauche; 

4°.  q  =  p  —  k  et  q'  j=  p  —  k1,  pour  la  diagonale  par- 
iant du  sommet  inférieur  à  gauche. 

Or,  si  Q  et  Q',  R  et  R'  sont  les  quotients  et  les  restes 
respectifs  de  la  division  de  A  -i-qrel  k'  -hq'rpar  py  on 

k+qr=Qp  +  R,     k'  ■+■  q' r  =  Q>  +  R'; 
si  l'on  supposait  R  =  R',  ou  déduirait  de  ces  égalités 

Or  cette  équation  est  impossible  dans  les  quatre  cas 
précités,  puisque/;,  nombre  premier,  diviserait  le  second 
membre  sans  pouvoir  diviser  le  second. 

Le  raisonnement  est  en  défaut  pour  l'hypothèse  par- 
ticulière 

Q  =  Q'  =  o; 

mais  alors  les  restes  sont  respectivement  égaux  aux  nom- 
bres eux-mêmes  k-\~qrtk'  ■+-  q'  r,  lesquels  sont  inégaux, 
comme  il  est  facile  de  s'en  assurer  dans  chacune  des  hypo- 
thèses précédemment  énoncées. 
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SUS  L'ÉLIMINATION 
Pk\  M.   Ahoelo  GENOCCHI. 

Lorsqu'on  dit  qu'une  équation  dont  les  q  premiers 
termes  disparaissent  a  q  racines  infinies,  il  me  semble 
qu'on  ne  veut  pas  dire  que  l'équation  réduite  admet  ces 
q  racines,  car  une  équation  n'a  pas  plus  de  racines  que 
n'en  comporte  son  degré,  et  autant  vaudrait  dire  qu'une 
équation- du  premier  degré  a  deux,  trois,  etc.,  racines 
parce  qu'on  peut  la  faire  naître  d'une  équation  supérieure 
par  l'annulation  de  ces  premiers  termes,  maison  veut  dire 
seulement  qu'il  y  a  q  racines  de  l'équation  primitive  qui 
vont  croissant  au  delà  de  toute  limite ,  lorsque  les  q  pre- 
miers termes  tendent  à  s'évanouir.  Pareillement ,  si  deux 
équations  incomplètes,  l'une  du  sixième  degré  et  l'autre 
du  treizième,  ont  une  résultante  du  cinquante-huitième 
degré ,  ce  n'est  pas  qu'elles  admettent  vingt  solutions  in- 
finies e.h  sus  de  ces  cinquante-huit  finies,  mais  ce  sont 
les  équations  générales  et  complètes  des  mêmes  degrés, 
dont  vingt  solutions  convergent  vers  des  valeurs  infinies, 
tandis  que  ces  équations  générales  convergent  vers  les 
équations  particulières  incomplètes  (i>ow"page356").  Cela 
posé,  V absurde  sur  lequel  serait  fondée  la  démonstration 
de  la  page  357  s'évanouit.  En  admettant  que  l'équation 
finale  générale  ait  q  racines  dç  plus  que  l'équation  finale 
particulière,  il  De  s'ensuivrait  pas  qu'il  y  eût  q  valeurs 
infinies  vérifiant  le  système  particulier  formé  d'équations 
décomposai)  le  s  en  facteurs  linéaires,  mais  seulement  que 
le  système  général  d'équations  non  décomposantes  a  9-  ra- 
cines dont  les  valeurs  tendent  à  devenir  infinies,  tandis 
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que  ce  système  converge  vers  le  système  particulier.  A  la 
limite,  où  les  équations  générales  sont  remplacées  par 
les  équations  particulières,  ces  q  racines  disparaissent  et 
n'appartiennent  plus  aux  équations  réduites  (comme  je 
le  répète)  des  deux  racines  d'une  équation  du  second  de- 
gré, l'une  disparaît  en  devenant  infinie  lorsque ,  par  l'an- 
nulation du  premier  terme,  l'équation  est  réduite  au  pre- 
mier degré  et  n'est  susceptible,  en  conséquence, que  d'une 
seule  racine. 

Note  du  Rédacteur.  Si  l'on  trouve  de  prime  abord 
une  équation  de  degré  m  et  qu'on  veuille,  sans  rime  ni 
raison ,  supposer  qu'elle  provienne  d'une  équation  de  de- 
gré m  -+-  n ,  qui  a  n  racines  infinies ,  cela  répugne  au  bon 
sens.  Mais  il  en  est  autrement  si  l'on  trouve  de  prime 
abord  une  équation  de  degré  m  +  net  qu'ensuite ,  par 
certaines  considérations  sur  les  données  de  la  question, 
on  parvienne  à  one  équation  dé  degré  m  ;  on  est  autorisé 
à  dire  qne  n  racines  du  cas  général  sont  devenues  infinies 
dans  ce  cas  particulier.  Donc,  à  ce  qu'il  me  semble,  la 
difficulté  subsiste  toujours. 


SIR  LES  OVALES  DE  DESCARTES 

P*n  H,  Angelo  GENOCCHI 


On  peut  mettre  r  —  a*  au  lieu  de  k  ■+■  b*  ;  puis  en  po- 
sant 1 

*~  '-+-7* 

r  +  2ab  =  g,       r — 2ab=h,       r — 2«*  =  *, 

la  quantité  soumise  au  radical  dans  l'intégrale  trans- 
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formée  sera 

y  (>  +r)  (î  +  */)  (t  +  4r  +  V)  i 


■^ 


ce  qui  donnera  sous  le  radical  un  polynôme  de  la  forme 

0  +  7**+ J»4-t-7«,+  p**, 
et,  pur  conséquent,  la  nouvelle  intégrale  transformée 
sera  réductible  aux.  fonctions  elliptiques  à  l'aide  d'une 
substitution  connue  {voir  le   Traité  de  M.    Verhulst, 
page  290). 

M.  Bertrand  a  remarqué  [Nouvelles  .Annales,  t.  XIV,' 
p.  3i  (qu'un  théorème  démontré  dans  Y  algèbre  supérieure 
appartient  à  M.  Gauss;  j'avais  déjà  fait  la  même  remar- 
que {Nouvelles  Annales,  t.  XII,  p.  268).  Vous  avez  bien 
voulu  me  citer,  Monsieur,  au  même  endroit  (p.  3a)  a 
propos  d'un  théorème  de  la  a5e  leçon  [Cours  d Algèbre 
supérieure).  Cette  observation  se  rapporte  à  la  première 
édition  ;  dans  la  seconde,  la  a5e  leçon  a  été  entièrement 
refondue  et  le  théorème  dont  il  s'agit  a  été  supprimé. 


THÉORÈME  DE  FERMAT  GÉNÉRALISÉ  ; 
Pim  H.  SERRET, 

Examinateur  d'admission  k  l'École  Polytechnique. 


Le  théorème  de  Fermât  d'après  lequel  la  formule  x" — x 
est  divisible  par  n,  quand  n  est  premier,  est  susceptible 
d'une  généralisation  assez  remarquable. 
J'ai  trouvé  effectivement  le  théorème  suivant  : 
Si  a,  b,  c,...,  k  désignent  les  nombres  premiers  inc- 
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gaur  qui  divisent  un  entier  quelconque  n ,  la  formule 

«■_2«î+2«â-2»=+...±*=^n 

est  divisible  par  n ,  quel  que  soit  x. 

Je  vous  envoie  cet  énonce ,  pensant  qu'il  pourra  inté- 
resser quelques-uns  des  lecteurs  de  votre  estimable  re- 
cueil ;  la  démonstration  est  aisée  à  trouver. 

J'ai  été  conduit  au  théorème  dont  il  s'agit  en  cher- 
chant à  déterminer  le  nombre  N  des  congruenees  ir- 
réductibles de  degré  a,  suivant  un- module  premier  p, 
question  qui  se  rattache  à  la  théorie  que  j'ai  développée 
dans  la  a5"  leçon  de  mon  Cours  d'Algèbre  supérieure. 
On  trouve 

On  a' ainsi  une  démonstration  indirecte  du  théorème 
énoncé  plus  haut  pour  le  cas  particulier  où  x  est  égal  à  un 
nombre  premier/);  mais  ce  théorème  est  vrai,  je  le  ré- 
pète, quel  que  soit  l'entier  x. 


QUESTIONS. 

307.  Un  dé  est  un  cube  portant  sur  chaque  face  des 
trous  nommés  points;  les  faces  opposées  sont  iet6,  a  et  5, 
3  et  4-  Les  points  sont  placés  de  manière  que  le  centre  de 
gravité  de  chaque  face  est  â  son  centre  de  figure ,  mais  le 
centre  de  gravité  du  dé  n'est  pas  à  son  centre  de  figure. 
Trouver  la  distance  de  ce  centre  de  gravité  à  chaque  face, 


2-""= 
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prenant  pour  unité  le  côtédu  cube  et  supposant  que  chaque 
trou  enlève  une  portion  de  volume  représentée  par  -  et 
/»>ai.     . 

308.  Inscrire  dans  un  arc  de  section  conique  trois 
cordes  consécutives  formant  trois  segments  équivalents. 

(Chasi.es.) 

309.  r,  p,  n  étant  trois  nombres  entiers  positifs ,  p  et 

n   deux  nombres   premiers  entre  eus,  , — -  ■■■,; . 

r  .  (f  — i)(rf  — i) 

sera  un  nombre  entier. 

310.  Quels  sont  les  divers  aspects  de  la  lune  pour  un 
spectateur  placé  au  pôle  ? 


SUR  LE  PROBLEME  DE  HILLSY 

(Elirait  d'une  Lettre  de  M.  Pkoduet). 

Le  problème  consiste  à  tracer  une  comique  dont  on  con- 
naît un  foyer  et  trois  points.  La  Hire  résout  le  problème 
a  l'aide  delà  directrice;  mais  lorsque  l'excentricité  est 
très-petite ,  comme  dans  les  orbites  planétaires ,  la  direc- 
trice est  infiniment  éloignée  de  la  conique  et  la  solution 
devient  impraticable. 

Pour  remédier  à  cet  inconvénient,  Nieollic  donne  la 
construction  suivante  (Mémoires  de  l'Académie  des 
Sciences,  1746,  p.  291). 

Soient  F  le  foyer-,  A',  A",  A"'  trois  points  de  la  conique. 
De  F  comme  centre  et  avec  un  rayon  quelconque,  on  dé- 
crit une  circonférence;  désignons  par  a',  a",  a"'  les  in- 
tersections respectives  des  rayons  vecteurs  FA',  FA",  FA™ 
avec  la  circonférence;  sur  les  trois, cordesa'û",  a"a"\ 
a"  a',  prenons  respectivement  des  points  B'",  B',  B"tels, 
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que  I  on  ait 

a'B»  _  FA^  ^B|  _  FA*  «-JT  _  FA' 
s"B"~FA''  <z"B'  — FÂ"'  a'B"'~FÂa" 
Pe  B'",  B',  B"  ainsi  déterminés,  on  abaisse  des  perpendi- 
culaires respectivement  sur  A'Aff,  A"  A",  A1"  A',  elles  se 
rencontrent  en  un  même  point  P;  FP  est  la  direction  de 
l'axe  focal.  On  voit  que  les  points  B  divisent  les  trois  cordes 
dn  cercle  en  segments  inversement  proportionnels  aux 
rayons  vecteurs  de  la  conique,  qui  aboutissent  aux  extré- 
mités de  ces  cordes.  FB',  FB",  FBlW  divisent  respecti- 
vement en  parties  égales  A"  Aw,  A'  Am,  A'  A"  et  l'on  a 

PF excentricité 

a' F      demi-a«  focal 
SiTonjointaelPparunedroite  et  si  l'on  désigne  parc 
la  seconde  intersection  de  cette  droite  avec  la  circonfé- 
rence de  centre  F,  ou  aura 

—  —A/ 
»P   "~AF' 

Aj'  étant  la  distance  du  second  foyer  à  A  ;  la  conique  est 
donc  complètement  déterminée.  On  demande  la  démons- 
tration, d'après  les  métbodes  modernes,  de  ces  belles  et 
utiles  propriété».  Nïeollic  s'en  sert  pour  calculer  les  dis- 
tances au  périhélie  des  comètes  et 'des  planètes  dont  on 
connaît  trois  observations.  Membre  correspondant  de 
l'Académie,  nommé  astronome-adjoint  le  3  septembre 
17461  '1  e»t  mort  le  4  mars  1761. 


NOTE 
Sir  le  gtart  des  ibis  terminés  «d  oïtfe  et  sur  If  tiruttre  Je  la  piriiile. 

1 .  La  terminaison  de  certains  noms  en  oïde  vient  de 
\iSif  (apparence),  qui  est  en  grec  du  genre  neutre,  auquel 
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correspond  en  français  le  genre  masculin.  Ainsi  il  faut 
dire  un  sphéroïde,  un  paraboloïde,  un  hyperboloïde  ;  c'est 
donc  à  tort  que  dans  le  Programme  d'admission  à  l'École 
Polytechnique,  inséré  au  Moniteur  (17  avril  1 855) ,  on 
a  mis  une  naraboloïde,  une  hyperboloïde.  Ce  grave 
journal  devrait  se  distinguer  par  une  grande  correction 
orthographique  et  grammaticale.  On  y  trouve  pourtant 
fréquemment  des  expressions  telles  que  :  Dans  ce  but , 
Les  contributions  foncière  et  mobilière,  Celui  nommé 
ci-dessus  ;  expressions  vicieuses ,  condamnées  par  tous  les 
grammairiens  (*). 

2.  Une  propriété  caractéristique  du  paramètre  propre- 
ment dît  dans  les  coniques  est  d'être  respectivement  in- 
férieur, égal,  supérieur  à  quatre  fois  la  distance  focale , 
dans  l'ellipse,  la  parabole,  l'hyperbole;  propriété  sur 
laquelle  est  peut-être  fondé  le  nom  de  ces  lignes.  Les 
équations  de  ces  courbes,  rapportées  au  sommet  de  l'axe 
focal,  sont 

b'x'  b>x> 

X'  =  px —,     f*  =  px,     y>=px  +  —, 

où  p  est  le  paramètre.  Quelques  auteurs  écrivent  pour 
équation  de  la  parabole 

J*  =  *P*i 
alors  c'est  ip  qui  est  le  paramètre e.t non  n,  ainsi  qu'on  le 
dit  erronément  dans  les  Leçons  de  Géométrie  analytique 
de  MM.  Bouquet  et  Briot,  traité  si  justement  estimé. 

(*}  Notre  tilre  :  aux  ÉeoUt  Polytechnique  et  Normale  est  incorrect. 

La  cycloldc,  1k  coiichoidc,  snus-en tende/  courbe.  La  cassinoîde,  déno- 
mimiion  ridicule)  «««sienne  eit  Ib  vrai  nom.  Il  eihte  un  ouvrage 
DelU  curva  Cuiieniann,  (lar-lo  célébra  Malfalti  :  in-S,  1781  ;  belle  synth»» 
féométriqm. 
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THKORftHK; 

Pa*  M.  DE  LàFFITTE, 

Officier  d'artillerie. 


Si  un  triangle  circonscrit  à  un  autre  se  meut  en  res*- 
tant  semblable  à  lui-même,  tous  les  points  homologues 
décrivent  une  même  circonférence. 

Soi t  o  [fig-i)  nn  point  quelconque  intérieur  au  triangle 


y 

pqr  donné  d'espèce.  Je  détermine  ce  point  an  moyen  des 
angles  que  font  op,  or,  oq  avec  les  côtés  du  triangle  pqr. 
Ces  angles  sont  invariables,  ainsi  que  ceux  des  lignes  op, 
oq,  or  entre  elles.  Soit  ABC  [fig.  a)  le  triangle  inscrit 
F»,  a. 
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fixe  ;  sur  les  trois  cotés  je  décris  des  segments  capables  des 
angles  P  ,  Q ,  R  égaux  respectivement  à  py  q,  r.  Soit  PQR 
une  position  du  triangle,  O  la  position  du  point  o  ;  les 
angles  ORP,  ORQ  étant  constants,  le  point  M,  inter- 
section de  OR  avec  le  cercle  décrit  sur  AC,  est  invariable; 
il  en  est  de  même  des  points  N  et  H.  Donc,  l'angle  NOH 
étant  invariable ,  le  point  O  est  sur  le  segment  capable  de 
cet  angle  décrit  sur  NH.  C'est  évidemment  le  cercle  qui 
passe  parlestroispointsM,N,H. 

Corollaire  I.  Si  un  polygone  se  meut  en  restant  sem- 
blable à  lui-même ,  et  que  trois  côtés  déterminés  passent 
chacun  par  un  point  Gxe ,  un  point  quelconque  du  plan 
dn  polygone  décrit  un  cercle. 

Corollaire  II.  Si  un  quadrilatère  est  tel ,  que  tous  les 
rectangles  circonscrits  soient  semblables  entre  eux,  un 
point  quelconque  du  rectangle  circonscrit  décrit  un  cer- 
cleet,  partant,  son  centre. 

Quel  est  le  lieu  géométrique  des  points  du  plan  pour 
lesquels  ce  cercle  a  un  rayon  donné  ? 

Nous  avons  décrit  sur  les  côtés  du  triangle  inscrit  des 
segments  capables  des  angles  du  triangle  circonscrit;  le 
pointd'iuterseclionM  de  deux  de  ces  segments  appartient 
évidemment  au  troisième.  C'est  là  un  point  fixe  pendant 
le  mouvement  du  triangle , parce  que  les  lignes  qui  le  join- 
dront aux  trois  sommets  feront  toujours  avec  les  côtés 
les  mêmes  angles.  Ce  point  est  celui  duquel  les  trois  côtés 
du  triangle  inscrit  sont  vus. sous  des  angles  qui  sont  les 
suppléments  de  ceux  du  triangle  circonscrit.  Le  diamètre 
du  cercle  que  décrit  un  point  quelconque  sera  la  différence 
entre  sa  plus  grande  et  sa  plus  petite  distance  au  point 
Gxe  pendant  le  mouvement  du  triangle.  Mais  tons  les 
points  qui,  dans  une  position  particulière ,  seront  à  égale 
distance  du  point  fixe ,  y  seront  encore  dans  toute  autre 
position  du  triangle,  car  tous  ces  points  reliés  au  triangle 
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circonscrit  donnent  des  figures  semblables,  et  ce  seront 
les  seuls.  Donc  les  points  qui  décrivent  des  cercles  égaux 
sont  ceux  qui  sont  également  éloignés  du  point  fixe. 

La  plus  grande  distance  d'un  point  au  point  fixe  cor- 
respond au  plus  grand  triangle.  Par  un  principe  connu , 
c'est  celui  dont  les  côtés  sont  parallèles  aux  lignes  des 
centres  des  segments  capables.  La  plus  petite  distance 
correspond  au  plus  petit  triangle  qui  est  nul ,  se  réduisant 
au  point  fixe  M. 

Donc 

i°.  Les  points  également  éloignés  du  point  fixe  décri- 
vent des  circonférences  égales; 

a".  Le  diamètre  de  cette  circonférence  est,  pour  chaque 
point,  la  distance  au  point  fixe  dans  le  triangle  maxi- 
mum; 

3°.  La  circonférence  décrite  par  un  point  quelconque 
passe  au  point  fixe  ; 

4°-  L'enveloppe  des  cercles  inscrits  ou  circonscritB  au 
triangle  passe  au  point  fixe,  car  un  de  ces  cercles  est  le 
point  lui-même. 

NOTE 

Sir  lulqus  applications  de  la  Ih&orie  des  sirfww; 
Pab.  H.  Micbul  ROBERTS. 

Une  surface  développable  circonscrite  a  l'ellipsoïde 

a  pour  équations  aux  différences  partielles  (en  adoptant 
les  notations  habituelles) 

(II)  *  —  px  —  qy  =  v'aV  +  tV-f-'- 
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et  l'arête  de  rebroussement  de  cette  dernière  aura  pour 
équation  aux  différences  ordinaires 

frai  f  *' ***  ~  **''' +  b' (***  —*&)*-*■  «" t**fr  —  -r***)* 

Cette  équation  peut  être-mise  sous  la  forme 


txdx       Tày       tdz\ 
.r'       »'        \  /rfr' 


rfr"     dt'\ 


ce  qui  fait  bien  voir' comment  la  surface  (1)  y  satisfait; 
elle  appartient  aussi  à 'une  caractéristique  quelconque  des 
surfaces  comprises  sous  l'équation  (II). 

Supposons  maintenant  que  l'arête  de  rebroussement 
d'une  surface  développable  circonscrite  a  la  surface  dont 
voici  l'équation 

se  trouve  sur  la  surface  (I) ,  il  faut  donc  combiner  avec 
l'équation  (Hl)  la  suivante 

(a'-~ *')(yds  —  zdxY  -+-  (*»  —  *')(tdx—  «fa)* 

+  {C-k')(y4y-ydx)' 

=  (6»—  à')(à>—  &)<&+(&—  *)(*•  —  **)dy* 

+  («»-i»)  (*»_*«)  A», 

ce  qui  donne 

(       (nfy  —  yiix)'  +  {uix  —  xdz)'  +  [yds  —  zdy)* 
(V)         ={4'  +  c'  — *')rf*'  +  (°,  +  c'  —  **)** 

Or  les  surfaces  (I) ,  (IV)  peuvent  être  regardées  comme 
les  deux  nappes  d'une  surface,  lieu  des  centres  de  cour- 
bure d'une  autre  surface  ;  par  conséquent,  l'équation  (V) 
appartient  à   une    ligne   géodésique  tracée  sur  la    sur- 
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face  (I)  (*).  Cette  nouvelle  forme  de  l'équation  d'une 
ligne  géodésique  sur  une  surface  à  centre  du  second  de- 
gré diffère  de  celle  qui  a  été  donnée  par  M.  Joachimsthal, 
et  présente  une  analogie  remarquable  avec  l'équation  des 
lignes  les  plus  courtes  sur  une  surface  conique  quelcon- 
que. On  peut  énoncer  ici  le  théorème  suivant  : 

Si  l'on  prolonge  les  droites  tangentes  à  une  ligne 
géodésùjue  sur  une  surface  à  centre  du  second  degré 
jusqu'à  ce  qu'elles  aillent  rencontrer  les  plans  tangents 
à  la  surface  perpendiculaires  à  leur  direction,  les  points 
de  rencontre  seront  situés  sur  une  sphère  concentrique 
avec  la  surface ,  et  cette  sphère  sera  la  même  pour  toutes 
les  lignes  géodèsiques  tangentes  a  une  même  ligne  de 
courbure. 

Considérons  maintenant  l'hyperboloïde  cubique  ou 
bien  la  surface  représentée  par  l'équation 


La  surface  développable  circonscrite  à   cette  surface  a 


(*)  Celte  relation  remarquable  qui  eiiste  entre  doux  surinent  homofo- 
cales  du  second  degré,  montre  clairement  l'origine  de  la  belle  propriété , 
découverte  par  M.  Chaales,  que  toutes  les  tangente!  a  une  ligne  gtodèsi  que 
aur  une  surface  du  second  degré  sont  tangentes  à  une  seconde  surface  ho- 
mofocale  à  la  première.  Sons  ce  point  de  rue,  ce  théorème  n'est  qn'un 
cas  particulier  d'un  théorème  général  donné  par  Monge  ,  qui  fournit  aussi 
une  autre  inlerp  ré  talion  géométrique  de  notre  équation  (III).  Soit  (S) 
une  surface,  telle  qne  l'ensemble  de  (S)  et'de  (I)  est  une  surface,  lien  d*s 
centres  do  courbure  d'une  autre  surface  j  l'équation  (  III  )  appartient  aux 
lignes  géodèsiques  tracées  sur  (S)  et  quisont  tnngentesàlacourbed'inler- 
section  de  (S)  et  (I).  Toutes  les  surfaces  (S  J  ont  pnur  équation  aui  diffé- 
rences partielles  la  suivante; 

«'[(M  -  «')«  +  PU+  ï*))'  ■+■  *'  [(•'  -  *')*•  +  n*+p>)? 

-r-e*  [(■*-•*)#>*  — POtr  —  fs:)!' 

=  [(*'-  *')  v-  («'  -  »*)w«-  («'  -  c'>W  I* 
où 
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pour  équation  aux  différences  partielles  la  suivante  : 

*  —  px  —  qjr=3{pq)\ 

Posons  maintenant 

xdy  —  jdx  =  Z ,     tdx—  xdz  =  Y,     jrdt  —  *rfj-=X, 
et  nous  trouvons,  pour  l'arête  de  rebroussement  de  cette 
dernière,  l'équation  suivante 

[X'rfr*(Trfr  —  zd»yi 
+  Y'rf/'fZrfi— Xrfr)    \=^dx>d^di>, 
+  Z'd*  (Xdx-Ydx)J 
dont  l'intégrale  est  le  système  suivant 

.-.,-,(.),=  î[,[.Sit 

-f-(«)3-=3£,[«,(.)r.' 

Pour  évaluer  l'aire  de  la  surface  (VI) ,  nous  emploie- 
rons les  angles  qui  déterminent  la  position  de  la  normale. 
L'expression  pour  la  surface  (S)  devient  donc 


*// 


sin  9  tffl  df 


(cosSsinSsînf  coSf)' 


et  si  les  angles  S  et  <p  sont  indépendants,  l'intégration  se 
ramène  aux  fonctions  elliptiques. 

Je  terminerai  ces  remarques  eu  faisant  observer  que  les 
surfaces  (1)  et  (VI)  sont  comprises  sous  la  même  équation 
aux  différences  partielles,  savoir 

(z-px—qx)'  =  kt{7l  —  f). 

Le  théorème  énoncé  se  rattache  à  celui-ci  :  Le  ionimet 
d'un  angle  trirectangle  circonscrit  à  une  surface  à  cen- 
tre du  second  degré  décrit  une  sphère  concentrique.  Tm. 
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Algèbre  sl'périe-urk;  par  M.  Serret. 

Lemme.  F  {y)  =  o  étant  une  équation  de  degré  n  et 
ty  [y)  un  polynôme  quelconque  de  degré  n  —  i ,  la  somme 

V  tt^t)  étendue  aux  racines  y,  ,_y, ,. . .,  j-„  de  l'équa- 
tion 

{sans  racines  égales)  a  pour  valeur  le  coefficient  de  y"  ' 
dans  ty(y)- 

Démonstration.  (Voir  Nouvelles  Annales,  tome  IX, 
p.  82;  Abel  Thàksom.) 

Problème.  Soient  les  deux  équations 

(")     f{y)=ym+Ptym-,+piym- '•+-..  .+/»«  =  o, 
(2)     F(|r  )  =  y  +  qi  j—  -+-  y.  j-1  +•  ■+?.  =  ». 

(ru  r>>-->j.) 

qui  ont  une  même  racine  commune,  savoir  y,.  Il  s'agit 
de  calculer tf^y^-f  étant  une  fonction  rationnelle  en- 
tière. 

Représentons  par  R,  ,  R,,...,  R„  les  n  produits  qu'on 
obtient  en  combinant  n  —  1  à  n  — 1  les  quantités 

/(/,). /o*.).  ■■■./(.>■.}« 

/  {yi)  étant  zéro  par  hypothèse,  il  s'ensuit  que  Rt 
n'est  pas  nul ,  et  les  autres  R  sont  tous  nuls  comme  ren- 
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fermant  le  fadeur/1  (/,)-  Donc  on  a  les  identités 

R,  =  R,  +»,+..  .  +  R.  =  2  »■ 

R,.(.r.)=R,ftr.)+R.t(r.)+.-. 

+  h.tO".)  =  2>t()0. 

et 

2R»<r) 
!(r,)=— - — 

2* 

Ces  deux  sommes,  étant  des  fonctions  symétriques  des  ra- 
cines de  l'équation  (a),  sont  des  fonctions  rationnelles 
connues  des  coefficients  de  cette  équation  ;  mais  on  peut 
abréger  considérablement  le  calcul  par  cette  considéra- 
tion. 

So>t  0{y)   une  fonction  rationnelle  quelconque-,  on 
voit  qu'on  a 

donc 

2R6(j)t(j-) 


r(j.) 


faisons 
alors 


y  _î_ 


R,,  est  une  fonction  symétrique  des  racines  de  l'équa- 

A---  de  Mathimat ,  l.  XIV.  (Juillet  ,855.  )  1  8 
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tion 

2^1  =  0, 

et ,  par  conséquent ,  fonction  rationnelle 
ficienta  <?,,  ffi,...,  ç„  et  dej^;  on  a  donc 

*>*  =  P»  +  P'  r/-  H"  p»  ^i  -H  ■  ■  •  +  P— .  ^  i 
les  p  sont  des  fonctions  connues  de  (/, ,  ç»,...,  ?„  et  l'on 
peut  faire  disparaître  les  puissances  de  y^  supérieures  à 
n  —  i ,  au  moyen  de  l'équation 

3^  =  -  ?.  ?£*'  —  «.  J-  •"■•»  ■ 
et,  par  le  même  raisonnement , 

»/*?  (.»)  =  '<  ■+■  '.  J>  +  '.  jj  +  ■  ■  •  +  '— <  r?"- 
Donnant  à  [t  toutes  les  valeurs  i,  a,  3,...  n,  les  p  et  lest 
n*  changent  pas ,  et ,  d'après  le  lemme , 


2t 

(r) 
(r) 

=  .„, 

•i  Fui 

N-. 

par  conséquent 

f(r.) 

~p— 

Si  l'on  voulait  calculer  la  fonction  rationnelle  non  en- 

fera 

■ 

»(r,)= 

-■T,  +  T,(r,) 

+  .. 

-t-T_, 

(O- 

et  l'on  aura 

Faisons 

on  a 

tir,) 
♦(*)" 

a*  .>•-==  p.  J>+p./,+-' 
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il  suffit  donc  de  calculer  les  coefficients  de  r"~'  et  y-1 
J >  ./,, 

dans  R,,. 

Cinquième  Leçon  (68-76).  Pour  démontrer  le  lemme 
cité,  l'auteur  a  besoin  de  la  déco  m  position  en  fractions 
simples  d'une  fonction  rationnelle  non  entière;  c'est 
l'objet  de  la  présente  Leçon.  11  fait  usage  de  la  mé- 
thode des  coefficients  indéterminés  et  ensuite  de  la  mé- 
thode de  M.  Liouville  {Nouvelles  Annales,  tome  VI, 
p.  127). 

Sixième  Leçon  (77-87).  Même  sujet;  théorie  géné- 
rale {voir  Fihck,  Nouvelles  Annales,  t.  IV,  p.  295), 
L'on  démontre  qu'une  fraction  rationnelle  n'est  décom- 
posable  que  d'une  seule  manière  en  parties  entières  et  en 
fractions  simples  (p.  80). 

Septième  Leçon  (88-100).  Même  sujet;  facteurs  tri- 
nomes  avec  ses  deux  applications;  conditions  pour  que 
l'intégrale  d'une  différentielle  rationnelle  soit  algébrique; 
détermination  d'un  terme  général  d'une  série  récur- 
rente. 

Les  facteurs  simples  x  —  a ,  x  —  0 ,  elc. ,  peuvent  re- 
présenter des  distances  de  points  situés  sur  une  même 
droite  à  un  point  fixe  pris  sur  cette  droite  (points-racines 
de  Gauss) ,  de  sorte  que  la  décomposition  en  fractions  ra- 
tionnelles donne  certaines  relations  géométriques  entre 
ces  dislances  ,  et  vice  versa.  Ces  relations  étant  établies 
à  priori ,  on  en  déduit  réciproquement  les  formules  de  la 
décomposition  (Géométrie  supérieure,   page  a35)   (*). 

("1  I)  est  peut-être  à  regretter  qu'on  n'ait  pas  adopté  dam  cet  ouvrage 
letpoinU-racinei  qui  auraient  conaidérablemenl  abrégé  les  raisonnements, 
mnémoniso  lea  riches  résultais  de  cette  admirable  sy 11  thèse  quasi-* lgéb ri- 
que,  où  l'on  fait  un  emploi  continuel  si  ingénieux  des  signes-t-,  — ,  =,  -* 
y"—  1 ,  »  ,  eipliritcmenl  ,111  implicitement. 
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Maclauriii  en  fournit  aussi  un  exemple  {Nouvelles  An- 
nales, t.  IX,  p.  44^)-  La  théorie  de  la  décomposition  en 
fractions  rationnelles  est  le  sujet  d'une  belle  thèse  doc- 
torale de  Jacobi;  nous  en  avons  fait  la  traduction  que 
nous  donnerons  bientôt.  C'est  un  premier  pas,  mais 
c'est  le  pas  d'un  lionceau. 

Huitième  Leçon  (101-1 17).  L'auteur  revient  aux  fonc- 
tions symétriques  relatives  à  un  système  d'équations  et 
donne  cette  ingénieuse  méthode  de  Poisson  : 

Soient p  équations  entre /*,inconnues,a:,,:r„.r,,...,;rr; 
supposons  que  ce  système  admet  n  solutions ,  savoir  : 

<,  **,,  *; xe 


il  s'agit  de  trouver  la  valeur  de  la  fonction  symétrique  qui 
a  pour  type 

W-  (',)'■■■■    (*>i 

les  r  sont  des  nombres  entiers  positifs  donnés  sans  exclure 
zéro.  Joignons  au  système  une  équation  linéaire 

t=  ■,*,•{- *,«,  +  .  ..+  *,*■„, 
on  t  est  une  nouvelle  inconnue  et  les  a  sont  des  constan- 
tes indéterminées.  Eliminant  les  p  inconnues  entre  les 
p  +  >  équations ,  on  obtient  une  éqnation  de  la  forme 

<]>(;,  «,,  a, «,):.<>, 

équation  de  degré  n,  car  elle  a  n  racines  ayant  pour 
type 

a,*',  -+-  dtx,  +..  ■  +  «.*'„. 
Le  développement  de 

(«,*,  +«,*,  +.. .+*,*'„  y 

+  (*,x",    +  «,**,    +  ...  +  «,*£)''+    .. 
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i  nombre  entier  positif,  égal  à 


donne  les  termes  de  la  forme 
r,  !  r,  I  r,  !  .  . .  r,  !     r    r 


s  2**. 


le  signe  JV  indique  qu'on  doit  remplacer  X, ,  Xt,...,  xm 

successivement  par  x'nx'1,...,x"nx"l,x\,...,x*n.  Mais  la 
somme  des  puissances  semblables  des  racines  de  l'équa- 
tion en  t donne 


où  A  désigne  une  quantité  connue ,  et  à  cause  de  l'identité, 
on  a  donc 


**    '     '  "■  —  A. r.lr.I. ../■„! 

Connaissant  les  fonctions  géométriques  simples,  on  en  dé- 
duit, par  voie  de  multiplication ,  les  fonctions  symétriques 
composées- 
Ce  procédé  donne  aussi  le  moyen  d'éliminer  p  — i  in- 
connues entre  p  équations  lorsque  Ton  sait  éliminer 
p — a  inconnues  entre  p  —  i  équations  et  sert  aussi  à 
démontrer  le  théorème  général  de  Bezout  (p.  107). 

On  regrette  de  ne  pas  trouver  ici  ni  la  méthode  d'élimi- 
nation si  ingénieuse  de  M.  Sylvester,  ni  le  théorème  si 
important  d'EuIer,  sur  le  degré  auquel  montent  les  coeffi- 
cients des  équations  dans  l'équation  finale  et  qui  est  un 
corollaire  de  l'élimination  par  fonctions  symétriques 
(voir  Nouvelles  Annales,  tome  IX,  p.  338}.  Cette  Leçon 
est  terminée  par  la  belle  méthode  de  Tschirnham  (pas 
Tschirnaùs)  qui  sert  à  faire  disparaître  d'une  équation  au- 
tant de  termes  que  l'on  veut  et  qui  démontre  que  la  réso- 
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lution  de  l'équation  de  degré  m  dépend  d'une  résolvante 
de  degré  m —  l!,  résultat  donné  aussi  par  Lagrange. 
Soit 

*-  +  /»,*—'  -hp,x"-'  -f-...  +  p.  =  o, 
posons 

y  —  «,  +  a*x,  4-  o,  «*■+-.-+  «. *" ; 

m  <  m  ;  les  a  sont  des  constantes  indéterminées.  Élimi- 
nant x,  l'équation  en  y  sera  aussi  de  degré  m,  car  on  a  , 
en  général, 

yf  =  b,  ■+■  b,  x  +  i,  *'  -f- .  . .  -f-  ô._,  *■-' , 
où/i  est  un  nombre  entier  positif;  les  £  sont  des  fonctions 
entières  homogènes  du  degré  p  des  indéterminées  a,  , 
<**)•••>  «m  «t,  au  moyen  de  l'équation  donnée,  on  peut 
ramener  j*àne  renfermer  que  des  puissances  de  x  infé- 
rieures à  ut.  Donnant  à  p  successivement  les  valeurs  i, 
a,  3,...,  m,  on  a  m  équations  du  premier  degré  entre  les 
m  —  i  quantités  x,  x*,...,  *""'. L'élimination,  par  la 
méthode  de  Cramer,  donne  donc  l'équation  en  y  de  la 
forme 

y  -  +  y,  r—  ■  -f-  ?,j— '  + . . .  -H  ?■  =  o. 
Nommons  Sp  la  somme  des  puissances  p  des  racines  de 
celte  équation  et  sp\a  somme  analogue  de  l'équation  don- 
née en  x ,  on  a 

S>  =  «*,+■*,*,  -ht.*. +.-  .+  *■_,*■_,; 
donc  Sp  est  une  fonction  entière  homogène  des  a  de  de- 
gré p.  On  a 

S,  +  7  =  0,      S.  +  y.S, +  27,  =  o,...; 

donc  ç„  est  une  fonction  entière  homogène  des  a  et  de  de- 
gré n;  donc,  pour  faire  disparaître  n  termes  consécutifs, 
il  faut  poser 
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ce  sont  n  équations  homogènes  entre  n  -+- 1  indétermi- 
nées aa,  a,,..M  a„  et,  à  cause  de  l 'homogénéité,  on  peut 
poser  a„  =  i .  On  a  n  équations  entre  n  —  i  inconnues , 
et  son  élimination ,  d'après  le  théorème  de  Bezout ,  a  une 
équation  de  degré  n  !.  Faisant 

on  obtient 

.  J"  "H  1m  =  O. 

Ainsi  la  résolvan  te  est  du  degré  m—  il. 

On  voit  facilement  que  ce  procédé  donne  la  solution 
des  équations  du  premier,  deuxième,  troisième  et  qua- 
trième degré. 

Pour  faire  disparaître  le  deuxième,  troisième  et  qua- 
trième terme  de  l'équation  enj-,  on  est  donc  amené  à  une 
équaiion  du  sixième  degré;  mais  un  géomètre  anglais, 
nommé  Jerrard,  a  réduit  cette  équation  au  troisième  de- 
gré de  la  manière  suivante.  C'est  l'objet  de  la  Note  V 
(p.  46»). 

Lemme.  Une  fonction  homogène  et  entière  du  second 
degré  de  n  quantités  est  la  somme  des  carrés  de  n  fonc- 
tions linéaires. 

Démonstration.  Soit 

V  =  ,  (*.,«„«„.  ..,*_,), 
ou  <p  désigne  une  fonction  homogène  entière  du  second 
degré;  ou  peut  écrire 

V=Pa;_,+Q<i_,-r-R, 
où  F  est  une  constante ,  Q  une  fonction  linéaire  homo- 
gène des  n  —  i quantités,  o„,  a, ,...,  a„..t,  etR  unefonc 
lion  homogène  du  deuxième  degré  des  mêmes  n—i  quan- 
tités; on  a  aussi 

'-(-*+$)'--£' 

la  première  partie  est  le  carré  d'une  fonction  linéaire  de 
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«quantités  a,,^,...,  a„_, ,  et  la  deuxième  partie  est  une 
fonction  entière  homogène  du  deuxième  degré  de  n —  i 
quantités  a,,  a, ,«[,...,  <ïn. .,.  Traitant  la  seconde  partie 
comme  on  a  fait  pour  la  fonction  V,  on  voit  qu'on  pourra 
décomposer  V  en  n  carrés  de  fonctions  linéaires  respecti- 
vement de  n,  n  —  i,  n  —  2,  quantités. 

Ceci  étant  démontré,  prenons  les  équations 
**  +P, *"-•■+■ . . .  -+-  pm'=  o, 
y  =  a,  -+-  a,  x  ■+■  a,*'  ■+•  a,«*  ■+■  a,x*, 
et  l'équation 

pour  faire  disparaître  les  deuxième ,  troisième  et  qua- 
trième termes,  il  faut  poser 

.  «,  =  o,     a,  =  o,     gl  =  o, 
q,  est  fonction  linéaire  des  cinq  quantités  at,  a, ,  at,  at, 
at.  Eliminant  n0  des  deux  dernières  équations  au  moyen 
de  la  première ,  on  a 

«'.  =  °,     9'.=o. 
où  q\  est  une  fonction  du  deuxième  degré  des  quatre 
quantités  a, ,  rt, ,  a, ,  n( ,  et,  d'après  le  leinine,  l'équation 

?',  =  o 
peut  se  mettre  sous  la  forme 

f'+g*  4-  A'  +  *'  =  o, 
f,  g,h,k  étant  des  fonctions  linéaires.  Posons 

f=gyi~t,    h=H~>, 

l'équation  sera  satisfaite.  On  a  ainsi  deux  équations  bi- 
naires. Au  moyen  de  ces  deux  équations,  éliminant  a,,  a, 
■le  /  =  o .  on  a  une  équation  homogène  du  troisième  de- 
gré entre  a,  et  a,.  Posant  o,  =  i ,  on  a  une  équation  du 
troisième  degré  en  n»,  et«i  étant  connue,  on  trouve  immé- 
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diatement  aai  at ,  a,  en  raisonnant  de  la  même  manière. 
La  disparition  simultanée  du  deuxième ,  troisième  et 
cinquième  terme  amène  à  une  équation  du  quatrième  de- 
gré.. On  peut  aussi  faire  usage  de  l'équation  aux  racines 
inverses. 

La  résolution  de  l'équation  du  cinquième  degré  dépend 
donc  de  la  résolution  d'équations  d'une  de  ces  quatre 
formes 

x1  ■+■  px  -t-  q  =  o , 

x*  -t-  px*  +  q  =  o , 

x*  +  px*  +  qz=o, 

tf1  +  pX1  +  q  =  O. 

Ainsi  la  question  41  est  résolue  (Nouvelles  Annales, 
tome  I ,  nages  396  et  44?i  note)  si  l'on  peut  choisir  a  s  de 
manière  que  »  =  1  - 

La  fin  prochainement. 


SUR  m  THÉORÈME  DE  LEGENDRE 

et  !ti  application  a  la  recherche  jk  liiites  qui  eonprenieil  entre  elles 

des  «ombres  premiers  ; 

Pab    M.    DESBOVES, 

Professeur  au  Lycée'  Bonaparla. 

Dans  l'un  des  chapitres  de  l'Essai  sur  la  Théorie 
des  nombres,  Legendre  s'est  proposé  de  démontrer  que 
toute  progression  arithmétique  dont  le  premier  terme  et 
la  raison  sont  premiers  entre  eux,  contient  une  infinité 
de  nombres  premiers,  et,  subsidi  aï  rement,  de  trouver 
des  limites  qui  comprennent  nécessairement  des  nombres 
premiers.  La  solution  des  deux  problèmes  serait  aussi 
simple  qu'on  peut  le  désirer,  si  malheureusement  elle  ne 
s'appuyait  pas  sur  une  proposition  que  Legendre  croyait 
avoir  démontrée, maisàlaquelle,à  vrai  dire,  il  n'est  arrivé 
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que  par  une  heureuse  induction ,  comme  l'a  déjà  remar- 
qué depuis  longtemps  M.  Lejeune-Dirichlet. 

Je  me  propose  dans  le  présent  article  i°  de  discuter  la 
prétendue  démonstration  de  Legendre,  c'est- à-dire  de 
faire  voir  en  quoi  elle  pèche  et  quelle  est,  au  fond,  la 
vraie  difficulté;  a"  en  admettant  le  théorème  de  l'illustre 
géomètre  comme  un  postulatum,  d'en  faire  découler  im- 
médiatement de  beaux  théorèmes  sur.  les  limites  des  nom 
bres  premiers.  Puissé-je ,  par  là,  car  je  n'ai  pas  d'autre 
but,  engager  les  géomètres  à  faire  de  nouveaux  efforts 
pour  trouver  Une  démonstration  qui  jusqu'ici  a.  échappé 
aux  plus  habiles. 

pRBMituE  Partie.  —  Discussion. 
Avant  d'énoncer  le  théorème  de  Legendre,  quelques 
explications  préliminaires  sont  indispensables. 

Si, dans  la  progression  arithmétique  formée  par  la  suite 
naturelle  des  nombres  impairs,  ou  se  propose  de  trouver 
plusieurs  termes  consécutifs  qui  soient  divisibles  j>ar 
quelqu'un  des  nombres  premiers  depuis  3  jusqu'à  un 
nombre  premier  désigné  y ,  on  voit  que  le  nombre  de  ces 
termes  est  variable  et  dépend,  en  général ,  de  l'ordre  dans 
lequel  sont  placés  les  multiples  des  différents  nombres 
premiers.  Ainsi,  par  exemple,  dans  la  suite  des  nombres 
impairs,  on  pourra  obtenir  des  suites  partielles  dont  les 
termes  seront  des  multiples  des  nombres  premiers  3,5, 
7,  nf  1 3  et  seront  rangés  suivant  les  différents  ordres  in- 
diqués ci-dessous  (*)  ; 

3,  '•},'  S,  3,  ii,   ta,  3',  5",  7,  3, 

3,  '•},  S,  3,   iS,   ii,  3,  5,  7,  3, 

5,  3,    m,  7,  3,  5,    t'a,  3, 

3,  5,  7,  3,   ii,   i'3,  3,.... 

(•)  J'adopte  la  notation  de  M.  Tcrquem,  m,  pour  désigner  un  multiple 
d'un  immbro  m. 
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Chaque  nombre  impair  est  ici  considéré  comme  mul- 
tiple du  plus  petit  nombre  premier  qui  le  divise.  La  seule 
condition  à  remplir,  c'est  que  les  multiples  de  3  viennent 
de  trois  en  trois  rangs ,  les  multiples  de  5  de  cinq  en  cinq 
rangs,  etc.,  et  ce  sera  d'ailleurs  un  problème  d'analyse 
indéterminée  de  la  nature  la  plus  simple  que  celui  de 
trouver,  dans  la  suite  indéfinie  des  nombres  impairs ,  des 
suites  analogues  aux  précédentes.  Si ,  par  exemple ,  on  se 
propose  de  trouver  les  nombres  consécutifs  impairs  les 
plus  petits  possibles  qui  soient  divisibles  par  quelqu'un 
des  nombres  3,  5,7,  11,  i3  et  qui ,  de  plus,  soient  ran- 
gés comme  dans  la  première  des  suites  données  plus  haut, 
il  suffit  de  remarquer  que  le  nombre  pair  compris 
entre  11  et  i3  est  nécessairement  de  la  forme 

2X3x5X7  X7, 
et  que  ce  même  nombre  divisé  par  11  et  i3  donne  pour 
reste  +  1  et  —  t.  On  trouve  ainsi  la  suite  des  dix  nom- 
bres 

944',     9443*     9445,     9447'     9449. 

g45i,     c,453,     9455,     9457,     9459, 

On  aura ,  d'ailleurs ,  une  infinité  d'autres  suites  pareilles, 
en  ajoutant  aux  nombres  précédents  un  multiple  quel- 
conque des  nombres  premiers  3,  5,  7,  11,  i3. 

On  peut  se  demander  maintenant  quel  est  le  nombre 
maximum  des  termes  d'une  suite  de  nombres  impairs 
consécutifs  qui  sont  divisibles  par  quelqu'un  des  nombres 
premiers  3,  5,  7,,.., a,  0,y;  ay0,y  étant  les  trois  der- 
niers nombres  premiers  considérés.  Or  le  théorème  de 
Legendrc  sur  lequel  nous  appelons  l'attention ,  a  préci- 
sément pour  but  de  répondre  à  la  question.  En  voici  l'é- 
noncé : 

Une  suite  de  nombres  impairs  consécutifs,  qui  sont 
divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  3,  5,  7, 
11,...,    a,  {'',y,  a  pour  maximum    du    nombre  de  ses 
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termes  j3  —  i .   Le   nombre  maximum  des  termes  reste 
tV ailleurs  toujours  égal  à  $ — i,  lorsque  l'on  remplace  les 
deux  derniers  nombres   (3  et  y  de  la  suite  naturelle  des 
nombres  impairs  par  deux  nombres  premiers  plus  grands. 

D'après  le  théorème  précédent ,  il  y  aura ,  par  exemple, 
au  plus  dix  nombres  impairs  consécutifs  qui  seront  divisi- 
bles par  quelqu'un  des  nombres  premiers  3,5,7,  "'  *^i 
et  nous  avons  va  comment  on  peut  obtenir  effectivement 
une  telle  suite. 

Pour  établir  son  tbéorème ,  Legendre  écrit  la  suite 
(|)(P-»),....  7,5,  3,   i,   i,  3,  5,, (p-2), 

qui  est  composée  évidemment  de  |3  —  i  termes  et  qu'il 
obtient  en  écrivant  la  suite  des  nombres  impairs  dans 
l'ordre  direct  et  dans  l'ordre  inverse  depuis  i  jusqu'au 
nombre  impair (3  —  a  qui  précède  le  nombre  premier  p. 
Il  remplace  ensuite  les  termes  i  et  i  par  « ,  p  et  les  antres 
nombres  premiers  par  des  multiples  de  ces  nombres,  ce 
qui  donne  la  suite 
(»)  (p-2),...,  3,7l5,3,'p,^à,5,7,3....,  (p-a), 


qu'on  peut  écrire  aussi  dans  l'ordre  inverse  et  qui  con- 
tient, comme  la  précédente,  (f/ —  i)  termes.  L'illustre 
géomètre  prétend  ensuite  démontrer  que  la  suite  (a)  a  le 
nombre  maximum  de  termes  parles  raisons  suivantes  : 

«  Le  moyen  d'obtenir  le  plus  grand  nombre  de  termes 
»  consécutifs  delà  suite  des  nombres  impairs  qui  soit  di- 
»  visible  par  quelqu'un  des  nombres  premiers  3  ,  5  ,  j  ,  1 1 
»  est  de  considérer  la  suite  des  nombres  impairs  dans 
a  ses  moindres  termes,  c'est-à-dire  dès  l'origine  de  cette 
»  suite,  car,  i  une  distance  plus  grande,  on  nemanque- 
»  rait  pas  d'être  arrêté  par'  des  nombres  premiers  plus 
»  grands  que  les  nombres  premiers  donnés  et  qui  empé- 
»  che  raient  la  continuité  des  termes  qu'on  veut  former.  Il 
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»  faut  donc  tout  simplement  considérer  la  suite  des  nom- 
n  bres  impairs  1,3,5,7,  9»"-j  qu'on  peut  également 
»  prolonger  dans  l'autre  sens,  ce  qui  donnera 

■■■  -9'  —  7-  —  5>  — 3.  —  •»  '.  3,  5f  7,  9,..., 
o  ou,  parce  que  les  signes  des  nombres  sont  indifférents 

-9i  7»  5»  3,   i,   i,  3,  5,  7,  9,..., 
»  etc.   » 

Legendre  est  ainsi  conduit  à  écrire  les  suites  (1)  cl  (3) 
que  nous  avons  données  plus  baut. 

En  admettant,  pour  un  moment,  l'exactitude  du  rai- 
sonnement par  lequel  notre  auteur  essaye  d'établir  que 
l'on  doit  considérer  la  suite  des  nombres  premiers  à  l'o- 
rigine, il  semble  que  la  conclusion  devrait  être  que  la 
suite  maximum  dérive  de  la  suite  naturelle  des  nombres 

3,   5,    7,   9,...,   a,...,    p,...,   7 [i-2) 

(tf  est  le  nombre  premier  qui  suit  immédiatement  -/), 
comme  la  suite  (2)  dérive  de  la  suite  (1).  En  un  mot, 
malgré  un  babilc  artifice  de  langage,  il  est  certain  que 
Legendre  nedonneaucune  raison  pour  préférer  la  suite  {2) 
à  la  suite 
(3)        3,  5,   7.,  3 '*,.,.,  p,...,ï (*-a). 

S'il  la  préfère  cependant,  c'est  qu'il  admet  tacitement 
que  la  dernière  suite  contient  moins  de  termes'  que  la 
suite  (2)  ou  bien  que  l'on  a 

-^—  <CP  —  I       OU      *<2p+!, 

c'est-à-dire  qu'entre  (3  cl  2  j3  il  y  a  au  moins  deux  nom- 
bres premiers.  Lorsque  les  nombres  premiers  considérés 
sont  3  j  5  et  7,  les  suites  (2)  et  (3)   sont  identiques,  de 
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sorte  qu'en  fait  Legendre  n'admet  le  théorème  que  pour 
les  valeurs  de  /3  plus  grandes  que  5.  Ou  peut  d'ailleurs 
évidemment  écarter  ici  l'hypothèse  de  j3  nombre  premier; 
le  théorème  supposé  vrai  peut  donc  s'énoncer  ainsi  : 
Entre  un  nombre  plus  grand  que  6  et  son  double  U  'y 
a  toujours  au  moins  deux  nombres  premiers. 

Le  théorème  connu  de  M.  Bertrand  est  un  corollaire 
évident  du  précédent.  Il  est  curieux  de  retrouver  ici  le 
premier  théorème  relatif  aux  limites  des  nombres  pre- 
miers que  l'on  a  rencontré  dans  les  recherches  mathéma- 
tiques et  le  premier  aussi  dont  on  a  pu  trouver  la  démons- 
tration]™ go  ureuse.  Je  ferai  observer  du  reste  que  M.  Tche- 
bichef ,  qui  a  donné  la  démonstration  du  théorème  de 
M.  Bertrand,  aurait  pu,  sans  plus  de  difficulté,  démon- 
trer par  sa  méthode  le  théorème  plus  général  précédem- 
ment cité. 

Si  maintenant  .nous  considérons  en  elle-même  cette 
raison  donnée  par  Legendre  :  qu'on  doit  considérer  la 
suite  des  nombres  impairs  dans  ses  moindres  termes ,  nous 
voyons  bien  qu'il  est  vrai  qu'à  mesure  que  l'on  prend 
dans  la  suite  des  nombres  impairs  des  nombres  plus  éle- 
vés, on  a  la  chance  de  rencontrer  des  nombres  premiers 
plus  grands  que  y  ;  mais  ces  nombres  premiers  peuvent 
entrer  dans  la  suite  non  pas  par  eux-mêmes,  mais  comme 
facteurs  de  certains  termes  simultanément  avec  quelqu'un 
des  nombres  premiers  3,  5,  7,...,  «,  |3,  y,  et  peut-être, 
en  faisant  un  choix  convenable,  aura-t-on  une  suite  dont 
le  nombre  de  termes  surpassera  (3  —  1 .  Rien  dans  le  rai- 
sonnement de  Legendre  n'établit  le  contraire. 

Essayons  maintenant  de  ramener  le  théorème  de  Le- 
gendre à  quelque  autre  proposition  plus  simple,  ou,  si 
l'on  aime  mieux,  de  voir  où  g!t  principalement  la  diffi- 
culté. 

On  peut  voir  qu'un  des  caractères  instinctifs  des  deux 
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suites 

3. 
If  -»).•■ 

5,  1, 

S,  3, 

,  P. 

..,   7,... 
3,  5,. 

c'est  que  la  première  ne  contient  qu'un  se.ul  multiple  de 
l'antépénultième  nombre  premier  «  (supposé  plus  grand 
que  3),  tandis  que  la  seconde  en  contient  deux  ;  car  à—  a 
est  plus  petit  que  3a,  ou,  eu  d'autres  termes,  il  y  a 
toujours  trois  nombres  premiers  j3,  y,  S  entre  a  et  3  a.  On 
démontre  effectivement,  par  la  méthode  de  M.  Tchebi- 
chef,  qu'entre  .un  nombre  supposé  plus  grand  que  3  et 
son  triple  il  y  a  toujours  trois  nombres  premiers. 

En  rapprochant  ce  qui  précède  des  remarques  faites 
plus  haut ,  on  peut  admettre  maintenant  comme  démon- 
tré qu'à  l'origine  des  nombres ,  pour  parler  le  langage  de 
Legendre,  la  suite  des  nombres  impairs  qui  ne  contient 
qu'un  seul  multiple  de  a,  a  moins  de  termes  que  la  suite 
des  nombres  impairs  qui  en  renferme  deux.  Je  dis  main- 
tenant ,  et  c'est  par  là  que  je  terminerai  la  présente  dis- 
cussion ,  que  si  l'on  admettait  que  le  même  théorème  a 
lieu  quelque  part  que  ce  soit  dans  la  suite  naturelle  des 
nombres  impairs,  le  théorème  de  Legendre  serait  démon- 
tré. 

En  effet,  admettons  que  le  théorème  de  Legendre  soit 
vrai  lorsque  l'on  considère  tous  les  nombres  premiers 
3,  5,...,  a,  jS,  y,  les  deux  derniers  (5  et  y  pouvant  être 
remplacés  par  des  nombres  premiers  plus  grands,  c'est- 
à-dire  admettons  qu'alors  la  suite  du  nombre  maximum 
de  termes  soit  nécessairement  la  suite  (a)  qui  contient 
(3  —  1  termes  ;  je  dis  'que  lorsqu'on  prendra  un  nombre 
premier  de  plus  d,  le  nombre  maximum  deviendra  y — i. 

On  peut  remarquer  d'abord  que  la  nouvelle  suite  ne 
pourra  contenir  ni  deux, multiples  de  y  ni  deux  multiple» 
detl.  Car  si  la  nouvelle  suite  contenait  deux  multiples 
de  y y  entre  ces  deux  multiples  il  y  aurait  y  —  1 
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intermédiaires  divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  3, 
5  ,7v,  «  ,  j5,  <î,  ce  qui  esl  impossible,  puisque  le  nom- 
bre des  termes  divisibles  par  quelqu'un  des  nombres  3 , 
5  ,  7,...,  a,  (3,  3  est ,  par  hypothèse,  au  plus  égala  {3  —  t. 
Par  la  même  raison ,  on  n'aura  pas  deux  multiples  de  <J, 
mais  on  pourra  former  une  suite  contenant  deux  mul- 
tiples de  (3  ;  il  suffira ,  pour  cela ,  de  remplacer  au  milieu 
delà  suite  (a)  (3  par  o*, de  mettre  [3  au  commencement  et 
à  la  fin  de  la  même  suite  et  de  continuer  d'écrire  des 
termes  autant  que  faire  se  pourra  vers  la  droite  et  vers  la 
gauche  :  on  aura  ainsi  une  suite  contenant  y  —  i  termes. 
Comme  d'ailleurs  cette  suite  est  la  seule  qui ,  d'après  l 'hy- 
pothèse faite,  puisse  contenir  deux  multiples  de  {3 ,  elle 
sera,  d'après  le  principe  que  nous  avons  admis,  la  suite 
du  nombre  de  termes  maximum.  Le  théorème  deLegen- 
dre,  se  vérifiant  directement  pour  les  nombres  premiers 
3,  5,  7,  i  ■,  peut  être  considéré  maintenant  comme  vrai 
en  général. 

Quand  les  nombres  premiers  sont  3,  5  et  y,  les  suites 
{2)  et  (3)  sont  identiques  et  contiennent  chacune  deux 
multiples  de  a ,  mais  le  théorème  de  Legendre  n'en  sub- 
siste pas  moins,  puisque  le  nombre  des  termes  de  la  suite 
est  égal  à  4- 

En  résumé ,  on  voit  qu'il  résulte  de  la  discussion  pré- 
cédente que  les  travaux  de  M.  Tchebicbef  ont ,  en  quel- 
que sorte  avancé  la  démonstration  du  théorème  de  Le- 
gendre, mais  qu'il  reste  toujours  à  démontrer  la  propo- 
sition suivante  : 

Une  stâte  de  nombres  impairs  '  consécutifs  divisibles 
par  quelqu'un  des  nombres  premiers  3,  5,...,  a,  J3,  y 
étant  prolongée  autant  que  possible,  aura  plus  de  ter- 
mes lorsqu'elle  contiendra  deux  multiples  de  l'antépé- 
nultième nombre  premier  a  que  lorsqu'elle  n'en  contien- 
dra qu'un  seul. 
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Seconde  Partie. 

Nous  allons  maintenant  déduire,  comme  conséquences 
du  théorème  de  Legendre,  divers  théorèmes  relatifs  aux 
limites  qui  comprennent  entre  elles  des  nombres  pre- 
miers. 

Théorème  I.  Si  l'on  désigne  par  n  un  nombre  entier 
plus  grand  que  i$  j  £W  a  ■*<*  racine  par  défaut  à  moins 
d'une  unité  près,  parce  et  (3  les  nombres  premiers  qui 
précèdent  immédiatement  a  ((3  peut  être  égal  à  a),  toutes 
les  fois  que  a  -I- 1  ne  sera  pas  un  nombre  premier,  on 
pourra  assurer  qu' 'entre  n  etn-t-ace-f-i  il  y  a  au  moins 
HP  nombre  premier,  et  qu'entre  n  et  n  ■+-  a)3  -+- 1  ily  en 
a  au  moins  deux.  Si  a  -+-  i  est  premier,  on  sera  seule  • 
ment  certain  qu'il  existe  un  nombre  premier  entre  n  et 
n-f- 2(3  +  i. 

Nous  remarquons  d'abord  que  n  -f-  aa,  qui  peut  être" 
plus  grand  que  (a  -+-  i)1,  est  nécessairement  plus  petit  que 
(a+a)1.  Car  h  étant  compris  entre  a1  et(a-r-i)',  est 
au  plus  égala  a1  ■+-  aa,et  n-t-aa  est  inférieur  à  a*  +  4" 
et,  à  plus  forte  raison,  à  (a  -+-  a)*.  Il  en  résulte  que  cha- 
cun des  x  nombres  impairs  consécutifs  qui  suivent  n  et 
sont  compris  dans  tous  les  cas  entre  nelii  +  ia  +  i, 
devra ,  s'il  n'est  pas  premier,  Être  divisible  par  quelqu'un 
des  nombres  premiers  3,5,  7,...,a,j3.  Leterme(a-f-i)', 
le  seul  des  termes  de  la  suite  qui  pourrait  n'admettre  au- 
cun facteur  premier  égal  à  /3  ou  plus  petit,  n'échappera 
pas  lui-même  à  cette  loi,  puisque  a  -\-  i  est  d'abord  sup- 
posé non  premier.  Mais ,  d'après  le  théorème  de  Legendre, 
il  y  a  au  plus-ce  —  i  nombres  impairs  consécutifs ,  divi- 
sibles par  quelqu'un  des  nombres  premiers  précédemment 
cités  ;  donc ,  entre  n  et  n  ■+■  a«  -I-  i ,  il  y  a  au  moins  uu 
nombre  premier  lorsque  a  +  i  n'est  pas  lui-même  pnr- 

àm    de  Ntlkem*!..  t.  XIV.  (Aflftl   l85S.)  IQ 
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Les  limites  n  et  n  -+-  a|3  -+- 1  comprendront  aussi ,  à 
plus  forte  raison,  un  nombre  premier];  mais  je  dis  de 
plus  maintenant  qu'elles  en  contiendront  an  moins 
deux.  En  effet,  s'il  n'y  avait  qu'un  nombre  premier  û> 
entre  les  limites  indiquées ,  on  aurait  au  moins  fi  nom- 
bres impairs  consécutifs,  divisibles  par  3,  5,...,  a, fi,  w, 
tandis  qu'il  y  a  au  plus  fi  —  i . 

Si  a  + 1  était  un  nombre  premier,  il  devrait  être  joint 
à  la  suite  3,  5  ,...,  <x,  (3,  et  dès  lors  on  voit, en  recommen- 
çant les  raisonnements  précédents,  qu'on  pourra  seu- 
lement affirmer  qu'il  existe  un  nombre  premier  entre  les 
limites  n  et  ra-f-  a/3  -+■  i. 

Corollaire  I.  Il  y  a  toujours  un  nombre  premier  entre 
iicuii/n-l-  i.  La  démonstration  suppose  n  plus 
grand  que  8,  mais ,  pour  les  valeurs  de  n  plus  petites  que 
9,  le  corollaire  se  vérifie  directement. 

Corollaire  II.  Les  carrés  de  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs, comprennent  toujours  entre  eux  au  moins  un 
nombre  premier. 

Remarque.  Le  seul  théorème  relatif  aux  limites  des 
nombres  premiers  que  Legendre  a  déduit  de  son  principe 
a  de  l'analogie  avec  le  théorème  I.  Legendre  donne  aussi 
le  premier  corollaire. 

Théorème  II,  Les  carrés  de  deux  nombres  entiers  con- 
sécutifs comprennent  toujours  entre  eux  au  moins  deux 
nombres  premiers. 

Nous  venons  de  voir  que  les  carrés  de  deux  nombres 
entiers  consécutifs  comprennent  toujours  entre  eux  au 
moins  un  nombre  premier.  Désignons  ce  nombre'premier 
par  a.  Si ,  parmi  les  a  nombres  impairs  Compris  entre 
o'  et  (a-f-  i)*)'l  n'y  avait  qu'un  seul  nombre  premier  », 
on  aurait  a  nombres  impairs  consécutifs  divisibles  par 
quelqu'un  des  nombres  premiers  3,  5 ,  7,..-,  «  ,  fi,  «, 
tandis  que,  d'après  le  théorème  de  Legendre,  il  peut  y 
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en  avoir  au  plus  {3  —  i .  Il  y  a  donc  au  moins  deux  nom- 
bres premiers  entre  les  limites  indiquées. 

La  démonstration  précédente  suppose  a  au  moins  égal 
à  5,  mais,  pour  les  valeurs  de  a  plus  petites  que  5,  le 
théorème  se  vérifie  directement. 

Ici  se  présente  naturellement  la  question  de  savoir  si , 
à  partir  d'une  valeur  suffisamment  grande,  les  carrés  de 
deux  nombres  entiers  consécutifs  comprennent  toujours 
un  nombre  déterminé  de  nombres  premiers  aussi  grand 
que  l'on  veut ,  mais  le  théorème  de  Legendre  ne  parait 
pas  pouvoir  fournir  une  réponse  à  la  question.  Nous  al- 
lons, du  reste,  donner  maintenant  un  théorème  qui  fera 
connaître  des  limites  entre  lesquelles  on  pourra  com- 
prendre autant  de  nombres  premiers  qu'on  voudra. 

Théorème  m.  Si  l'on  désigne  par  n  une  variable  gui 
peut  prendre  toutes  les  valeurs  entières  possibles,  'par  p 
et  k  deux  nombres  entiers  donnés,  entre  an  et  an  —  k 
il  y  aura  toujours  au  moins  p  nombres  premiers  à  partir 
d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande  qu'on  pourra 
déterminer  en  Jonction  de  p  et  k. 

Soient  a1  et  (a  ■+■  i)*  les  carrés  de  deux  nombres  en- 
tiers consécutifs  qui  comprennent  »,  et  supposons  qu'a 
partir  d'une  valeur  de  n  suffisamment  grande  on  puisse 
toujours  satisfaire  à  l'inégalité 

a*- *>(«  +  !)», 

/  étant  un  nombre  donné  quelconque.  Les  nombres 

(«+.)',  (a.+  a)V-..  ("  +  ')' 

seront  supérieurs  à  n  et  inférieurs  à  in  —  A;  d'après  le 
théorème  précédent,  i!  y  aura  entre  net  a  n — k  au  moins 
3  (/ —  i)  nombres  premiers.  Si  donc  on  pose' 

»(/_i}  =  p     ou     2(/-i)  =  p-r-i, 
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suivant  que  p  est  pair  ou  impair,  on  sera  assuré  qu'entre 
»  et  an —  A  il  y  a  au  moins  p  nombres  premiers.  On 
peut  d'ailleurs,  dans  tous  les  cas,  remplacer  dans  l'iné- 
galité précédente  /  par  sa  valeur  i  H tirée  de  l'é- 
quation 

a(/-t}=/>+  i, 

puisque,  dans  le  cas  de  p  nombre  pair,  on  ne  ferait  que 
remplacer,  dans  l'inégalité ,  /  par  une  valeur  trop  grande  : 
nous  aurons  ainsi 

Cette  inégalité  sera  évidemment  satisfaite  si  nous  pouvons 
déterminer  n  par  la  condition 

or  cette  dernière  égalité  ayant. lieu  pour  toute  valeur  de  « 
plus  grande  que 

HP  +  3)'  +  4<  -H  a  (/>  +  3)  Vz  (p  -+-  3)'  +  4*. 
4 
le  théorème  est  démontré. 
En  faisant 

*=a,    p  =  t 

dans  la  formule,  nous  trouvons  que  pour  n  plus  grand 
que  27  il  existe  toujours  un  nombre  premier  compris 
entre»  et  an  —  a.  La  même  propriété  se  vérifiant  direc- 
tement pour  tous  les  nombres  plus  grands  que  3,  on  voit 
que  l'on  retombe  sur  le  théorème  de  M., Bertrand,  comme 
on  devait  d'ailleurs  s'y  attendre. 

Corollaire.  Entre  n  et  pn,  il  y  a  toujours  p  nombres 
premiers  à  partir  d'une  valeur  de  »  suffisamment  grande. 
Je  n'aurais  pas  donné  ce  corollaire  si  dans  la  discussion 


3,g,1,zedby  G00gle 


(=93) 
du  théorème  de  Legendre ,  on  n'avai  t  pas  rencontré  les  ap- 
plications particulières p  =  i,  />  =  a. 

Le  théorème  de  M.  Bertrand  a  été  seul  démontré  par 
*M.  Tchebichef;  mais  je  me  suis  assuré  que,  par  la  dis- 
cussion d'une  équation  transcendante,  fournie  par  la 
méthode  de  l'habile  géomètre ,  on  pouvait  démontrer  le 
théorème  III  sans  difficulté.  C'est  là ,  je  croîs ,  un  utile 
exercice  à  recommander  aux  jeunes  lecteurs  des  Nouvelles 
Annales. 

Théorème  IV.  Entra  un  nombre  et  son  carré  il  y  aura 
toujours  un  nombre  donné  p  de  nombres  premiers  à  par- 
tir d'une  valeur  suffisamment  grande. 

Ce  théorème  est  une  conséquence  évidente  du  théo- 
rème III.  Comme  cas  particulier,  on  retrouve  le  théorème 
de  M.  de  Polignac  :  Entre  un  nombre  et  son  carré  il  y  a 
toujours  un  nombre  premier. 

En  terminant,  je  crois  devoir  faire  observer  que  si  la 
démonstration  du  théorème  de  Legendre  ou  du  postulatum 
auquel  je  l'ai  ramené  doit  encore  résister  aux  investiga- 
tions des  géomètres,  le  théorème  II,  par  son  énoncé  si 
simple,  mérite  d'appeler  leurs  efforts.  MM.  Tchebichef 
clde. Polignac,  par  exemple,  pourraient  peut-être  par- 
venir à  le  démontrer  par  leurs  savantes  méthodes. 

■     Note  Suk  i.e  théoiikme  oe  Goldbach- 

Tout  nombre  pair,  excepté  a,  est  la  somme  de  deux 
nombres  premiers  au  moins  de  deux  manières,  et  lors- 
que le  nombre  pair  est  double  d'un  nombre  impair,  il 
est  toujours  simultanément  la  somme  de  deux  nombres 
premiers  de  lajorme  4  n  -+- 1  ci  la  somme  de  deux  nom- 
bres premiers  de  la  forme  (4« —  ')  (vérifié  jusqu'à 
ioooo). 

L'énoncé  ainsi  complété  permet  d'établir  un  certain 
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lien  entre  le  théorème  de  Goldbach  et  d'autres  proposi- 
tions connues. 

Remarquons  d'abord  que  la  première  partie  de  ta  pro- 
position exige  nécessairement  la  vérité  du  théorème  que 
nous  avons  déjà  trouvé  an  début  de  la  discussion  d'un 
théorème  de  Legendre,  à  savoir  :  qu'entre  un  nombre  plus 
grand  que  G  et  son  double  il  y  a  toujours  au  moins  deux 
nombres  premiers.  En  effet ,  la  première  partie  du  théo- 
rème, à  partir  de  i4,  est  vraie,  même  en  ne  comptant 
pas  la  décomposition  en  deux  nombres  premiers  égaux. 

En  second  lieu,  si  l'on  admettait  la  deuxième  partie  du 
théorème ,  en  se  rappelant  que  tout  nombre  premier  de 
la  forme  4n+  >  est  la  somme  de  deux  carrés,  on  en  con- 
clurait qu'un  nombre  quelconque  est  la  somme  de  quatre 
carrés  ou  d'un  nombre  moindre  de  carrés.  On  peut  même 
ajouter  que  si  l'on  voulait  obtenir  une  décomposition 
d'un  nombre  en  "quatre  carrés,  par  exemple,  pour  con- 
struire géométriquement  la  racine  carrée  de  ce  nombre  , 
on  aurait  peut-être  de  cette  manière  le  procédé  le  plus 
régulier  et  le  plus  simple.  Je  suppose ,  bien  entendu ,  que 
l'on  ait  à  sa  disposition  deux  Tables,  l'une  de  nombres 
premiers ,  l'autre  de  carrés. 

Soit  proposé ,  par  exemple ,  de  décomposer  le  nombre 
327  en  quatre  carrés;  en  désignant  par  Xxyy*,  z*,  u*  les 
quatre  carrés  inconnus ,  on  écrira 

a(*'+.T'H-»,-t-«')  =  654, 
et,  en  décomposant  654  e"  deux  nombres  premiers  de  la. 
forme  4»  +  i< 

a  (x>  +jr>  4-  8'  -H  «')  =  397  +  257. 
Maintenant  si  l'on  décompose  chacun  des  nombres  397 
et  2S7  en  deux  carrés ,  on  a 

2  (*'  +  /*  H- *'  +  «')=  19' -)-  6*+  i'-h  16', 
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ou  encore 

(*  +  r)'+  (*  -y)1  +  ("  +  «)'  +  (»  -  «)■ 
—  ,9*4.  j>+  i6'  +  6*. 

Or  on  peut  satisfaire  à  cette  équation  en  égalant  chaque 
terme  du  premier  membre  au  terme  correspondant  du  se- 
cond ,  ce  qui  détermine  x ,  y,  z  et  u. 
On  a  ainsi  finalement 

3*7  =  io'  +  9'  +  i  i*  +  5'. 


SIR  U  RÉSOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRMiSCHuMMTRS. 


1 .  Dans  tout  ce  que  nous  allons  dire,  nous  supposerons 
que  l'équation  ne  renferme  qu'une  inconnue  à  coeffi- 
cients réels,  et  qu'un  des  deux  membres  est  nul ,  de  sorte 
que  l'autre  membre  est  une  fonction  de  l'inconnue. 

2.  Premier  principe  général.  Lorsque  deux  nombres 
réels  substitués  dans  une  fonction  à  une  variable,  à  la 
place  de  la  variable,  donnent  deux  résultats  de  signes  con- 
traires et  si ,  en  outre,  la  fonction  ni  aucune  de  ses  déri- 
vées ne  deviennent  ni  infinies  ni  imaginaires,  par  la  sub- 
stitution de  nombres  compris  entre  les  deux  nombres 
réels,  alors  il  existe  entre  ces  mêmes  nombres  an  moins 
un  nombre  qui ,  substitué  à  la  place  de  la  variable,  annule 
la  fonction. 

3.  Second  principe  général.  Lorsque  les  substitutions 
de  deux  nombres  réels  ont  donné  des  résultats  de  signes 
contraires ,  on  peut ,  en  prenant  indéfiniment  des  moyen- 
nes entre  ces  nombres ,  parvenir  à  des  limites  dont  la  dif- 
férence soit  moindre  qu'une  quantité  donnée;  ces  limites 
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comprennent  nn  nombre  qui ,  substitue*  dans  la  fonction , 
l'annule. 

4.  La  longueur  et  la  complication  des  calculs  rend  le 
plus  souvent  ce  second  principe  impraticable,  et  l'on  doit 
recourir  à  d'autres  moyens  d'approximation. 

Méthode  des  séries. 

Soit  l'équation 

y  =  x»-  io  =o. 

Substitution.        RéaullaU- 

*  J 

l  —9 

>  —6 

3  +,, 

il  y  a  au  moins  uue  racine  entre  a  et  3 . 
*■*=»,$,    j-=-o,.i8, 
x  =  n,6,    j-  =  +o,993. 

On  axa  —  près  ;  faisons 

io  r      ' 

*  =  *,  +  », 5, 

xt  est  plus  petit  que  — 

(x,  +  a,5)*-M''  —  io  =  o, 
(2,5  +  *,)log(*,-f-2)5)  =  1ogio(]og.  hyp.), 


développant 

(2,5  +  *,) 


rloga,5+^-i(^yi 
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On  ne  veut  conserver  que  la  sixième  décimale  et  il  faut  se 
rappeler  que  x,  est  plus  petit  que  0,1. 

i    *'        i      ** 
(a,5log2,5-logio)+i1{i  +  loga,5)  +  — ^g-^^gj", 

2,5  log 2, 5  —  log  10  = —  o,on8584, 
i  +  log  2 ,5  =      i  ,916291 , 

==0,20000. 

a. 2, 5 

-sTîïrsT.^-0'026'' 
+^ib?=  0,°°5' 

o,oo5 x\  —  0,0263  x'  -t-°t200O0J;l 

-+-  1 ,916291  .r,  —  o,on8584  =  °  '• 

équation  algébrique.  En  la  traitant  par  les  procédés  ordi- 
naires, on  trouve 

x,  =  0,006184, 
et 

«=3,5o6i84. 
Si  l'on  veut  continuer,  on  fera 

x=x,  +  a,5o6i84< 
et  ainsi  de  suite. 
Soit 

/(*)/«  =  a, 

f{x)  est  une  fonction  donnée  de  x ,  et  a  une  quantité  réelle 
donnée  ;  on  pose 

on  déduit  la  valeurVle  z,  et  la  question  se  réduit  à  résoudre 
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l'équation 

/■(*)=.. 

ier  Exemple  ; 

log^-=io, 

loga:  =  2,5o6i84 

Cl 

.1  =  320,76,      t«ngx"n»I=:  10,      x=i 

17-47'. 

2*  Exemple  : 

y  =  e*  —  2*  —  5  =  0; 

e  est  la  base  du  système  népérien. 

1  -  4,282 

2  —.,611 

3  -t-g,o85 
2,4          -H  1,223 
2,3        -t-o,374 
2,2        —0,375 

X  =  X,-i-  2,2, 

r  _  ,j,vhi  _  a  (2,2  +  *,)  —  5  =  o, 
y—  g,o25o54e*  —  ix,  —  9,4  =  0, 

7  =  9,025054(1  +  *!  H -H ~13"f"'--)— 2*l"9i4- °i 

négligeant  les  x%  on  obtient 

o,8*t+o,o38*|  +  1,504-?'  +  4i5ia5*ï 
+  7,oa5o5xi  —  0,374946=  o, 

d'où  l'on  tire  la  valeur  de  x, . 
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Pour  trouver  les  racines  imaginaires ,  posons 


u  et  v  sont  des  quantités  réelles  et 

On  a 

j- =  <*+"  —  a(«4-w)_  5=<"(co»f  +  i«no) 
—  a  (  «  +  «')  —  5  =  o. 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  antres 

(i)  y~i?ça&v  —  2« —  5  =  o, 

«•  =  41. 

un* 

u  étant  réel , est  positif;  ainsi  u  est  compris  entre 

i  o  «t.  », 
aw  et  3tt, 
4*  et  5*. 

Désignons  une  très-petite  quantité  par  a,  on  a 
c  =  i,         «  =  loghyp.2,     j-=— . 

«  =  ir  —  t,  K  =  00  ,  J-  =—  00  . 

L'équation  (t)  n'a  donc  pas  de  racines  entre  o  et  tt. 
Faisons 

e  =  2*  +  «,     u  =  œ,     s=+,     cosfan  -+  ■«)  positif, 
p  =  3*«— «,     o;_co,    3= — ,     cos(3ir  —  «)  négatif; 

il  y  a  doue  une  valeur  de  v  entre  an  et  3  jî  ou  entre  6 

et  g. 

p=7,  »=3,o5g,  asa+    4,947, 

ï:j8,  h  =  3,783,  ï  = —  12,919, 

p=  7,5,  «  =  2,772,  a=—    5,5oo, 

*=7,*>  «  =  2,898,  a=+    0,24., 

v=7,3,  «  =  2,843,  b=—    i,654i 
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donc  l'on  a  i 

x  =  ï,8+  7, ai  environ. 

Représentons  cette  valeur  par  a ,  posons 
x  =  «  +  x,  ; 
on  a  l'équation 

#+*>  —  2  («4- r,)~-  5  =  o,      - 
ou 
e*-'{cos7,a  +  1 9107,2)  e"  —  10,6 —  i4*4 *  —  axi  =  *■ 
Dans  un  cercle  de  rayon  i,un  arc  de  longueur  7,11 
contient  4l2°3i'46"4D""i  le  logarillime  du  cosinus   de 
cet  arc  est 

"    9.784>56'  —  10,     loge*-'  =  1 ,2160246, 

d'où  l'on  tire 

e'-'cos7,a=  10,0042  (*), 

logsin7, 2  =  9,8996378, 
d'où 

«''■0107,2=  i3,o5i  (**); 

(10,0042+1.  t3,o5i)  (1  +  *,  +  ^  +■  *'  ,+■ ..  J 

—  10,6  — 14,4'  —  3x*  =  °t 

d'où 


S.  Celle  méthode  consiste  donc  à  trouver  d'abord  une 
.valeur  de  la  transcendante  à  un  dixième  près.  Soit  m 
cette  valeur  de  la  variable  x,  on  fait 


(']  M.  Spi lier  trouve  io,oo^i3. 
(*")  H.  Spitier  trouve  iî,o5i5ig. 
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.r,  sera  au-dessous  d'un  dixième.  On  développe  la  trans- 
cendante en  série  convergente;  on  néglige  les  termes  de 
la  série  dont  les  valeurs  sont  au-dessous  de  la  décimale  a 
laquelle  on  veut  s'arrêter,  on  obtient  une  seconde  approxi- 
mation m ,  ;  on  fait  derechef 


et  l'on  continue  de  même. 

Équations  à  deux  inconnues. 

Q.   Le  premier  principe  général  (n°  2)  est  encore  ap-  ' 

plicable.  Soient 

les  deux  équaiionsdonnées.  F  ety"sont  des  fonctions  en- 
tières; posons 

en  donnante  x  une  suite  de  valeurs,  on  obtient  une 
suite  correspondante  de  valeurs  pourj*  et  z.  Si  ces  suites 
sont  continues  et  que  z  change  de  signe,  il  existe  au  moins 
un  intervalle  où  les  valeurs  de  x  et  de  y  auront  annulé  z 
et  ces  valeurs  satisfont  aux  deux  équations.  On  pourra  en 
continuant  trouver  des  valeurs  du  x  et  de  y  à  moins  d'un 
dixième  près  et  ensuite  procéder  comme  ci-dessus. 
Soient  les  deux  équations 

*/  =  5,    ^-  =  4. 
on  aura  les  suites 


3 

1,58,     +0,7.9 

2,5 

1,741     —0,0699 

2,6 

1 ,  704     +  0 ,096a 
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Ainsi,  à  moins  d'un  dixième  près, 

x  =  x,5+x,t     y=tty+xli 
(2t5-hx,)<w  =  5,    (i,7+J'.)'-,+,'  =  4; 

Prenant  les  logarithmes  hyperboliques ,  développant  et 
mettant  à  la  place  de  log  3,5,  log  1,7  leurs  valeurs  respec- 
tives, on  obtient 


(L7+/.1 


a,5  +  *i) 


0,9162905  +  ~ 

0,5306282+-^- 


1,6094379, 


=  1 ,3862944  ; 


-  ne  conservant  que  les  premières  puissances ,  on  obtient 
0,683-,  +0,9162907/,  =  0,0517437, 
o,53o628r,+  i,47o588j->  =0,0597239; 

x,  =  0,04 16,      fl  =  O,0253, 
x  =  2,54i6,    y  =  1 ,7253. 

Observation.  Nous  avons  copié  ces  exemples  dans 
l'ouvrage  de  M.  Spitzer  (voir  Nouvelles  Annales,  t.  X, 
p.  366). 

Méthode  des  Tables. 

7.  La  méthode  des  séries  peut  être  employée  pour  tou- 
tes les  transcendantes  susceptibles  de  se  développer  en  une 
série  convergente;  mais  lorsque  la  transcendante  est  pà 
riottigue,  telles  sont  les  lignes  trigonométriques ,  il  est 
souvent  plus  commode  d'en  dresser  les  Tables. 
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Prenons  pour  exemple  le  problème  de  Kepler. 
Soit  l'équation 


z  =  x  +  etiax 


z  est  l'anomalie-  moyenne ,  x  l'anomalie  excentrique  et  e 
l'excentricité  exprimée  en  parties  circulaires  de  rayon  i; 
étant  donné  x,  il  s'agit  de  trouvera:. 
Soit 

e  =  o,a5(*) 

exprimée  en  parties  circulaires 

.=  i4-I9ri3". 

Voici  le  commencement  de  la  Table  : 


12.3o,O0O 

12.39,998 
'a. 29. 99e 
12.29,992 
12.29,987 
12.29,981 


On  continue  la  Table  jusqu'à  90  degrés;  ensuite  les  va- 
leurs de  e  sinx  reviennent.  Étant  donnée  la  valeur  de  z , 
on  trouve  celle  de  x  soit  dans  la  Table,  soit  par  les  par- 
ties proportionnelles  ou  par  interpolation.  On  calcule 
ainsi  une  Table  pour  chaque  planète. 

Dans. tous  les  Traités  d'astronomie,  on  donne  pour  ce 
problème  la  méiliode  par  séries  (Mécanique  céleste , 
I™  partie,  livre D). 


(*)  La  plus  grande  excentricité  connu  est  celle  de  Junon,  0,l58;  la 
moindre  esl  celle  do  Vénus,  o,oGSi;  et  ajirès  vient  celle  de  Neptune, 
0,008741  la  pins  grande,  parmi  lea  anciennes  planètes,  rat  celle  do 
Mercure,  o.ïoSI)). 


>.oo 

o"  où.  00"  OOO 

.  10 

o.ia.3o,ooo 

.20 

0.24  59.998 

.3o 

0.37.29,994 

.40 

0.49*59,986 

5o 

1.  2.29,973 

.00 

1.14.59,954 
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Consultez  pour  l'origine  du  problème  l'Histoire  de 
l'astronomie  moderne,  de  Delambre,  t.  I",  p.  460*, 
1821 .  On  y  lit  le  développement  complet  des  idées  con- 
signées dans  la  lettre  de  Kepler  à  Ursus  [Bulletin,  p.  63), 
idées  qui  ont  absorbé  toute  la  vie  de  Kepler. 

On  trouve  une  solution  du  problème  de  Kepler,  par 
M.  Hansen ,  dans  les  Comptes  rendus ,  t.  XXXV,  n°  a  1 , 
aa  novembre  1 85a, et  jàstronomische Nachrichten,  tome 
XXXV,  Page3i7,  i853. 

Cette  solution  donnée  par  les  séries  est  d'une  simplicité 
et  d'une  élégance  remarquables  ;  il  me  semble  qu'on  peut  la 
déduire  de  certains  théorèmes  de  noire  illustre  géomètre, 
maintenant  le  plus  grand  analyste  du  siècle,  théorèmes 
que  je  ne  puis  retrouver  pour  le  moment. 

Le  nombre  de  ces  théorèmes  est  si  considérable,  leur 
dispersion  si  grande,  qu'il  faudrait  une  boussole  spéciale 
pour  se  diriger  dans  'ces  sporades  analytiques.  A  un  grand 
architecte,  on  est  endroildedeniander  un  édifice.  En  ac- 
cumulant sans  cesse  matériaux  sur  matériaux,  on  ren- 
contre l'inconvénient  si  pittoresquement  exprimé  dans  ce 
dicton  allemand  :  Les  arbres  empêchent  de  voir  la  forêt. 
Quand  aurons-nous  la  mécanique  moléculaire  si  souvent, 
si  solennellement  promise!  Toutefois,  demain  n'appar- 
tient à  personne. 

La  suite  prochainement. 


WRSTIONS. 

311.  Trouver  l'aire  d'une  portion  d'byperboloïde  de 
révolution  à  une  nappe  renfermée  entre  deux  sections  cir- 
culaires parallèles.  Ou  donne  les  rayons  des  cercles,  la 
longueur  delà  partie  de  l'axe,  là  longueur  de  l'élément 
rectiligne  que  ces  sections  interceptent. 
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313.  Mener  par  un  point  donné  dans  un  angle  sphé- 
riquc  un  arc  de  grand  cercle  tel ,  que  le  rapport  des  sinus 
des  deux  segments  soit  égal  a  une  quantité  donnée. 

313:  Construire  la  surface 


(E.ClTiLiM.) 


■ODES  DE  GÉNÉRATION 

DES  CASSHOIDES  ET  DES  LEMNISCATE&; 

P*h  M.  GARLIN, 
Docteur  es  Science». 

La  définition  géométrique  de  la  cassinoïde  ou  ellipse 
de  Cassini  est  que  le  produit  des  distances  d'un  point  quel- 
conque de  celle  courbe  à  deux  points  fixes  (qu'on  nomme 
foyers  ou  pôles)  est  constant.  On  sait  qu'on  a  comme  cas 
particulier  la  lemniscate  de  Bernoulli  ou  lemniscate  hy- 
perbolique. Je  vais  indiquer  ici  quelques  moyens  nou- 
veaux d'obtenir  ces  courbes  remarquables ,  dont  la  dis- 
cussion complète  se  trouve'  dans  les  Traités  de  géométrie 
analytique. 

Problème  I.  Le  tien  géométrique  des  foyers  des  co- 
niques concentriques  ayant  un  diamètre  déterminé  de 
grandeur  et  de  position,  le  diamètre  conjugué  étant  seu- 
lement déterminé  de  grandeur,  est  une  cassinoïde. 

On  peut  résoudre  cette  question  en  se  servant  de  l'équa- 
tion aux  foyers  ;  mais  nous  nous  contenterons  de  donner 
la  démonstration  géométrique  suivante  : 

Prenons-le  diamètre  fixe  OA  pour  axe  des  abscisses  et 
la  perpendiculaire  OY  pour  axe  des  ordonnées.  Soit  Oit 

Ain.  de  lUthtmat.,  I.  XIV.  (  Aoûl  i8S5.  )  ™ 
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la  position  de  l'autre  diamètre  correspondant  à  une  va- 
leur particulière  de  l'inclinaison  variable  6.  Si  F  est  un 


point  du  lieu,  le  point  F',  symétrique  par  rapport  à  l'o- 
rigine, en  est  aussi  un  ;  donc  les  coordonnées  des  points 
F  et  F'  sont  égales  et  de  signe  contraire,  et  l'origine  des 
coordonnées  est  un  centre  du  lieu  cherché.  Représentons 
comme  à  l'ordinaire  par  a1  et  b'  les  deux  demi -diamètres 
conjugués,-  par  a  et  b  les  demi-axes  de  la  conique  dont  F 
et  F'  sont  les  foyers;  x  ely  étant  les  coordonnées  con- 
stantes, on  a,  pour  le  carré  de  la  demi-excentricité, 
(i)  *"  +  /»  =  «»_4". 

Mais ,  d'après  un  des  théorèmes  d'Apollonius  sur  les 
diamètres  conjugués ,  on  a 

(2)  «•+  b*  =  a"-hb". 

Enfin,  le  point  A  appartenant  à  la  conique  que  nous 
supposerons  être  une  ellipse,  on  a  la  relation 
ÀFH-AF=aa. 

Je  dis  maintenant  que  le  produit  FA .  FA'  ou  FA .  F'  A 
(puisque  FA'  =  F'A)  est  constant.  En  effet,  élevant  la 
dernière  relation  au  carré ,  il  vient 

(3)  Âf'-h  AJF'+aAF.ÀF'^a'. 
ôr  la  figure  donne 

Âf'=(«'  —  mf+f,     ÂF  =  («'  +  *)'+J-', 
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d'ailleurs,  d'après  les  équations  (i)  et  (a), 

"'  =  a"  ■+■  b"  +  x'+y*  ; 

par  suite,  l'équation  (3)  se  réduit  a 

AF.AF'  =  6".  . 

Ainsi  on  a  bien  une  cassinoïde  dont  les  pôles  sont  les  ex- 
tréBÙtésdu  diamètre  fixe,  et  dontle  produit  constant  cor- 
respondant est  le  carré  du  demi-diamètre  conjugué. 

En  écrivant  la  daraiène  équation  en  coordonnées  rec- 
tangles ,  on  voit  immédiatement, que  quand  les  deux  dia- 
mètres conjugués  sont  égaux  ,  la  cassinoïde  se  transforme 
dans  la  lemniscate  de  Bernoulli. 

Remarque.  Les  triangles  tels  que  AF<F'  qnt  la  médiane 
AO  constante  de  grandeur  et  de  position ,  et  le  produit 
des  deux  côtés  adjacents  AF.AF'  est  constant.  U  résulte 
de  là  la  génération  suivante  des  cassinoïdes  : 

Théorème.  Les  sommets  des  angles  à  la  Base  des 
triangles  dont  la  médiane  correspondante  est  constante 
de  grandeur  et  de  position,  et  dont  le  produit  des  deux 
autres  côtés  est  invariable,  décrivent  des  ellipses  de  Cas- 
sini. 

Si  la  médiane  est  moyenne  proportionnelle  entre  les 
côtés  adjacents,  les  courbes  décrites  sont  des  lemnis- 
cotes. 

Problème  II.  Trouver  le  lieu  géométrique  des  foyers 
et  des  sommets  des  cassinoïdes  concentriques  de  module 
donné  et  assujetties  à  passer  par  un  même  point. 

L'équation  de  la  cassinoïde,  dans  les  deux  systèmes  de 
coordonnées  le  plus  fréquemment  employés,  affecte  les 
deux  formes 

(l)  {*+y*r-*S(* -?■-)  +  *=*, 

(a)  r\ — nr'cosaS.r'  +  a'ss  6'; 
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ia  est  la  distance  des  deux  points  fixes  et  b*  est  le  produit 
constant  des  distances  d'un  point  quelconque  de  la  courbe 
à  ces  deux  points. 

On  appelle  module  le  rapport  -  =  h  ;  ou  Je  suppose  ici 
donné.  Remplaçant  b  par  sa  valeur  ah,  l'équation  (i) 
s'écrit 

W        (*,+j7-w{*,-.r»ÏH-«t(i-  *)  =  o. 

On  prend  pour  OX  la  ligne  joignant  le  centre  commun 
an  point  donné ,  lequel  est  jk  une  distance  d  de  ce  centre , 
et  pour  OY  la  perpendiculaire  menée  par  ce  centre.  En 
faisant  varier  le  paramètre  a ,  dans  (3),  on  obtient  une 
infinité  de  courbes.  Soit  maintenant  OX' faisant  avecOX 
l'angle  a ,  le  grand  axe  d'une  courbe  quelconque  du  sys- 
tème. On  a  l'équation  (3)  pour  l'équation  de  cette  courbe 
rapportée  àOX'etOY',  le  paramètre  a  ayant  une  valeur 
déterminée.  Si  l'on  voulait  dans  cette  équation  remplacer 
a  par  ce,  il  suffirait  d'exprimer  qu'elle  est  satisfaite  par 
les  valeurs 

x  =  fjcosa,      y  =  —  d&ina, 
cé  qui  donne 

(4)  d'  —  îo,aicosaa  +  a'  {i  —  *')  =  o, 

Si  l'on  éliminait  a  entre{3)  et  (4)>  on  aurait  l'équation 
générale  des  courbes  du  système  par  rapport  aux  axes  mo- 
biles OX' et  OY'. 

Pour  avoir  l'équation  du  lieu  des  foyers,  il  suffit 
dans  (4)  de  remplacer  a  par  r,  ce  qui  donne  pour  l'équa- 
tion polaire  du  lieu 

arf'  ,  d'     _ 

Cette  équation  a  la  même  forme  que  l'équation  (a).  Cher- 
chons dans  quels  cas  on  peut  identifier  ces  équations  ;  on 
doit  avoir 

d1  ,,         rf'X' 
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Ces  deux  conditions  déterminent  les  deux  éléments  a  et 
b  ;  pour  gu'ils  soient  réels ,  il  faut  qu'on  ail  h  <  i . 

Il  est  à  remarquer  que  le  module  du  lieu  des  foyers  est 
le  même  que  pour  les  courbes  d  u  système ,  car 


Dans  l'hypothèse  particulière  k  =  I ,  auquel  cas  les  cour- 
bes du  système  sont  des  lemniscates ,  l'équation  du  lieu 
des  foyers  devient 


Elle  représente  des  hyperboles  équilatères  dont  les  asymp- 
totes sont  les  bissectrices  des  angles  des  axes  et  dont  le 

,      .  '         d 

demi-axe  transverse  est  -=• 

fi 

L'équation  du  lieu  des  sommets  se  déduit  sans  peine  de 

celle  que  nous  avons  trouvée  pour  les  foyers.  En  effet ,  si 

p  désigne  le  rayon  vecteur  d'un  sommet,  on  a,  comme  il 

est  aisé  de  le  voir, 


Or,  a  désigne  le  rayon  vecteur  r  du  foyer  correspondant, 
et  comme  d'ailleurs  b  ■-  -.  k ,  la  relation  précédente  donne 


Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  des  foyers,   il 
vient 

2d>  J       <*'('  +  *')_ 
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Ed  raisonnant  comme  précédemment ,  oa  voit  que  cette 
équation  représente  des  cassihoïdes,  pourvu  que  le  mo- 
dule k  soit  moindre  que  Puni  lé. 


ruatfu 

Sir  u  faisec»  feenopaphifii  dus  les  wiiqra  ;     . 
Pu  M.  POUDRA, 
Chef  d'eiodron  d'état-major  en  retraite. 

Soient  donnés  dans  un  même  plan  les  cinq  points  a, 
b ,  c,  ri,  e,  trouver  un  point  m  tel,  que  les  cinq  droites 
ma ,  mb ,  me ,  tnd,  me  forment  un  faisceau  homograpki- 
que  avec  un  autre  faisceau  Ma, ,  Mi, ,  Me,,  Mrf, ,  Me, 
de  cinq  droites  données. 

Par  un  des  points  i  donné ,  on  trace  les  droites  ha ,  bc, 
bd,  be.  On  détermine  ensuite  la  droite  y  qui  est  telle, 
que  les  quatre  droites  bc,  bd,  ba,  y  forment  un  fais- 
ceau homographique  avec  celui  qui  est  déterminé  par  les 
quatre  droites  Me,,  Wt</n  Ma,,  Mi,.  On  construit  de 
même  la  droite  hg  telle,  que  le  faisceau  formé  par  les  quatre 
droites  bc,  bd,  be,  bg  soit  homographique  avec  celui  des 
quatre  droites  Me,,  Mo", ,  Me,,  MÏ,. 

On  détermine  ensuite  la  section  conique  qui  passe  par 
les  quatre  points  a ,  b ,  c ,  d  et  qui  soit  tangente  à  la  droite 
bf\  de  même,  la  section  conique  passant  par  les  quatre 
points  i ,  c ,  d,  e  et  qui  soit  tangente  à  bg.  Ces  deux  sec- 
tions coniques  se  coupent  en  un  quatrième  point  m  qui 
est  le  point  cherché. 
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SOLUTION  DE  LA  Q1JKST101  304 

tnUNomji 
P»b  H.  POUDRA, 

Chat  d'«sc»drou  d'* Ut- major  an  retraite. 

Soient  donne»  dans  on  même  plan  :  i°  cinq  points 
i,  a,  3,  4>  5  sur  une  droite  A;  a°  cinq  droites  a,  b,  c,d,e. 
Mener  une  transversale  mn  qui  coupe  les  cinq  droites  en 
cinq  points  i,,!,,^,^,,  5,  qui  soient  homo  graphique  s 
aux  cinq  points  de  la  droite  A . 

Considérons  d'abord  les  quatre  droites  u,  b ,  c,  e.  1-3 
droite  a  coupe  les  droites  b,  c,  e  en  trois  points.  On  dé- 
termine sur  cette  droite  un  quatrième  point  ce  tel,  que  le 
rapport  enharmonique  de  ces  quatre  points  soit  égal  à 
celui  des  quatre  points  donnés  i ,  4,  a ,  5.  De  même  la 
droitedcoupea,c,  een  trois  points,  et  soit  /ï  le  quatrième 
point  tel,  que  le  rapport  anharmonique  de  ces  quatre 
points  soit  aussi  égal  à  celui  des  points  i ,  4  >  2  >  5.  On 
joint  Ses  points  a.  et  [3,  et  alors  on  détermine  la  section  co- 
nique tangente  aux  cinq  droites  a,  b,c,e,  (a/3).  Elle 
sera  telle,  que  toute  tangente  à  cette  courbe  sera  coupée 
par  les  droites  a,b,c,  e  en  quatre  points  dont  le  rapport 
anharmonique  sera  toujours  égal  à  celui  des  quatre  points 
1,4,2,5- 

Considérons  ensuite  les  quatre- droites  a,  b,  d,  e,  et  dé- 
terminons de  même  une  conique  tangente  à  ces  quatre 
droites  et  telle,  qu'une  tangente  quelconque  coupe  ces 
quatre  droites  a,  b,  d,  e  en  quatre  points  dont  le  rapport 
anharmonique  soit  égal  à  celui  des  quatre  points  donnés 
i,3,3,5.      * 

La  tangente  mn  commune  à  ces  deux  coniques  sera  la 
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transversale  cherchée.  Les  deux  coniques  ayant  déjà  par 
construction  trois  tangentes  communes,  il  n'y  a  qu'une 
solution  au  problème. 


NOTE  SUS  LE  PRINCIPE  IK  L  HOMOGÉNÉITÉ  ; 

Pm>  H.  Paol  SERRET, 

Professeur.  * 


\  .  Théorème.  Si,  laissant  indéterminée  l'unité  de  lon- 
gueur, on  représente  par  les  nombres  a,  b,  c,  etc.,  les 
longueurs  des  différentes  lignes  A,  B,C,  etc.,  d'une  fi- 
gure et  que  l'on  trouve  entre  ces  nombres  la  relation 

/(«,  4,  c, ...)  =  », 

le  polynôme  f (a ,  b,  c,...)  qui  forme  le  premier  membre 
de  cette  équation  sera  homogène . 

Dans  la  démonstration  que  l'on  donne  ordinairement 
de  cette  importante  proposition,  on  établit ,  pour  le  cas  où 
la  relation  entre  les  grandeurs  considérées  peut  s'expri- 
mer algébriquement ,  que  si  le  polynôme  f  (a ,  b ,  c , . . . } 
n'est  pas  homogène ,  l'équation 

/(«,*,«,.  ..)  =  »' 

doit  du  moins  se  décomposer  en  une  série  d'équations 


/(«,  b,c,...)  =  o,     /,(*,  »,«,...}ao,..., 

ayant  lieu  séparément,  et  dont-  chacune  exprimerait  par 
conséquent  une  propriété  particulière  de  la  figure  consi- 
dérée. 

Il  me  parait  fâcheux ,  toutefois ,  que  l'on  ne  donne  ja- 
mais à  l'appuï  de  cette  singulière  démonstration  un  seul 


3,g,1,zedby  G00gle 


(3.3  ) 
exemple  présentant  aux  élèves  cette  agréable  surprise 
d'une  équation  .recelant  dans  son  apparente  unité,  non- 
seulement  la  relation  déterminée  que  l'on  cherchait  à 
mettre  en  évidence  entre  les  éléments  considérés  de  la  fi- 
gure, maïs  encore  plusieurs  autres  relations  distinctes  de 
la  première,  auxquelles  le  calculateur  ne  songeait  nulle- 
ment ,  mais  que  le  calcul,  beaucoup  plus  intelligent. ,  ne 
pouvait  omettre. 

Malheureusement  pour  le  calcul,  l'exemple  que  l'on 
néglige  de  donner  est  encore  à  trouver,  et  le  principe  de 
l'homogénéité  peut  sans  inconvénient  se  passer  de  son 
concours. 

2.  Supposons,  en  effet,  qu'ayant  pour  objet  de  trouver 
nue  certaine  relation  déterminée  existant  entre  les  lon- 
gueurs des  lignes  A,  B,  C,  etc.,  d'une  figure,  nous  pre- 
nions d'abord  l'une  de,ces  lignes  ,  A  par  exemple,  pour 
unité  de  longueur. 

Soient  i,  b1,  c',  etc.,  les  nombres  qui  expriment  les 
longueurs  des  lignes  A,  B,  C,  etc.,  et  soit 

(.)  /(■,»',•■■•  ■■)=» 

la  relation  trouvée  entre  ces  nombres. 

Laissons  en  second  lieu  l'unité  de  longueur  indétermi- 
née, et  soient  alors  a ,  0 ,  C ,  etc. ,  les  nombres ,  indétermi- 
nés aussi,  qui  mesurent  les  lignes  A,  B,  C,  etc. 

Le  rapport  de  deux  grandeurs  étant  indépendant  de 
l'unité  particulière  adoptée  pour  les  mesurer,  on  aura  les 
relations  suivantes  : 


Donc,  en  remplaçant  dans  l'équation  (i)  les  nombres 
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b',c' ,  etc.,  par  leurs  valeurs,  nous  aurons  la  relation  gé- 
nérale cherchée 

/(..;*-)-..  ' 

équation  homogène  de  degré  zéro,  et  qui  demeurera  en- 
core homogène  en  prenant  le  degré  m  si ,  pour  faire  dispa- 
raître les  dénominateurs ,  on  multiplie  tous  les  termes  par 
la  plus  haute  puissance  de  a ,  am  qui  entre  algébrique- 
ment en  dénominateur. 

Remarque.  Cette  démonstration  contient  en  même 
temps  l'indication  de  la  marche  a  suivre  .pour  rétablir 
l'indétermination  de  l'unité  dans  une  équation  quand  on 
a  pris  d'abord  l'une  des  lignes  de  la  figure  pour  unité  de 
longeur.  Elle  s'applique  d'ailleurs  1  toutes  les  relations 
possibles  entre  les  éléments  de  la  figure,  soit  que  ces  re- 
lations puissent  s'exprimer  algébriquement,  soit  qu'elles 
se  traduisent  par  des  équations  transcendantes,  tandis 
que  la  démonstration  ordinaire,  outre  les  inconvénients 
signalés  plus  haut,  s'applique  seulement  au  premier  cas. 


DEUX  THÉORÈMES 

RELATIFS  A  LA  PARTITION  DES  NOMBRES, 

P*a  M-  Pmh.  VOLPICELH. 


où  u,  a,  p,---,  t  représentent  des   entiers,  et  A,,  A,, 

ht  }.••]  A*  expriment  des  nombres  premiers.  En  posant 

g  =  («+iHpH-0". <*  +  •). 
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les  nombres  <n, ,  o>,  des  solutions  entières  de  l'équation 

sont  représentés  par  les  équations 

[..^(-■/(f-pn, 

.  (-./(i— ,)H- 

La  première  de  ces  formules  se  rapporte  au  cas  dans 
lequel  au  moins  un  des  exposants  w,  «,  (3,...,  r  est  im- 
pair, et  la  seconde  n'est  applicable  que  quand  les  mêmes 
exposants  sont  tous  pairs.  Dans  le  cas  de 
«  =  p  =  ,..  =  T  =  o, 

u  devra  être  impair  dans  la  première  et  pair  >  a  dans  la 
seconde.  En  faisant 

ou  aura  de  la  première ,  par  corollaire , 

formule  déjà  donnée  par  Legendre(*)  et  par  Poinsot(**). 
Eu  outre,  en  supposant  que  Ai,  Ai,...,  ht  soient  tous 
nombres  premiers  de  la  forme  ^m  -  }■■  i,  le  nombre  des 
solutions  entières  de  l'équation 

est  exprimé,  par  les  équations 

M         7  =  ;B,     /=i(H+.),     7-=i(H-i). 

(*)  Théorie  det  nombres  ;  t.  I,  p.  8;  Paria,  i83o. 

(")  i:wvl«r.W».;l.  XX.VIII,  p.  58:1;  ra.i  iBfa. 
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La  première  de  ces  formules  est  applicable  quand,  quel 
que  soit  u,  un  au  moins  dus  exposants  a,  (3,  ■..,  r,  est  im- 
pair ;  Ja  deuxième  quand,  p.  étant  impair,  les  mêmes  expo- 
sants sont  tous  pairs;  la  troisième  quand ,  «  étant  pair  ou 
zéro,  tous  les  autres  exposants  sont  pairs  {*). 

Théorème  I.  Tout  nombre  c,  excepté  le  double  d'un 
impair,  est  autant  de  fois  représenté  par  la  somme  de  . 
x  —  y  'nombres  impairs  consécutifs,  en  commençant 
par  a  y  -+- 1  et  en  terminant  par  ax  —  î,  qu'il  y  a  de 
solutions  entières  pour  l'équation 

le  nombre  desquelles  est  donné  par  les  équations  (î). 
Si  c  est  carré  t  il  y  aura  de  plus  la  décomposition 
suivante  : 

CSKI  +  3+5+.  .  ,+  a^ë  —  î. 


Exemple  : 

Qu'on  ait 

x*  — y'=  7a  =  a1. 3', 

et  pour  cela 
donc 

p  =  3,     «  =  «, 
»,  =  3; 

d'où 

=  '9.   "»  9i    7=17»  7, 

x — y  =  a,  4>  6, 
a/-j-i  =  35,   i5,  7, 
ai  — 1  =  37,  21 ,   17; 

3; 

et  enfin 

(  35+37, 

7a  = 

:  J    l5+-  17-h  ig  +  ai, 

'     7  +    9+  11  +  i3+  i5 

+  1 

'7- 

(*)  Journal  ie 

tome  XLIX. 

Mathcmatiqnfi  paret  ti  appliquai 

de  M 

.A. 

-L.  Crelle  i 
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Théorème  II.  Tout  nombre  c  qui  se  décompose  en 
deux  carrés  xj,  yj  est  la  somme  de  deux  progressions 
arithmétiques  dont  la  première  se  forme  de  y,  termes, 
en  commençant  par  a  et  en  terminant  par  <fy,  —  2,  et  la 
seconde  de  x, — y,  termes,  en  commençant  par  2  y,  +  i 
et  en  terminant  par  ax,  — 1.  Il  jr  aura  pour  c  autant 
de  ces  décompositions  qu'il  y  a  des  solutions  entières 
pour  l'équation 

*î  +  y\  <=  c, 

dont  le  nombre  est  donné  par  les  équations  (  2  ) .  Sic  est 
carré,  il  y  aura  de  plus  la  décomposition 

c=l+3  +  5+...+  2vÇ  —  1. 
Exemple  :  Qu'on  ait 

c=  no5=  17.13.5, 
les  solutions  entières  de  l'équation 

*J  +  /Î  =  no5 
seront 

x,=x3a,'3i,  24,  33;  /,  =  9,   12,  23,  4; 
d'où 

4^—2  =  34,  46,  90,  i4;  a/,+  1  =  19,  25,  47,  9; 

2*1 — i=63,  61,  47)65;  x, — j,=:23,  19,  1,  29; 

et  enfin 

12 +  6 +10  ...+  34  +  19  +  21  +...+  61  +63, 
2  +  6  +  . ..  +  46+  35  +  37  +..+  59  +  61, 
2  +  6+. ..+  90  +  47, 
2  +  6  +  ...+ 14+   9+ 11 +...  +  63  +  65. 
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SOLUTION  DE  U  «VSSTiON  3*6 

{«olr  iMge  Ill)i 

P«  H.  Ernest  DE  JONQUIÈIlES, 

Lieutenani  de  vaisseau  . 

Appelons,  pour  abréger,  raya/u  pivotant!  les  rayons 
tels  que  Sa,,  et  rayons  tangentiels  les  tangentes  issues 
des  points  bp.  Soient  E  le  point  de  concours  des  côtés  AC, 
BD;  i  le  point  où  AB  rencontre  la  transversale  L;  k,l,m 
les  points  où  L  est  coupée  par  les  antres  cotés  AC,  DB, 
CD  du  quadrilatère  ABDC;  enfin ,  soient  e  ,yies  points 
doubles  des  deux  divisions  homo graphiques  ap,  etc., 
i,,,  etc. 

La  courbe  passe  par  le  point  S;  car  si  Ton  regarde  le  - 
côté  SB*  comme  étant  un  rayon  tangentiel,  le  rayon 
pivotant  Si' qui  lui  correspond ,  quel  qu'il  soit ,  le. coupe 
au  point  S. 

Pour  tout  autre  rayon  pivotant  Sap)  on  a  une  origine  bp 
différente  de  i,  et  cette  origine  donne  lien  à  deux  tan- 
gentes (réelles  ou  imaginaires)  qui  déterminent  toujours 
deux  points  de  la  courbe  sur  le  rayon  Sap ,  sans  compter 
le  point  S  qui  s'y  trouve  déjà.  La  courbe  est  donc  du  troi- 
sième degré ,  puisque  toute  transversale  issue  du  point  S 
la  coupe  en  trois  points  (*). 

Prenons  la  droite  SC  pour  rayon  pivotant.  La  conique 
à  décrire  est  assujettie  à  toucher  à  la  fois  les  trois  droites 
CA ,  CS,  CD  qui  concourent  au  même  point  C  et  les 
deux  droites  BA,  BD.  Or,  il  n'y  a  que  la  droite  CD,  el- 
lipse infiniment  aplatie,  qui  satisfasse  à  la  question.  Les 
rayons  tangentiels  passent  dans  ce  cas  par  les  extrémités 
C  et  D  de  cette  droite.  Donc  le  point  C  appartient  à  la 
courbe. 

(*)  Il  reste  a  démontrer  qne  le  point  S  n'est  pas  un  point  multiple.  Ta, 
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Mêmes  raisonnements  pour  les  points  E  et  D. 

Il  est  évident  que  la  courbe  passe  aussi  use  seule  fois 
par  chacun  des  points  doubles  e,  f.  Cherchons  le  troi- 
sième point  d'intersection  de  la  courbe  et  de  la  transver- 
sale L;  ce  point  est  unique.  Pour  le  déterminer,  inscri- 
rons une  conique  dans  le  pentagone  formé  par  le  quadri- 
latère donné  et  par  la  transversale  ;.puis  menons  par  le 
point  5  {au  moyen  du  théorème  de  M.  Brianchon)  la 
tangente  S  ap  à  cette  conique.  Si  l'on  regarde  cette  tan- 
gente comme  étant  le  rayon  pivotant  actuel ,  L  sera  l'un 
des  rayons  tangentiels  conjugués.  Donc  le  point  ap  où  la 
tangente  Sap  coupe  L,  est  le  troisième  point  cherché. 

Nous  avons  déjà  deux  points  de  la  courbe  sur  chacun 
des  cotés  ACft,  CI) m,  DR/,  savoir  :  C  et  E  sur  AC, 
C  et  D  sur  CD,  D  et  E  sur  DB.  Pour  obtenir  les  troi- 
sièmes points  d'intersection  respectifs,  traçons  les  rayons 
pivotants  conjugués  respectivement  Si',  S  m',  Si'.  Les 
rayons  couperont  les  côtés  correspondants  en  des  points 
qui  sont  les  points  cherchés. 

Voila  donc  neuf  pointe  de  la  courbe  déterminés  sans 
tracer  aucune  conique.  On  peut  ensuite  achever  la  con- 
struction en  employant  le  procédé  indiqué  par  M.  Chasles 
dans  les  Comptes  rendus  du  3o  mai  i853,  mais  rien 
n'empêche  d'effectuer  la  construction  même  de  l'énoncé 
qui  n'exige  pas  davantage  le  tracé  des  coniques.  En  effet, 
pour  chacune  d'elles ,  le  problème  à  résoudre  se  réduit  à 
mener  par  un  point  deux  tangentes  à  une  conique  déter- 
minée par  cinq  tangentes  données.  Prenons  quatre  de 
celles-ci  ;  elles  forment  un  quadrilatère  et  les  tangentes 
cherchées  forment  un  faisceau  en  involution  avec  les 
quatre  rayons  qui  joignent  le  point  donné  aux  quatre 
sommets  de  ce  quadrilatère  (Géométrie  super.,  p.  6ôj }. 

Formons  un  autre  quadrilatère  avec  quatre  autres  tan- 
gentes prises  dans  les  cinq  qui  sont  données,  les  tangentes 
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cherchées  sont  aussi  en  involution  avec  les  rayons  qui 
aboutissent  aux  sommets  de  ce  second  quadrilatère.  Cou- 
pant toutes  les  lignes  de  la  figure  par  une  transversale  ar- 
bitraire, le  problème  est  ramené  à  celui  du  n°  271  de  la 
Géométrie  supérieure. 

Ainsi  la  question  est  complètement  résolue.  Remar- 
quons, chemin  faisant,  que  le  faisceau  des  coniques  est 
homographique  avec  la  division  de  points  que  leurs  cen- 
tres déterminent  sur  la  droite  qui  les  contient  tous,  et, 
plus  généralement,  avec  la  division  de  points  formée  par 
les  pôles  d'une  droite  quelconque  du  plan  de  la  figure  pris 
relativement  à  ces  coniques. 

Le  théorème  306  donne  lieu  au  suivant  : 

Théorème.  On  donne  dans  un  plan:  i°  quatre  points 
t,  a,  3,4;  3°  une  droite  h  passant  par  l'un  de  ces  points, 
i  par  exemple,  et  deux  divisions  homographiques  m, 
n,eti . ,  m',n',  etc.,  sur  cette  droite;  3° un  point quelconque 
O  hors  de  la  droite.  Par  un  point  variable  m  de  la  pre- 
mière division  et  les  quatre  points  i,a,3,4?  on  fait 
passer  une  conique  et  l'on  joint  le  point  O  au  point  m', 
conjugué  de  m,  par-un  rayonOtn'  qui  coupe  la  conique 
en  deux  points  « ,  fi  ;  enfin  on  joint  le  point  m  à  ces 
deux  points.  Toutes  les  droites  telles  que  ma,  m(3  en- 
veloppent une  courbe  de  troisième  classe  qui  touche  la 
droite  L,  les  côtés  3-3 ,  3-4  du  quadrilatère  i ,  a ,  3 ,  4 1  ' 
sa  diagonale  a-4  ainsi  que  les  deux  rayons  Oe  ,  Of  qui 
joignent  le  point  O  aux  points  doubles  des  deux  divi- 
sions homographiques  tracées  sur  L. 

La  loi  de  dualité  dispense  de  prouver  ce  second  théo- 
rème. La  démonstration  est  corrélative  de  la  précédente 
et  donne  lieu  aux  mêmes  considérations. 
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NOTE 

Sir  la  forme  préférable  la  triangles  gédésiones  ; 

P»a  H.  E.  GAUCHEREL, 

Capitaine  sous-directeur  des  études  à  l'École  impériale  spéciale  Militaire. 

La  forme  préférable  des  triangles  géodésiques  est  la 
forme  équîlatérale ,  parce  que  le  triangle  équilatéral  pré- 
sente l'avantage  de  conserver  les  mêmes  longueurs  aux 
côtés  et  d'embrasser  la  plus  grande  surface  avec  le  moin- 
dre nombre  de  triangles. 

On  a  voulu  prouver  que  , l'analyse  confirmait  ce 
principe,  et,  dans  le  Traité  de  Géodésie  de  Puissant,  on 
trouve  une  démonstration  qui  a  été  jusqu'à  présent  ad- 
mise dans  l'enseignement. 

La  question  est  ainsi  posée  :  une  base  b  d'un  triangle 
ABC  est  mesurée  exactement],  -les  deux  angles  A  et  B 
comportent  une  même  erreur  dA.  Pour  quelle  forme  de 
triangle  l'erreur  qui  en  résulte  sur  les  côtés  sera-t-elle  un 
minimum? 

On  suppose  que  l'erreur  se  produit  d'abord  dans  le 
même  sens  sur  les  deux  angles,  et  on  est  conduit  à  l'ex- 
pression 

da  =  arfA(colA  — cotB). 


On  en  déduit  que  da~est  un  minimum  pour  A  =  B,  et 
que  le  même  calcul  appliqué  au  côté  c  donue  le  minimum 
de  de  pour  C  =  B. 

Ces  deux  conclusions  ne  sont  pas  exactes.  En  effet  : 
i°  ce  n'est  pas  le  minimum  de  l'erreur  absolue  da  qui  a 
lieu  pour  A  =  B ,  c'est  le  minimum  de  l'erreur  relative 

Aan.   de  Maihémal.,  (.  XIV.   (Septembre  iSS5.  )  aI 
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—  ;  2°  en  conservant  les  mêmes  hypothèses  sur  les  varia- 
tions de  A  et  de  B ,  on  n'arrive  pas  a  l'expression 
de  =  c.d A  (colC  —  cotB), 

puisqu'on  ne  peut  pas  supposer  que  la  variation  des  trois 
angles  est  de  même  signe ,  les  trois  erreurs  angulaires 
étant  assujetties  à  la  relation 

dA  +  dB  +  dC  =  o. 

Après  avoir  supposé  que  l'erreur  d  A  est  de  même  signe 
sur  les  deux  angles  AetB,  on  suppose  qu'elle  est  de 
signes  contraires.  On  est  conduit  alors  à  l'expression 


-  — "  •" co.(A-B)  +  co.C- 

d'où  l'on  conclut  que  l'erreur  da  est  la  plus  petite  pos- 
sible pour  A  =  B.  Comme  précédemment,  cette  conclu- 
sion ne  peut  pas  s'appliquer  à  l'erreur  absolue  da.  De 
plus,  elle  n'est  vraie  que  pour  une  valeur  constante  de  C; 
elle  établit  donc  seulement  une  comparaison  entre  les 
différents  triangles  ayant  même  base  b  et  môme  angle  C. 
J'ai  émis  la  même  opinion  dans  un  Mémoire  présenté  à 
l'Académie  des  Sciences ,  dans  sa  séance  du  »5  février 
i85o. 

En  résumé ,  cette  démonstration  ne  prouve  pas  que  le 
triangle  équïlatéral  soit  celui  de  tous  les  triangles  con- 
struits sur  une  même  base  pour  lequel  l'erreur  absolue 
ou  l'erreur  relati  ve  sur  les  côtés  est  la  plus  petite  possible. 
Il  faut  donc  regretter  qu'une  pareille  démonstration  se 
soit  glissée  dans  le  bel  ouvrage  de  Puissant,  et  s'étonner 
qu'elle  se  soit  maintenue  aussi  longtemps  dans  l'ensei- 
gnement. 
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M.  le  commandant  Salneuve,  dont  l'ouvrage  est  adopté 
pour  l'enseignement  de  la  topographie  et  de  la  géodésie  à 
l'Ecole  impériale  d'Etat-  major,  se  contentait,  dans  sa  pre- 
mière édition ,  de  reproduire  à  peu  de  choses  près  la  pre- 
mière partie  de  la  démonstration  précédente. 

Dans  la  seconde  édition,  l'auteur  traite  la  question 
d'une  manière  plus  complète ,  mais  l'erreur  déjà  signalée 
et  relative  aux  signes  des  variations  angulaires  se  re- 
produit également  dans  celle  nouvelle  démonstration. 

La  conclusion  de  l'auteur  est  celle-ci  :  Au  point  de 
vue  théorique ,  c'est  le  triangle  équilatéral  qui  est  le 
meilleur,  lorsque  les  erreurs  angulaires  sont  de  même 
signe;  c'est  le  triangle  isocèle  rectangle,  quand  ces  er- 
reurs sont  de  signes  contraires.  Mais  il  est  impossible, 
dans  la  pratique,  de  se  soumettre  à  ces  prescriptions.... 

Voici  donc  un  professeur  distingué  conduit  à  recon- 
naître que  le  triangle  équilatéral  est  le  meilleur,  non  pas 
parce  qu'il  est  toujours  le  plus  'exactement  déterminé, 
mais  quoiqu'il  ne  jouisse  pas  de  cette  propriété.  C'est 
ainsi  que  j'avais  formulé  une  'des  conséquences  du  Mé- 
moire cité  ci -dessus. 

M.  le  commandant  Testu,  dans  son  Traité  de  Topo- 
graphie et  de  Géodésie,  et  M.  le  commandant  Livet, 
dans  le  cours  de  géodésie  qu'il  faisait  à  l'Ecole  d'Appli- 
cation de  Metz ,  donnent  la  démonstation  telle  qu'elle  se 
trouve  dans  l'ouvrage  de  Puissant. 

À  l'Ecole  impériale  spéciale  Militaire,  la  même  pro- 
position est  démontrée  sans  le  secours  de  l'analyse  et  par 
cette  seule  considération  ,  que  chacun  des  angles  doit  se 
rapprocher  autant  que  possible  de  l'angle  droit.  Or  il 
n'est  pas  exact  d'appliquer  aux  angles  à  la  base  ce  qui  ne 
peut  se  démontrer  que  pour  l'angle  au  sommet. 

Dans  son  ouvrage  sur  les  approximations  numériques , 
M.  Vieille  cherche  l'erreur  relative  sur  un  côté-,  il  arrive 
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à  l'expression 

—  =  <*À(cotA  —  cotB). 

II  peut  donc  dire  que  le  minimum  de  celte  expression  a 
lieu  pour  A  =  B;  mais  son  raisonnement  n'est  plus  exact 
quand  il  ajoute  qu'on  trouverait  de  même 

—  =  rfC(cotC  —  cotB). 

Le  a5  février  i85o,  j'eus  l'honneur  de  remettre  à 
M.  Arago  un  Mémoire  dans  la  première  partie  duquel 
j'établissais  que  la  démonstration  donnée  dans  l'ouvrage 
de  Puissant  n'était  pas  exacte;  je  proposais,  dans  la  se- 
conde, d'envisager  la  question  sous  un  autre  point  de  vue. 
Le  Mémoire  fut  présenté  le  même  jour. 

Dans  la  séance  du  i5  avril  suivant,  M.  le  colonel 
Hossard  présentait  un  Mémoire  dans  lequel  il  se  proposait 
de  démontrer  que  le  triangle  équilatéral  donne  les  meil- 
leures conditions  d'exactitude.  Dans  les  séances  des  27  mai 
et  3  juin,  M.  Hossard  adressait  une  modification  et  un 
supplément  à  son  premier  travail,  et  publiait  à  la  même 
époque  deux  petites  brochures  extraites  des  Mémoires 
soumis  à  l'Académie. 

La  même  année ,  dans  tes  numéros  de  mai  et  de  juin 
des  Nouvelles  Annales  de  Mathématiques,  M.  le  géné- 
ral Piobert  publiait  un  travail  sur  la  forme  préférable 
des  triangles  géodésiques.  Enfin,  dans  la  séance  du 
5  août,  le  savant  général  lisait  sur  le  même  sujet  une 
Note  que  l'on  trouve  en  entier  dans  le  Compte  renduie  la 
séance. 

Je  me  propose  de  donner  en  quelques  mots  les  conclu- 
sions des  travaux  de  MM.  Hossard  et  Piobert,  sans  entrer 
dans  le  détail  des  calculs ,  sans  suivre  même  la  marche 
des  raisonnements. 
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M.  Hossard  dit  eu  débutant  :  L'erreur  sur  un  côté  pro- 
venant des  erreurs  angulaires  sera  exprimée  par  le  rap- 
port de  la  variation  absolue  de  ce  côté  à  sa  longueur. 

De  même ,  l'erreur  sur  la  position  d'un  point  déter- 
miné aura  pour  expression  le  quotient  du  déplacement 
absolu  de  ce  point  par  la  distance  au  point  de  départ. 

C'est  ce  quotient  ou  déplacement  relatif  qu'il  importe 
de  rendre  le  moindre  possible. 

Je  ne  comprends  pas  pourquoi  le  déplacement  du  som- 
met est  rapporté  au  point  de  départ,  ni  pourquoi  l'au- 
teur dit  plus  tard  que  ce  point  de  départ  est  l'extrémité  la 
plus  rapprochée  de  la  base. 

Dans  la  détermination  d'uu  point  géodésique,  ce  sera 
le  déplacement  absolu  de  ce  point  que  je  m'attacherai  à 
rendre  le  moindre  possible ,  et  je  crois  être  dans  le  vrai. 

En  effet,  un  canevas  géodésique  se  résume  dans  les 
coordonnées  des  différents  sommets  des  triangles  ,  et  les 
coordonnées  les  plus  exactes  correspondront  évidemment 
aux  points  dont  les  déplacements  absolus  seront  les  moin- 
dres. Tout  ce  qu'on  peut  dire  en  dehors  de  ce  principe 
peut  faire  l'objet  de  Mémoires  fort  intéressants  ,  mais  ne 
doit  pa»  trouver  place  dans  l'enseignement.  Quoiqu'il  en 
soit,  en  suivant  le  raisonnement  de  l'auteur  on  arrive  â 
cette  conclusion  :  Lorsque  les  observations  portent  sur 
les  trois  angles,  le  triangle  èquilatéral  est  celui  pour  le- 
quel lapins  grande  erreur  à  craindre  sur  la  position  du 
sommet  est  la  moindre  possible. 

J'ajoute  qu'il  est  question  ici  de  l'erreur  relative ,  c'est- 
à-dire  du  rapport  du  déplacement  absolu  du  sommet  à  la 
longueur  du  plus  petit  des  deux  côtés  adjacents  à  ce 
sommet. 

M.  le  colonel  Hossard  examine  ensuite  le  cas  où  les 
deux  angles  à  la  base  sont  seuls  observés ,  et  arrive  à  eette 
conclusion,  que  le  triangle  rectangle  isocèle  est  celui  pour 
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lequel  l'erreur  relative  sur  la  position   du  poîut  est  la 
moindre  possible. 

Puis  vient  la  recherche  du  déplacement  absolu  dans  le 
cas  du  triangle  isocèle;  la  conclusion  est  que  le  triangle 
à  préférer  serait  le  triangle  isocèle  rectangle  au  sommet. 

M.  le  colonel  Hossard  fait  enfin  remarquer  que  si, 
au  Heu  de  chercher  le  déplacement  relatif  par  rapport  à 
l'un  des  cotés ,  on  eût  cherché  le  déplacement  relatif  par 
rapport  à  la  hauteur,  on  serait  encore  arrivé,  au  même 
résultat  que  précédemment,  à  savoir,  que  lorsque  les 
trois  angles  sont  observés,  la/orme  équilatèrale  est  celle 
qui  donne  lieu  au  minimum  des  plus  grandes  erreurs. 

Toutefois,  il  semble,  ajoute  l'auteur,  que  F erreur  doit 
être  exprimée  en  Jonction  de  la  distance  du  sommet  du 
triangle  au  point  le  plus  voisin  de  la  base  pris  comme 
point  de  départ,  plutôt  qu'en/onction  de  la  hauteur  du 
triangle. 

Je  ne  trouve  pas  cette  opinion  assez  motivée ,  et  le  dé- 
placement relatif  a  la  hauteur  du  triangle  aurait  pour 
moi  plus  de  signification  que  celui  qui  a  été  plus  particu- 
lièrement étudié  par  M.  Hossard. 

Dans  la  seconde  brochure,  M.  Hossard  cherche  le 
triangle  pour  lequel  Terreur  moyenne  est  un  minimum; 
mais  ici  la  discussion  me  parait  devenir  plus  spéculative 
qu'utile,  'et  je  ne  suivrai  pas  l'auteur  sur  ce  terrain.  Je 
constate  seulement  que  cette  nouvelle  considération  con- 
duit à  conclure  que  le  triangle  préférable  est  compris 
entre  le  triangle  rectangle  et  le  triangle  équilaléra). 

Je  termine  ce  résumé  succinct  en  témoignant  la  vive 
impatience  que  j'éprouve  de  savoir  comment  M.  le  colo- 
nel Hossard,  nommé  récemment  professeur  de  géodésie 
à  l'École  Polytechnique,  fera  la  leçon  sur  cette  matière, 

Si  je  veux  maintenant  examiner  le  travail  de  M.  le  gé- 
néral Pioberl  sur  le  même  sujet,  je  ne  considérerai  que 
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la  Note  contenue  dans  le  Compte  rendu  de  la  séance  du 
5  août  i85o.  Cette  Note,  qui  résume  les  précédentes ,  eat 
une  discussion  extrêmement  remarquable  de  la  question. 

Le  savant  général  insiste  sur  l'avantage  de  rapporter  la 
déformation  des  triangles  soit  à  la  hauteur,  soit  à  la 
longueur  des  côtés ,  et  cherche  le  minimum  de  cette  défor- 
mation), soît  pour  la  moyenne  des  plus  grandes  déforma- 
tions dans  les  deux  sens,  soit  pour  la  plus  grande  défor- 
mation dans  les  deux  sens ,  soit  pour  le  produit  des  plus 
grandes  déformations  dans  les  deux  sens ,  soit  pour  l'aire 
de  l'espace  dans  lequel  le  sommet  du  triangle  peut  errer , 
soit  pour  le  rapport  de  cette  aire  à  celle  du  triangle ,  soit 
pour  la  déformation  en  hauteur,  soit  enfin  pour  la  défor- 
mation latérale.  L'auteur  détermine  la  valeur  des  angles 
des  triangles  préférables ,  suivant  que  l'on  pose  l'une  ou 
l'autre  des  conditions  énumérées  ci-dessus. 

Je  répéterai,  à  cet  égard,  ce  que  j'ai  dit  précédemment  : 
qu'il  me  semble  beaucoup  plus  rationnel ,  beaucoup  plus 
■impie  et  beaucoup  plus  utile  d'établir  la  discussion  sur 
le  déplacement  absolu  du  sommet. 

Je  me  propose  maintenant  d'étudier  la  même  question 
en  me  plaçant  à  un  point  de  vue  différent  de  celui  des  au- 
teurs qui  l'ont  précédemment  traitée. 

Je  pars  de  ce  principe ,  que  la  forme  préférable  des  tri- 
angles géodésiques  est  la  forme  équilatérale ,  parce  que 
le  triangle  équilatéral  présente  l'avantage  de  conserver 
les  mêmes  longueurs  aux  côtés  et  d'embrasser  la  plus 
grande  surface  avec  le  moindre  nombre  de  triangles;  mais 
je  ne  chercherai  pas  à  démontrer  par  l'analyse  que  le 
triangle  équilatéral  est  celui  qui,  pris  isolément,  déter- 
mine le  plus  exactement  son  sommet,  car  je  serais  con- 
duit à  un  tout  autre  résultat. 

Ce  que  je  demanderai  à  l'analyse  ce  sera  : 

i".    De  donner  la  limite  de  l'erreur  possible   sur  la 
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position  du  sommet  d'un  triangle  lorsque  l'on  connaît  la 
base ,  les  angles  et  l'erreur  angulaire  que  comportent  ce* 
angles  ; 

a°.  D'indiquer  de  combien  on  peut  s'écarter  du  trian- 
gle équilatéral  sans  encourir  sur  la  position  du  sommet 
une  erreur  plus  grande  que  la  limite  assignée  ; 

3°.  De  donner  la  plus  grande  dimension  de  la  base  à 
laquelle  on  pourra  rattacher  un  sommet  avec  une  ap- 
proximation donnée  ; 

4".  De  donner  l'approximation  qu'on  doit  obtenir  dans 
les  mesures  d'angles  pour  que  le  sommet  du  triangle  s' ap- 
puyant sur  une  base  donnée ,  soit  déterminé  avec  une 
approximation  donnée. 

Comme  il  n'est  pas  possible  de  suivre  l'enchaînement 
des  erreurs  que  comportent  les  opérations  successives  d'un 
Canevas,  on  aura  satisfait  aux  conditions  d'un  bon  travail 
en  imposant  une  limite  d'erreurs  très-étroite  aux  diffé- 
rentes parties  de  ce  travail.  Je  n'aurai  donc  à  m'occuper 
que  des  conditions  d'exactitude  dans  la  détermination 
d'un  point  qu'on  veut  rattachera  une  base. 

Je  dois  commencer  par  chercher  la  relation  qui  existe 
entre  les  différents  éléments  que  je  veux  combiner. 

Soit  AC  une  base  exactement  mesurée  :  on  veut  ratta- 
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cher  le  point  B  à  cette  base.  Les  deux  angles  A  et  C  ont 
été  mesurés  et  comportent  une  même  erreur  a ,  quelle  est 
la  relation  qui  existe  entre  la  base  b ,  l'angle  au  sommet  B, 
les  angles  à  la  base  A  et  C  ,  l'erreur  angulaire  a  et  D  le 
plus  grand  déplacement  possible  du  sommet? 

L'erreur  angulaire  a  sera  toujours  supposée  assez  pe- 
tite pour  pouvoir  être  négligée  devant  les  plus  petits  an- 
gles qui  peuvent  entrer  dans  un  triangle  géodésique. 

Si  l'erreur  a  se  produit  en  sens  inverse  sur  les  deux 
angles  A  et  C ,  le  sommet  viendra  en  B'  sur  la  circonfé- 
rence CBA ,  et  l'on  aura 


Le  sommet  viendra  eu  B",  si  l'erreur  se  produit  en 
augmentation  sur  lesdeux  angles;  en  B",  si  elle  se  produit 
en  diminution. 

Dans  le  triangle  différentiel  ABD,  on  a 


"  sin{B  —  o)         sinB  ' 


B"D  ne  diffère  de  BD'  que  d'une  quantité  très-petite  du 
second  ordre,  et  l'on  peut  poser 

sinB 

Mais 

BB"  =  VBD'-I-  B"D'+  a'BD.BD"cos(B  —  a)  ; 

donc 

BB"  =  ^^  */e:  +  o'+  2<7<*  cosB 
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On  a 

èsinC  tsioA 

'  ~  sinB  sinB  ' 

donc 

BB*  =  -:■  —  ^sin'G  +  «n'A  -+-  asin  A.sinC 
expression  qui  peut  se  mettre  sous  la  forme 


b  Bina 


BB"  =  ■-?-■;-■  i/sin'B  +  4  ùn  A  lin  G  cosB 
sin'B  T  T 

ou  sous  la  forme 


„„B       b  sin  a      /T 
BB"  =  -_— -  s/m 
sinB    y 


sinB 


BB'"  est- sensiblement  égale  à  BB".  La  valeur  trouvée 
pour  BB*  est  d'ailleurs  l'expression  rigoureusement 
exacte  du  déplacement  BB".  On  trouverait,  pour  l'ex- 
pression exacte  de  BB", 

__„      6  sin*     /  .  ~~        f       7      3sin(A-t-«)eos(B— «)"!' 

Pour  avoir  le  plus  grand  déplacement  possible,  il  faut 
donc  chercher  quelle  est,  suivant  la  forme  du  triangle, 
la  plus  grande  des  deux  valeurs  de  ce  déplacement  : 


sinB    y 


Or,  pour  B<  îoo  grades,  on  a 
BB">BB', 
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pourB=  100  grades, 

BB"  =  BB', 
et  pour  B  >  100  grades, 

BB"<BB'. 

Donc,  lorsque  nous  voudrons  imposer  une  limite  à  l'er- 
reur possible  sur  la  position  du  sommet,  il  faudra  consi- 
dérer BB"  si  l'angle  au  sommet  est  aigu,  et  BB'  s'il  est 
obtus. 

Supposons  maintenant  B  <  100  grades  et  discutons  la 
valeur  de  BB": 


ïy/sin'A-t-(co 


asinAcusBV 


On  voit  que  pour  une  même  valeur  de  À,  BB"  aug- 
mente indéfiniment  lorsque  B  diminue  depuis  ioo  grades 
jusqu'à  zéro.  La  plus  petite  valeur  de  BB"  que  nous  de- 
vons considérer  est  donc  celle  qui  correspond  à 

B  =  ioo«, 
d'où 

BB':=  ftsilla. 

Au  delà ,  c'est-à-dire  pour  B  ;>  100  grades,  il  faut  pren- 
dre la  valeur  de  BB'. 
L'expression 

BB"  =     "^  ^D'B  +  4sinAsiQCcosB 

montre  que ,  pour  une  même  valeur  de  B<  100  grades,  le 
maximum  du  déplacement  a  lieu  pour  le  maximum  du 
produit  siu A  sljiC,  c'est-à-dire  pour  A  =  C.  Donc,  de 
tous  les  triangles  qui  ont  même  base  et  même  angle  aigu 
au  sommet,  celui  qui  donne  le  plus  grand  déplacement 
absolu  du  sommet  est  le  triangle  isocèle. 
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Pour  A  =  C,  on  a 


=    •"■"«  ^sin'  B  -f-  4  sin'  A  cosB 


qui  se  met  sous  la  forme 


expression  qui  donne  le  plus  grand  déplacement  corres- 
pondant à  une  valeur  de  B  plus  petite  que  l'angle  droit; 
elle  prouve  en  outre  que,  de  tous  les  triangles  isocèles 
qui  s'appuient  sur  une  même  base ,  le  triangle  rectangle 
est  celui  dont  le  sommet  est  le  moins  déplacé  par  les  er- 
reurs commises  dans  la  mesure  des  angles  à  la  base. 
Pour  A  =  B  --  C,  l'expression  BB"  devient 

BB"=2isin«. 

Donc  le  déplacement  'absolu  du  sommet  d'un  triangle 
équilatéral  est  double  de  celui  du  sommet  d'un  triangle 
rectangle  isocèle  s' appuyant,  sur  la  même  base. 

Pour  des  valeurs  de  B  plus  grandes  que  100  grades, 
il  faut  discuter  l'expression 


Cette  expression,  indépendante  des  angles  à  la  base, 
montre  que  le  plus  grand  déplacement  possible  est  le 
même  pour  tous  les  triangles  qui  ont  même  angle  au  som- 
met; ellemontreégalementque  le  déplacement  augmente 
lorsque  l'angle  B  augmente  depuis  100  grades  jusqu'à 
aoo  grades. 

Nous  pouvons  maintenant  résoudre  les  quatre  questions 
que  nous  nous  sommes  posées  dès  le  principe. 
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i°.  La  limite  de  l'erreur  possible  sur  la  position  du 
sommet  d'un  triangle  est  donnée  par  l'expression 


si  l'angle  B  est  aigu ,  et  par 

bain* 


si  l'angle  B  est  obtus.  Nous  remarquerons  que  ces  valeurs 
de  E  sont  proportionnelles  a  b  et  i  se. 

a".  Si  la  limite  £  du  déplacement  est  donnée  ainsi  que 
B  et  a,  on  trouve  deux  limites  pour  l'angle  B  : 


donne  la  limite  des  angles  aigus,  et 


la  limite  des  angles  obtus. 

3°.  On  connaît  a  etE,  on  demande  la  plus  grande 
base  à  laquelle  on  puisse  rattacher  un  sommet.  Cette  base 
correspondra  à  un  triangle  rectangle  au  sommet;  nous 
prendrons  donc 

Ei-_-  6sina, 
d'où 

expression  de  la  limite  des  bases. 

4°-  Si  E ,  b  et  B  sont  donnés ,  on  trouve ,  pour  les  li- 
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si  B  est  aigu ,  et 


si  B  est  obtus. 

Nous  avons  supposé  que  les  deux  angles  à  la  base 
étaient  seuls  mesurés ,  mais  il  n'en  est  pas  toujours  ainsi. 
Dans  les  réseaux  géodésiques  du  premier  ordre,  on  me- 
sure les  trois  angles  à  i  ou  a  secondes  près;  dans  la  géo- 
désie du  second  ordre,  on  mesure  également  les  trois  an- 
gles, mais  on  se  contente  d'une  approximation  de  10  à  30 
secondes.  Enfin,  dans  la  géodésie  du  troisième  ordre, 
ou  ne  mesure  que  les  deux  angles  à  la  base  avec  la  même 
approximation  de  10  à  20  secondes.  En  topographie,  on 
ne  mesure  que  deux  angles  qui  sont  le  plus  souvent  les 
deux  angles  à  la  base  ;  si  l'on  fait  un  canevas  trigonomé- 
trique ,  le  graphomètre  donne  les  angles  avec  une  approxi- 
mation égale  à  1  ou  a  minutes  ;  avec  la  planchette,  on 
peut  admettre  une  approximation  de  5  minutes  ;  avec  la 
boussole  et  le  déclinatoire ,  une  approximation  de  a5  mi- 
nutes. 

Revenons  à  la  géodésie  du  premier  et  du  second  ordre, 
et  voyons  eu  quoi  la  mesure  des  trois  angles  peut  nous 
obligera  modifier  ce  que  nous  avoas  dit  dans  le  cas  de  la 
mesure  des  angles  à  la  base. 

Soit 


les  plus  grands  déplacements  sont  donnés  par  les  combi- 
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liaisons  suivantes  sur  les  angles  observés  ; 

A±3at,  A±:3mt         A±3« 

B±3«,        Bqp3»«,         B^3m, 
C^:3m,  C±3m,         C^3m, 

auxquels  cas  les  angles  réduits  sent  : 

A±iiu,         A±im,         A±4w, 
B±2/«,         B^4w,  B^srn, 

C^:4/n,  C±am,  Cq=am. 

Si  nous  voulons  discuter  la  valeur  du  déplacement 
dans  le  cas  de  ces  suppositions  sur  les  erreurs  angulaires, 
nous  dirons  : 

Soit  da  l'erreur  produite  sur  le  côté  a  par  l'erreur  an- 
gulaire m,  on  a 


on  a  de  même 

asinm 

sinB 
La  combinaison 

A+2bi,         C  —  4m 

donne  un  déplacement  D  qui  est  le  troisième  coté  d'un 
triangle  dont  les  deux  autres,  a  de  et  4da,  comprennent 
l'angle  B.  La  combinaison 

A—  xm,         C  +  4« 

donne  un  déplacement  qui  ne  diffère  pas  sensiblement  du 
précédent. 

De  même  le  déplacement  D'  donné  par  les  deux  com- 
binaisons 

A±îm,  C±2m 
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est  le  troisième  coté  d'un  triangle  dont  les  deux  autres, 
•xdc  et    zda,   comprennent  l'angle  supplémentaire  de 
l 'angle  B. 

De  même  encore,  le  déplacement  D",  donné  par  les 
deux  combinaisons 

est  le  troisième  côté  d'un  triangle  dont  les  deux  autres, 
ida  et  ^dc,  comprennent  l'angle  B. 
Nous  tirons  de  In 

D*  =4rfc"+  i6da>  —  i6rfaAcosB, 
D'*  =  4«fc' +  4rfrt*  +  8rfarfcoosB, 
D**=  4rfa*+i6<fc'—  i6rfodccosB. 

Enfin,  le  plus  grand  déplacement  qui  serait  donné  dans 
le  cas  de  la  mesure  des  angles  à  la  base  par  les  combinai- 


Art  3m,         C±3m, 

peut  être  exprimé  par 

D"*  =  §da'  +  g.ffc1  -t-  lëda  de  cosB. 

Cherchant  la  plus  grande  de  ces  quatre  expressions 
dans  le  cas  de  l'angle  B  aigu,  nous  voyons  quel)"'  est 
toujours  plus  grand  que  D',  et  que  si  a  =  c ,  on  a 

D  =  D"; 
si  a  <  c,  on  a 

da  >  de     et     D  >  D"  ; 
si  o^>c,  on  a 

D<D". 
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Donc,  si  nous  supposons  a-^c,  il  faudra,  pour  trouver 
le  plus  grand  déplacement,  comparer  D'"  à  D. 
Nous  avons 

D"'  —  D'=  5dc'  —  7<Ai,-+-  3£dadccosB. 

Donc ,  tant  qu'on  aura 

5  tla1  <  5dc7  •+■  34  da  de  cos  B , 
on  aura 

DW>D. 

De  cette  inégalité,  on  tire 

„|S  ?rfa'  —  Sde' 
-^       S^dadc      ' 


cosB>  -  — - 

34  7 

La  plus  grande  valeur  de  cette  expression  correspond  h 

la  plus  petite  valeur  de  -■  Or,  si  nous  supposons  que  les 

réseaux  géodésiques  ne  comportent  pas  de  triangles  dans 

lesquels   on  ait  a  <  -  -,  nous  pourrons  prendre  -  pour 

la  plus  petite  valeur  de  -1  auquel  cas  l'inégalité  devient 
c„,B>^,     d'où     B<89.. 

Ann.  d*  MathAnm.,   t.  XIV.  (Seplemliru  i855.)  22 
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Dans  le  cas  de  A  =  C ,  on  aurait 

eosB  >  — ,     d'où     B  <  96». 

Ces  limites  se  rapprochent  assez  de  l'angle  droit  pour 
qu'on  puisse  dire  que  lorsque  l'angle  au  sommet  est  aigu, 
onaiy">D.  Donc  les  limites  trouvées  précédemment 
dans  le  cas  de  la  mesure  des  angles  à  la  base  conviennent 
a  fortiori  au  cas  de  la  mesure  des  trois  angles,  lorsque 
l'angle  au  sommet  est  aigu. 

Si  l'angle  B  est  obtus  et  si  l'on  suppose  toujourso-<c, 
la  plus  grande  valeur  du  déplacement  est  encore  D  ;  mais 
on  a 

D"' —  D*  =  5rfC  —  ida?  +  34rfnrfccosB, 

expression  toujours  négative  pour  rfa)>(£cetcosB<|o; 
par  conséquent ,  D  ^>  D'".  Les  limites  trouvées  pour  les 
angles  obtus  dans  le  cas  de  la  mesure  des  angles  à  la  base 
ne  conviennent  donc  plus  au  cas  de  la  mesure  des  trois 
angles  ;  il  est  alors  nécessaire  de  les  modifier,  et  on  est 
conduit  à  le  faire  de  la  manière  la  plus  simple  en  remar- 
quant que  les  déplacements  donnés  par  les  combinaisons 


A±4m,     Cqiaw 
sont  toujours  plus  petits  que  ceux  donnés  par 

a±4",    c^4*- 

Or  ces  derniers  sont  représentés  par  l'expression 
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donc  les  limites,  dans  le  cas  de  la  mesure  (les  trois  angles 
et  de  l'angle  au  sommet  obtus,  se  déduisent  de  l'équation 


Applications  numériques. 

i°.  Quelle  est  la  limite  du  déplacement  du  sommet 
d'un  triangle  équilaléral  dont  le  coté  est  de  3oooo  mètres, 
l'erreur  que  comporte  la  mesure  des  angles  étant  de  i  se- 
conde? 

On* 

E  :.  :  2*  sinr,      sim"  =  0,00000157, 


E  =  o»,o4a. 

a°.  La  base  est  de  10000  mètres,  l'approximation  an- 
gulaire est  de  1  seconde,  les  sommets  des  triangles  doi- 
vent être  déterminés  à  oB,  1  près.  Quelles  sont  les  limi- 
tes des  angles  au  sommet? 

Pour  la  limite  des  angles  aigus,  nous  avons 

d'où 

Pour  la  limite  des  angles  obtus ,  nous  avons 
.    _       ftsi»i",33 
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Le  même  problème,  sur  une  base  de  3oooo  mètres, 
donne  pour  la  limite  des  angles  obtus 

sînB  =  o,63,     B=i56',5o. 

3".  E  et  a  ayant  les  mêmes  valeurs  que  précédemment, 
quelle  est  la  plus  grande  base  à  laquelle  on  puisse  ratta- 
cher un  sommet? 

On  a 

É  =  J^-  =  637oom; 


dimension  que  n'atteignent  pas  les  côtés  des  triangles 
géodes  i  que  s. 

La  limite  des  cotés  des  triangles  équilatéraux  est  don- 
née par  l'expression 


4°.  On  a 

i  =  20000™,       B  =  5o',       E  =  o"',i . 

Quelle  est  la  limite  de  l'approximation  que  l'on  doit  ob- 
tenir dans  la  mesure  des  angles? 
On  a 


d'où 

log.sina  =  4tl6G68>       sin«  =  0,00000147,       *=  o",94. 
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Le  tableau  ci -joint  résume  les 
conditions  d'exactitude  relatives  à  la 
géodésie  du  premier  ordre. 

Le  même  tableau  peut  servir  à  la 
géodésiedu  second  ordreen  supposant 

Supposons  que  l'on  commence  un 
canevas  sur  une  base  de  10000  mè- 
tres; le  premier  triangle  qui  s'ap- 
puiera sur  cette  base  pourra  avoir  un 
angle  au  sommet  de  36  grades  et 
.être  isocèle.  Il  donnera  de  nouvelles 
bases  de  1600  mètres  environ ,  sur 
lesquelles  on  pourra  appuyer  des 
triangles  isocèles  ayant  un  angle  an 
sommet  de  5o  grades  et  des  cotés  de 
a4  kilomètres....  On  arrivera  ainsi 
aux  côtés  de  3o  kilomètres  qui  con- 
viennentaux  triangles  équilatéraux. 
On  conservera  cette  longueur  de  cô- 
tés jusqu'à  ce  qu'on  veuille  revenir 
à  une  base  de  10  kilomètres  qui  servira  de  vérification. 
Le  tableau  montre  alors  combien  il  est  plus  facile  de  di- 
minuer les  côtés  que  de  les  augmenter.  En  effet,  sur  une 
base  de  3o  kilomètres,  on  peut  appuyer  un  triangle  iso- 
cèle dans  lequel  l'angle  au  sommet  est  de  i5y  grades;  il 
en  résulte  des  nouvelles  bases  de  16  kilomètres,  des- 
quelles on  passe  immédiatement  à  un  côté  de  10  kilo- 
mètres. 

Rien  ne  serait  plus  facile  que  d'établir  de  pareils  ta- 
bleaux pour  la  géodésie  du  troisième  ordre  et  pour  la  to- 
pographie. 

Pour  la  géodésie  du  troisième  ordre,  on  supposerait 


B  =  o»,i 

„  =  .■ 

h  =  40* 

"S 

h  =  35* 

■S 

i  =  îo* 

»* 

i  =  ib* 

•2 

h  =  iok 

!7« 

I=l5* 

l8o« 

b  =  iot 

B7iT. 

E  =  ira 

._,.■ 
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a.  =  ao",  E  =  a  mètres.  Los  limites  des  valeurs  de  B  plus 

grandes  que  100  grades  seraient  données  par  l'expression 

™b  =  hP 

Dans  les  canevas  topographiques  exécutés  au  grapho- 
mètre,  on  ne  considérerait  plus  la  grandeur  naturelle  E 
du  déplacement  du  sommet,  mais  le  déplacement  graphi- 
que e.  On  supposerait  a  —  a',  e  : =  om,ooo9. 

Dans  les  canevas  à  la  planchette ,  on  supposerait  a  =  5', 
e  =  om,ooo5. 

Dans  les  opérations  de  détail  avec  la  boussole  ou  le 
déclinatoire ,  on  supposerait  tt  =  a5',  e  =  o",ooi. 

Revenant  à  l'ouvrage  de  M.  Vieille  sur  les  approxima- 
tions numériques,  ouvrage  que  j'ai  cité  plus  haut,  je  di- 
rai que  l'auteur  émet  une  opinion  qui  n'est  pas  fondée  en 
disant  que  ce  qu'il  importe  de  considérer  dans  tout  cal- 
cul approximatif,  c'est  moins  terreur  absolue  commise 
que  le  rapport  de  cette  erreur  au  résultat  cherché...  C'est 
ce  rapport  seul,  et  non  l'erreur  absolue,  qui  caractérise 
nettement  le  degré  d'approximation  obtenu. 

Si  l'on  peut,  dans  certains  cas,  se  proposer  de  calculer 
des  longueurs,  des  surfaces,  des  volumes,  etc.,  en  se 
donnant  la  limite  des  erreurs  relatives,  il  arrive  aussi 
souvent  qu'on  voudra  obtenir  les  mêmes  mesures  en  se 
donnant  la  limite  des  erreurs  absolues.  Dan»  ce  dernier 
cas,  l'erreur  relative  calculée  après  coup  caractérisera, 
il  est  vrai ,  le  degré  d'approximation  obtenu. 

J'ajouterai  qu'il  est  certains  cas  où  l'erreur  relative 
n'aurait  aucun  sens;  je  citerai,  par  exemple,  les  calculs 
d'angles,  de  coordonnées,  de  cotes  de  hauteur  (ce  sont 
des  coordonnées  verticales)  et  les  calculs  des  triangles 
géodésiques  ;  les  cotés  et  les  azimuts  auxquels  conduisent 
ces  derniers  calculs  sont  de  véritables  coordonnées  po- 
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laires,  qu'on  transforme  ensuite  en  coordonnées  rectan- 
gulaires. 

Il  n'est  pas  hors  de  propos  de  signaler  îcï  qu'il  est 
inexact  de  dire,  comme  le  fait  l'auteur,  p.  3,  qu'une 
erreur,  même  très-petite,  commise  sur  la  mesure  d'une 
base  gèodèsique,  irait  en  grandissant  dans  le  calcul  des 
triangles  du  réseau  dont  cette  base  est  un  côté  et  pourrait 
conduire  à  des  résultats  très-fautifs.  Il  est  très-facile  de 
se  rendre  compte  que  cette  erreur  se  propage,  au  contraire, 
sans  augmentation . 


THÉORIE  ANALVT1QIK  Dl  GÏROSCOPB   M   M.  L.  FOUCAULT; 
Pai  M.  YVON  VILLARCEAU  <■•>. 

1.  Lorsque  ce  Mémoire  a  été  écrit  ,la  théorie  du  gyroscope 
avait  déjà  été  traitée  parM.Quet,  et  les  résultats  des  recher- 
ches de  ce  physicien  avaient  été  publiés  dans  les  Comptes 
rendus  des  séances  de  l'académie  des  Sciences  (t.  XXXV, 
pages  686  et  suivantes).  Cette  publication  avait  échappé 
à  M.  Yvon  Villarceau,  dont  l'attention  avait  été  détour- 
née par  d'autres  préoccupations.  Il  hésita  d'abord  à  li- 
vrer son  manuscrit  au  rédacteur  des  Nouvelles  Annales; 
mais  ayant  obtenu  les  intégrales  rigoureuses  des  équations 
principales  du  problème,  alors  que  M.  Quet  n'avait  pré- 
senté qne  des  solutions  suffisamment  approchées ,  et  pré- 
sumant, d'ailleurs,  que  le  travail  de  ce  savant  pourrait 

(*)Ce Mémoire  m'a  été  remis  par  M.  Yvon  Villarceau  le  i«f  fëïrier  t853. 
La  publication  île  Bon  ouvrage  sur  X'Élabliisement  des  Arches  de  pont  et 
les  ehuijKniont*  survenus  dans  tes  fondions  à  l'Observatoire  de  Paris  ont 
.■ropêchê  jusqu'ici  M.  ï.oii  Yillarwau  d*  nurvaillcr  l'impuni™  du  Mè- 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  Mi) 

différer  du  sien  par  la  mise,  en  équation  ("*) ,  M.  Yvon  Vil- 
larceau  s'est  décidé  à  publier  un  travail  qu'il  considère 
comme  offrant  plutôt  d'intéressants  exercices  de  mécani- 
que, que  des  moyens  sérieux  de  remplacer  les  détermina- 
tions astronomiques  par  des  expériences  faites  à  l'aide 
du  gyroscope. 

La  solution  du  problème  des  latitudes  et  des  azimuts 
à  l'aide  de  l'instrument  de  M.  L.  Foucault  est  étudiée 
dans  ce  Mémoire;  mais  l'auteur  insiste  pour  que  l'on 
n'envisage  ses  recherches  que  comme  de  purs  exercices 
de  mécanique. 

La  théorie  du  gyroscope  a  pu  être  fondée  sur  les  théo- 
rèmes qui  concernent  les  forces  apparentes  dans  les  mou- 
vements relatifs;  mais  ces  théorèmes  n'étant  pas  encore 
très-généralement  répandus,  malgré  les  travaux  des  géo- 
mètres et  des  mécaniciens,  l'auteur  a  préféré  baser  ses 
recherches  sur  la  considération  des  mouvements  absolus. 

2.  Le  gyroscope  consiste  principalement  en  un  anneau 
A'  {fig-  i)  mobile  autour  d'un  axe  fixe  Or'  (**)  et  dans 
l'intérieur  duquel  un  solide  de  révolution  A  tourne  autour 
de  son  axe  de  figure  O  z, ,  lequel  est  entraîné  dans  le 
mouvement  de  l'anneau.  Le  solide  de  révolution  est  un 
tore  dans  l'appareil  de  M.  Foucault,  et  l'axe  de  figure  y 
est  perpendiculaire  à  l'axe  de  l'anneau.  Nous  regarderons 
le  solide  de  révolution  comme  ayant  une  figure  quelcon- 
que et  étant  incliné  sur  l'axe  de  l'anneau  d'un  angle  quel- 

(")  La  publication  Taile  depuis  par  M.  Quel  d«ns  lo  Journal  de  M.  Liou- 
«illo  a  pleinement  confirmé  cette  prévision. 

("*)  La.  disposition  physique  de  l'axe  de  rotation  Oi',  ,  dans  l'appareil  do 
M,  L.  Foucault,  n'est  pus  celle  que  nous  donnons  dans  In  figure.  Nous 
supposons!!!  que  l'anneau  tourne  autour  de  dcui  tourillons  cylindriques, 
Ions  est  la  seule  qui  se  prèle  aisément 
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conque/;.  Seulement,  pour  abréger,  nous  lui  conserve- 
rons la  dénomination  de  tore. 


Nous  admettrons  que  les  centres,  de  gravité  du  tore  et 
de  l'anneau  coïncident  en  un  point  O,  et  que  l'axe  de  figure 
du  tore  et  l'axe  de  rotation  de  l'anneau  se  coupent  en  ce 


même  point.  Nous  admettrons 


que  ce  dernier  axe 


soit  un  axe  principal  de  l'anneau.  Quanta  l'axe  de  ligure 
du  tore,  nous  établirons  une  pareille  condition,  qui  sera 
nécessaire mant  remplie  si  la  densité  du  tore  est  uni- 
forme. 

Rappelons  enfin  une  convention  relative  au  sens  posi- 
tif des  vitesses  de  rotation  et  des  moments.  D'après  la 
théorie  des  projections,  la  droite  autour  de  laquelle  s'ef- 
fectue un  mouvement  de  rotation  réel  ou  virtuel  d'un 
corps  solide,  et  la  droite  à  laquelle  se  rapportent  les  mo- 
ments des  forces,  présentent  chacune  deux  sens  ou  côiés 
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distincts.  L'un  des  côtés  en  particulier  est  pris  pour  le 
sens  positif  de  l'axe  de  rotation  ou  des  moments ,  on  l'ap- 
pelle alors  axe  de  rotation  ou  axe  des  moments:  ce 
côté  reste  arbitraire  tant  que  le  sens  positif  des  rou- 
tions ou  des  moments  n'est  pas  défini  ;  il  est  déterminé 
dans  le  cas  contraire.  Faisons  coïncider  l'un  des  trois  axes 
rectangulaires  x ,y,  z  avec  un  axe  de  rotation;  la  rota- 
tion réelle  ou  virtuelle  autour  de  cet  axe  sera  positive, 
lorsque  le  mouvement  projeté  sur  le  plan  des  deux  autres 
axes  sera  celui  de^-  vers  z,  de  z  vers  x  ou  de  xversy, 
c'est-à-dire  aura  lieu  dans  l'ordre  alphabétique  des  trois 
lettres  x,  ynl  z,  supposées  rangées  circulai  rement.  Réci- 
proquement ,  l'axe  d'une  rotation  ou  d'un  moment  étant 
supposé  connu ,  pour  trouver  le  sens  positif  de  la  rota- 
tion ou  du  moment  autour  de  cet  axe,  il  faudra  amener 
l'un  des  trois  axes  x,  y,  z  à  coïncider  avec  l'axe  donné,  en 
ayant  le  soin  de  ne  pas  permuter  les  deux  autres,  et  recon- 
naître l'ordre  alphabétique  de  ces  derniers.  Le  sens  posi- 
tif de  la  rotation  ou  du  moment  sera  celui  que  détermine 
l'ordre  alphabétique  ainsi  reconnu. 

3.  Ceci  posé,  du  pointOcomme  centre,  décrivons  une 
sphère,  et  menons  par  ce  point  un  plan  de  direction  fixe  qui 
coupe  la  sphère  suivant  le  grand  cercle  NN'xj'  (fig  a). Me- 
nons dans  ce  plan  deux  axes  rectangulaires  X  et  jr,  et  per- 
pendiculairement un  axe  s.  Pour  fixer  les  idées,  notre  plan 
fixesera  parallèle  au  plan  de  l'équateur  terrestre,  que  nous 
supposerons  immobile  pendant  toute  la  durée  des  expé- 
riences. Les  points  x,y,z,  où  ces  axes  percent  la  sphère, 
seront  :  l'un  le  point  vernal,  le  second  plus  avancé  de 
90  degrés  dans  le  sens  de  la  rotation  de  la  Terre;  le  troi- 
sième sera  le  pôle  boréal.  Supposons  maintenant  que  l'on 
ait  fait  choix  de  ceux  des, côtes  des  axes  de  rotation  de 
l'anneau  et  du  tore  que  l'on  regardera  comme  positifs ,  et 
qu'on  les  prenne  pour  axes  mobiles  zt  et  z't;  nous  mène- 
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rons  dans  les  plans  de  leurs  équa  te  urs  deux  autresaxes  rcc- 


&.-\V7  .-'/V       V^S\ 


À    W 

/ 

/ 

i 

i 

{angulaires  mobiles  que  nous  désigneronsparx,  y/,  et  x\  , 
7', .  Seulement,  nous  insisterons  sur  ce  que  l'ordre  alphabé- 
tique soit  celui  des  axes  fixes  x,y,  z.  En  d'autres  termes , 
ces  trois  systèmes  d'axes,  étant  superposés  convenable- 
ment ,  doivent  permettre  la  coïncidtfice  des  cotés  de 
même  dénomination  :  on  pourra  vérifier  dans  un  instant 
que  cette  condition  est  remplie. 

Le  plan  de  l'équateur  du  tore  coupe  le  plan  de  l'équa- 
tcur  terrestre  en  un  point  N  .distant  de  l'axe  des  x  d'un 
angle  Nx  =  t{i  compté  de  X  en  seus  contraire  du  mouve- 
ment delà  Terre,  et  fait  avec  le  plan  des  xy  un  angle  0 
au-dessous  de  ce  plan  ;  nons  désignons  par  *!*  la  distance 
de  l'axe  x,  au  point  N,  angle  qui  se  trouve  compté  de  N  , 
dans  le  sens  de  x  à  y,  lorsque  6  est  aigu  ;  l'angle  Nr,  est 
yo"  -t-  <l>.  Il  s'ensuit  qne  le  point  N  eorrespond  au  noeud 
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descendant  de  l'équateur  du  tore  sur  l'équateur  terrestre. 
Le  pâle  de  l'équateur  du  tore  est  en  s,  et  fait  avec  l'axe 
des  z  un.  angle  qui  est  précisément  l'angle  6.  Cet  angle  est 
compris  entre  zéro  et  deux  droits,  tandis  que  les  angles  *| 
et  *  n'ont  pas  de  limites. 

Les  mêmes  lettres  accompagnées  d'un  accent  désignent 
les  mêmes  choses  relativement  à  l'anneau.  De  la  fixité  re- 
lative de  l'axe  de  l'anneau,  il  résulte  que  la  distance  po- 
laire zz\  =  0'  est  constante.  Le  plan  qui  joint  les  pôles  z 
et  z\  est  entraîné  dans  le  mouvement  diurne;   l'angle 

dièdre  xzz\  est  l'ascension  droite  M  de  l'axe  z'i  de  l'an- 
neau. En  désignant  par  w  la  vitesse  angulaire  de  la  Terre 
et  dt  l'élément  du  temps  ,  on  a 

(Il  -  =  - 

w  dt 

Les  pôles  z,  et  z\,  dont  la  distance  constante  est  >;, 
déterminent  un  plan  que  nous  nommerons,  pour  abréger, 
plan  de  l'anneau.  Par  analogie,  nous  appellerons  plan 
horaire,  le  plan  qui  passe  par  l'axe  de  l'anneau  et  l'axe 
terrestre.  Le  plan  de  l'anneau  fait  avec  le  plan  horaire  un 
angle  y  qui  est  compté,  à  partir  du  dernier,  dans  le  sens 
du  mouvement  de  la  Terre.  Cet  angle  y  suffit  évidem- 
ment pour  déterminer  la  position  de  l'anneau.  Nous  fixe- 
rons l'axe/,  dans  le  plan  de  l'anneau  et  du  côté  opposé  à 
l'angle  w  à  partir  de  z\  ;  l'axe  x\  sera  perpendiculaire  à 
ce  dernier  plan,  et  en  arrière  àsy\  (fig  2)  d'un  angle 
droit,  dans  le  plan  de  l'équateur  de  l'anneau. 

Il  reste  à  fixer  la  position  du  tore  relativement  à  l'an- 
neau. A  cet  effet,  prolongeons  le  plan  de  l'anneau  jus- 
qu'à sa  rencontre  en  M  avec  l'équateur  du  tore  :  nous  dé- 
signerons par  et  l'angle  Mz,x,  que  fait  le  méridien  du 
tore  qui  contient  l'axe  X,   avec  le  prolongement  c,  M  du 
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plan  de  l'anneau,  compté  à  partir  de  celui-ci  dans  le 
sens  du  mouvement  terrestre. 

L'angle  y  qui  détermine  la  situation  de  l'anneau  et  l'an- 
gle a  qui  fixe  celle  du  tore  relativement  à  l'anneau  sont 
les  quantités  qu'il  s'agit  d'exprimer  en  fonction  du 
temps. 

4.  Etablissons  maintenant  les  relations  de  position  des 
axes  mobiles  entre  eux. 

x\  étant  le  pôle  de  M«,  y,,  l'arc  qui  joindrait  z%  et  x", 

lui  est  perpendiculaire  ;  il  vient  donc  xlziy\  =  go° —  «, 

d'où 

(a)  cos(x, ,  *rl)  =  Binft. 

Joignons  x,  «/,(*);  le  triangle x,zly'1,  où  l'angle  en  z, 

est  1800 — a,  donnera,  à  cause  de  z,y\  =90°  -+-  r,, 

(3)  co»  (#,,/_)  =—  cosucosa; 
le  triangle  xtziz\  donnera  de  même 

(4)  cû»(*, ,  »',)  =  —  sinucosa- 

Formons  le  triangle  x\  z,  jrt  ;  l'angle  en  z,  sera  «,  et  il 
viendra 

(5)  cos(,r,,xr,)  —  cosa: 

on  aura,  par  le  triangle  yiZijr',,  où  l'angle  en  z,  est 
go° —  a , 

(6)  «•■(j'u/i)  =coansina, 

puis,  dans  le  triangle  y,zt2,l,  où  l'angle  en  xt  est  en- 
core 900  —  a , 

(7)  cos  (/1,  z,  )  =  sûmsina. 


(*)  Pour  ne  pas  trop  compliquer  la  ligure,  011  n'y  a  pas  opère  cette 
jonction,  ni  d'antres  qui  sont  indiquées  plus  loin  ;  mail  le  lecteur  y 
suppléer*  aisément  parla  pansée. 
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On  a  d'ailleurs  directement 

I  cos(»,,  x\)  =  o, 

(8)  o»(.„/,)  =  -Bn», 
(  cos  (*,,  s',)  =  •+  cosn- 

Considérons  le  triangle  N22,;  IcsarcsNz.  Ns,  étant 
de  go  degrés,  les  angles  en  z  et  =',   sont  pareillement 
droits;  il  en  résulte  î$  zx  +  xzz,  =  go",  ou  bien,  en 
désignant  par  (3  l'angle  z,  zz- , 
(8  6w)  ^  +  a— p  =  9o". 

A  cause  que  l'angle  en  z,  dans  le  même  triangle  est  droit, 
il  vient,  en  désignant  parc  l'angle  zz,  z , ,  e+N  z,M  =  go°, 
ou 

(9)  *  — a  =  90°  — ». 

Le  triangle  V  zz', ,  pareillement  H  rectangle ,  donne  d'a- 
bord 
{10}  f  =  9o"— *, 

puis  ensuite  7+  Ma',N'^9o0;  mais  Ma',  «'=90°— ♦', 

il  en  résulte 

{,1)  7  =  +'. 

La  valeur  de  <|>  tirée  de  l'équation  (8  bts) 
(12)  ^go'-K-Hp, 

comparée  à  celle  de  J»',  donne  d'ailleurs 
(i3)  ■>-+'=  p. 

A  ces  relations  nous  joindrons  immédiatement  quel- 
ques-unes de  celles  que  fournit  le  triangle  zz,  z\ .  Par 
la  proportionnalité  des  sinus,  on  a  d'abord 

(  sinf/  siiiy  =  sinS  sini. 
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Les  équations  qui  donnent  le  cosinus  de  l'un  des  angles  ai 
fonction  des  sinus  et  cosinus  des  cotés  peuvent  s'écrire 

(i5)  |  cosn  cosB 

in 0  cos(i  =  cos.-,. 

Deux  des  formules  inverses  sont 

'"    '  (  — cospcosT+sinp3in7CosO'=cos(. 

Enfin  it  existe  une  relation  peu  en  usage  et  qui  sert  à 
démontrer  la  formule  [désignée  quelquefois  par  formula 
des  cotangentes.  Voici  les  relations  qu'elle  fournît  : 

isinB'cosf*  -f-  sinn  cosScosi  =  cosr,  sin  6, 
sin*1  COS7  -4-  sine  cos»  cosi  =  cos9  sinn , 
sin9  cosi  +sin9'cos7icosY^cosfl'sin)j. 

5.  Dans  les  conditions  du  problème  actuel,  les  équa- 
tions différentielles  du  mouvement  d'un  corps  solide  au- 
tour de  son  centre  de  gravité,  quel  que  soit  d'ailleurs  le 
mouvement  de  translation  de  celui-ci,  sont 


(*- 

~*)l»f 

*sii 

■2- 

•  i» 

4Î+ 

„.A 
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A,  B,  C  désignant  les  moments  d'inertie  autour  des 
axes  principaux  des  x, ,  y, ,  x,  qui  se  coupent  au  centre 
de  gravité  ;  p ,  q ,  r  les  composantes  de  la  vitesse  angulaire 
de  rotation  par  rapport  aux  mêmes  axes  ;  et  P,  Q ,  R  les 
moments  des  forces  extérieures  par  rapport  à  ces  mêmes 

Mouvement  du  tore.  Le  tore  étant  de  révolution  au- 
tour de  l'axe  des  z, ,  les  moments  d'inertie  autour  des 
deux  autres  axes  sont  égaux  ;  on  a  ainsi 
(ao)  B  =  A. 

Quant  aux  moments  des  forces  qui  le  sollicitent,  ou 
observera  d'abord  que  la  pesanteur  doit  être  éliminée, 
puisque  la  force  qui  en  résulte  passe  par  le  centre  des 
moments.  Le  tore  reçoit  de  l'anneau  des  actions  dont 
nous  désignerons  par  u  le  moment  résultant.  Si  nous  né- 
gligeons le  frottement  et  que  nous  admettions  une  par- 
faite symétrie  autour  de  l'axe  du  tore ,  il  s'ensuivra  que 
les  actions  exercées  parallèlement  à  l'axe  sur  les  pivots 
se  réduiront  à  une  force  dont  la  direction  passe  par  l'axe 
de  figure  et  ne  donne  lieu  à  aucun  moment.  En  négligeant 
aussi  la  résistance  de  l'air,  il  restera  des  actions  normales 
aux  surfaces  des  tourillons;  et  la  direction  de  ces  forces 
passera  par  l'axe  de  figure.  L'axe  du  moment  résultant 
uestdonc  situé  dans  le  plan  de  l'équateur  du  tore.  Soit  X 
l'angle  de  cet  axe  avec  l'axe  des  x, ,  compté  dans  le  sens 
de  x,  à  y,,  il  viendra 

(P  =  p  cos  1 , 
Q  =  (*sfnl, 
(  R  =  [*cos(fi,  *,)  =  o. 
Cette  dernière  valeur  jointe  à  là  relation  (30)  réduit  la 
troisième  équation  (18)  à 
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d'où ,  en  désignant  par  n  une  constante , 
(sa)  r=». 

En  vertu  de  ce  qui  vient  d'être  établi ,  les  deux  premiè- 
res équations  (i8)  deviennent 

|  i*+(C-*)«,  =  fcosl, 

(23) 

Mouvement  de  Vanneau.  Les  équations  de  ce  mouve- 
ment s'écriront  en  ajoutant  un  accent  à  toutes  les  quan- 
tités qui  entrent  dans  les  équations  (18)  et  (10),  à  l'excep- 
tion du  temps  t.  On  pourrait  établir  la  condition  d'égalité 
des  moments  d'inertie  B'  et  C'[Jig.  i];  mais  il  n'en 
résulterait  pas  de  réduction  sensible  dans  l'équation  fi- 
liale, d'ailleurs  il  pourra  arriver  que  la  nécessité  d'an- 
nexer quelques  masses  lorsqu'il  s'agira  de  réaliser  l'appa- 
reil, conduise  à  des  moments  B' et  C  inégaux.  Nous  au- 
rons d'abord 

Ia-^-(b'-c)  ,v  =  p, 

(S4)  JB'5-(C'-A')r>'=Q', 

[c^-(v-B>Y  =  «'i 

puis,  à  cause  de  $'  =  constante,  les  équations  (19)  don- 
neront 

■      ,'.  „<*+' 
p'  =  3.n*'smG'  -TT-j 

,   ■    „,«<+' 
?'  =  cos*  smB  -£, 

"  ~  dt  dt' 

W  de  Mothémei.,  t.  XIV.  (Septembre  rBS5.]  a3 
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Mais,  en  verlu  de  (io)  et  (i),  il  vient 

et  nous  avons  d'ailleurs,  équation  (n) 


il  s'ensuit 


(a6) 


!//  =  —  wsiûS'siny. 
q'  =  —  u  sin  &  COS7 , 
.•-il. 


-  ■+■  v  cos  fl'  -r 


(  -V  =  —  «  si 


Enfin,  les  moments  des  forces  que  reçoit  l'anneau  sont: 
i°  ceux  des  forces  égales  et  opposées  à  celles  qu'il  exerce 
sur  le  tore;  20  les  moments  des  forces  que  les  supports 
exercent  sur  l'axe  de  l'anneau  lui-même.  Nous  trouve- 
rons, en  raisonnant  comme  tout  à  l'heure,  que  ces  der- 
niers se  réduisent  à  uu  moment  a',  dont  l'axe  est  situé 
dans  le  plan  de  l'équaleur  de  l'anneau  et  fait  un  angle  A' 
avec  l'axe  des  x\  compté  de  celui-ci  vers  y,.  Il  vient 
donc 

V  =  -  Pcosf*,,  *',)-  Qcos  [y„  x\)  -t-  p'cosï', 
Q-=-Pcos(*,,y,)-Qcos(r,,y,}+f.'smV, 
R'  =  — Pcos(*,,  s',)  — Qcos(r.,*',). 

«a,  en  vertu  des  relations  (2)  à  (8)  et  ayant  égard  aux 
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valeurs  de  P  et  de  Q, 

P'=  —  pCOSÏSÎna  — .(iSin'ACOSa  -f-ji'cMÏ', 

Q'  =  H-  p  cosl  cosa  cos« —  p  sin  l  sin  a  cosn  +  (*'  «ht  V, 
R'=  ■+•  f*  cosl  cosa  sin»  —  p  sin!  sin  a  sin  n. 

Substituant  ces  valeurs  et  les  précédentes  (  26)  et  (  37) 
dans  les  équations  (a4)>  il  vient 

-A'«sin9'cos7  ^+{B'-CVsiiifr'cos7  (  jL -f-»cos9'J  =-,«»!.(,*+ Xj.+.f.'cosV , 

+B'wsinfl'sinv^+(C'-A')«sine'sinïM+ùlcose'Wpcos),cos(a-f-î)+fl'siDl' 

(î8)    +C'-^f  — (A'  — B'}»'sin'e'sinycos7  =  flsin))cos(«+-l). 

Les  deux  premières  de  ces  équations  peuvent  s'écrire 

'     .(B'+C'-A'}^) 
(«9) 


+  (C—  A'J.ucosft'J 
P'cosl'  =  »siu8'cos7j      (B""C'~AJS'[  +  flsin(*  +  l). 


uO<«J      (°'-C'-A')^L 

(  +  (B'  — C'Jucosfl') 


Elles  serviront  à  déterminer  u!  et  X'  lorsque  tout  ce  qui 
se  rapporte  au  mouvement  du  tore  sera  connu. 

6.  Mouvement  du  système  des  deuxcorps.  Multiplions 
la  première  équation  (a3)  par  cosa,  la  deuxième  par 
sin  a  et  retranchons ,  il  viendra    ' 

(3o)  a(cos*  -£-  sina  Jj  -+■  (C  -  A)  «(ycos*  +P  sin«)  =  p  Cos(a  +  \); 

on  aurait  semblablement 

(3.)   A(«n.4+«..|)  +  (C-A)»(,»n._,c«.)  =  |1„-n(.+1,. 

Ces  équations  seraient  propres  à  donner  jxei«+i 
eu  fonction  des  autres  quantités  supposées  connues.  La 
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première  pourrait  aussi  nous  servir  a  former  l'équation 
principale  du  problème.  En  effet,  l'équation  (3o)  étant 
multipliée  par  sinn  et  retranchée  de  l'équation  (28),  il 
vient 


(3>) 


-  (À' —  B')  w,sin1fl'sin7COS7 

HA.iaa(«n*J-coa«^J 

-  (C  — À)  sinnrt  (çco»fc  +  psioa)  ; 


Tulle  est  l'équation  qu'il  s'agirait  de  traiter  à  l'effet  d'en  éli- 
miner toutes  les  variables  et  dérivées  de  variables  autres 
que  y;  mais,  pour  plus  de  symétrie,  nous  procéderons  un 
peu  différemment. 

A  l'aide  des  valeurs  (19)  nous  formerons  d'abord  les 
combinaisons  suivantes  que  contiennent  les  équations 
(3o)(3l)et(>i)s 

if  cos*  -t~p  si««  =  +  cos  f*  —  «}  sinO  -—  +  sin(* —  ")~J7> 

dii  dB 

ç  siUa  —  DCOSBSS—  sin  (»  —  a)  ÛU& —■  +  <**(*  —  *)  jT ' 

Or  nous  avons  trouvé  (9) 


»  —  «  =  90* — 

, 

il  s'ensuit 

[  q  cosa  -4-  p  sin  a  =  ■+■  sin»  s 

••3 

(33) 

1  9  sio  a  —  pcota.  =  —  cosis 

dt 

En  vertu  de  (ia)et(i),  la  valeur  devrai 
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pour  obtenir  celle  de  -—,  nous  aurons  recours  à  la  pre- 
mière équation  (14)  et  à  k  troisième  équation  (i5),que 
nous  écrirons  comme  il  suit  : 


En  les  différenciant,  il  vient 


«.a  H 


cospcosS- 


mulùpliant    la     première  par    cos(3 ,  la    seconde    par 
—  sin(3,  et  ajoutant ,  on  trouve 

rfS  (iv  dt 

sine-r:=:Sinnfos8  co»7  -~  —  coi  S7  siu  Bsin6— • 

dt-  r        '  dt  r         dt 

On  obtiendrait  semblablement  une  relation  entre  <£0 
et  dy,  mais  il  sera  plus  simple  d'employer  la  première 
équation  (i5) 

cos9  =  cosucosS'-l-  sinnsinB'cosy; 
elle  donne  directement 

,35,  *.£-*.*r*,£ 

et  il  vient,  en  substituant  cette  valeur  dans  celle  de  sinO  -£, 

sinfl  -7^  =  sin»(cos{Scos7  —  sin^siû?  eos8'}-T^» 
ou,  en  vertu  de  la  deuxième  équation  (16), 
(36,  «J— *.-.J. 

Portant  les  valeurs  (34),  (35)  et  (36)  dans  les  équa- 
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lions  (33) ,  il  vient 

a  cos a  -f-  p  sin a  =  —  u  sinS  sioi ;— —  (sin'*sine  —  sin  B'sinv) 

.      /  .     sine'Mn7\  d-j 

"  '  \  smQ     /  dt 

valeurs  qui,  en  vertu  de  la  deuxième  équation  (14) ,  se 
réduisent  à 

I  7  cos*  ■-!-/)  sin  a  =  —  usiaOsini 
d-, 
îsiiij  —  />  cosa  =  -+-  u  sin  0  cos  ■  -+-  Sinij  — '  • 

Diflôrentions   maintenant  ces  deux  équations,   nous 
aurons 


(38) 


f  sm  a-  -  —  COSa-; 


Les  deuxièmes  équations  (i4)  et  (i5)  donnent  d'ailleurs 

sin  S  sin  i  =  sin  6'  sin  7, 
cos  V 

sinGcosi---   — : —  COtnCOsS, 


d'où 


(39) 


f  rf.&infisim  .   Ad«       .  „rf9 

— ==+  cos  •  sin  8  —  +  sin  ■  cos  S  — 


„d7 


-  ^  —  sin t  sin  0  —   -+-  cos  «COS  9 

.    ,  dO 
=  cotnSlBÛ-r  ■ 
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Ces  mêmes  équations  vont  nous  fournir  la  valeur  de  ■' ' 

dont  nous  aurons  besoiu  dans  un  instant.  A  cet  effet, 
multiplions  la  première  par  cose  et  la  deuxième  par 
—  sius,  puis  ajoutons,  il  viendra 

smfl-r-  =sin8  cos7Cost-ri  —  cot»  sim  sinlJ  — 7 
dt  '       -dt  dt 

et,  en  substituant  la  valeur  (35), 

sinfl— ■  =  sinfl'  (cosycosi  —  ton-/  sini  cosn)--J- 

En  ayant  égard  à  la  première  équation  (16) ,  cette  expres- 
sion se  réduit  à 

(io)  sinfl—  =  —  sinS1  cosB-r-- 

l*  '  dt  r  lit 

Les  expressions    (38)  contiennent  encore  la  dérivée 

-r-   dont  il    faut  calculer  l'expression.  L'équation   (9) 

donne 

tit  —  Ha.  =  —  rft, 
d'où 

da rf*       dt 

dt  ~ dt  ~*~ di* 

et,  en  vertu  de  la  troisième  équation  (19)  et  de  l' équa- 
tion faa), 


-  =  n  +  cos< 


dj/      dt 

de  +  rfr' 


Substituant  les  valeurs  précédemment  obtenues,  il  vient 

~  =  n  —  w  cosft  —  -^-r  (sinn  cosfl  cos«  4-  sinS'  cosp)  ^  . 
dt  .      sm6^  r  dt 
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ou,  a  cause  des  premières  équations  (i  5)  et  (17), 

I~  =  n  —  ucos  6  —  cns«  -^ 
dt  dt 

=  n  —  »(cosij  eûsO'  +  sûin  sin&'cos?)  —  c 

Présentons  immédiatement  une  remarque  relative  à  la 
constante  n.  Cette  quantité  n'est  pas  donnée  directement 
par  l'observation,  mais  l'équation  précédente  va  nous 
donner  le  moyen  de  l'obtenir.  Supposons  que  l'anneau 
étant  en  repos  relativement  a  la  surface  de  la  Terre  et 
son  plan  formant  avec  le  plan  horaire  l'angle  y0 ,  on  com- 
munique au  tore  une  vitesse  angulaire  relative  au  plan 
de  l'anneau  qui  soit  w,  et  qu'on  l'abandonne  à  lui-même 
en  cet  état;  iv  sera  la  valeur  initiale  de  — »  et  l'équa- 
tion (41)  fournira  l'expression  suivante  de  n  en  fonction 
de  w  et  y„: 
(4a)     n=H'  +  w(cos7!Cos&'  +  smnsine'cos7,)  =  M'4-ucosfl,. 

Celte  relation  montre  que  la  vitesse  de  rotation  au- 
tour de  l'axe  du  tore  est  égale  à  la  vitesse  relative  du  tore, 
l'anneau  étant  au  repos,  augmentée  de  la  composante  de  la 
.vitesse  de  la  Terre  autour  de  l'axe  du  tore  dans  le  même 
état  de  repos  de  l'anneau. 

Revenons  aux  équations  (38).  En  y  substituant  les  va- 
leurs (39),  (35)  et  (4i),  on  aura 

„„   •*?,.;„   dP .  /„        „.«  rf7\,    .  » 
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Au  moyen  de  ces  valeurs  les  équations  (3o)  et  (3i) 
donneront 

pSin(a-)-ï)  =  I  C/i  —  AlttCOSÔ+CMn-j^l      (jsina — p  cosa) 


(*cos(a-  +  -l)  =  I  Cn  — A  (ucose  +  cosn-?  )     (jcqsa  +  jssina) 

—  Awsin6'cosi)sii>7-r-  —  Aaiim  -;-i; 
'  dt  dp' 

substituant  les  valeurs  (3?) ,  'A  viendra 
P™(.  +  1)=+[c.-i(.».»+oo.,J')](.^.«„,.+  »04) 

f»cos(*  -»-l)=—     Cn  -  -  A  lucosS-»-  cosn -^  \    usinSsîm 


—  Au  sin9' c 


Développant  et  ordonnant,  ou  aura  d'abord 

u  sin ( a -H  1)  = -j-  (Cn  —  A«cosS}«sinflcosi 


■x  cos  (a-(-X)=  —  (Cn — AucoïÛ)  u  sin5  sint 
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En  ayant  égard  aux   relations  du  n°  4,  ces  équation*  se 

réduisent  à 

[fisin  (a  -hl)  =  -t-  (Cb-  A«cose}»sinflcoï. 


(43) 


Si  l'on  remplace  ici  cosfl  par  sa  valeur  (i5)  et  sinPcosr 
par  sa  valeur 

(44)  sinScos»  =  cotS'sinn  —  sinfl'cosn  cosy 

tirée  de  la  troisième  équation  (17),  les  formules  (43) 
donneront  fi  et  a  ■+-  A  eu  fonction  de  y  et  de  ses  deux  pre- 
mières dérivées. 

7.  Formation  de  l  équation  finale.  Eliminons  la  quan- 
tité weoe  («■(-■  1}  entre  la  deuxième  équation  (43)  «1 
l'équation  f  28)  ,  il  viendra 

d'y 
(A  sin'»  +  C)  -^  -H  (C«  —  Au  cosfl)  «  sinfl'  sut»  sin7 

—  (A'— B')w*sin1fl'sin7COS7  =  o, 

puis,  en  mettant  pour  cosA  sa  valeur  (i5)  et  transposant, 

(44  bis)  j (A  *in''1  +  C'^=~ (C"  ~  Acos" »cosfl')  "*»r  m»'*1 

f  -l-  (Asin'n  +  A' —  B')w"  sin'9'sinycos 


Soient,  pour  abréger, 


w  —  ACMl|WC01j' 
sin'n  -|-  A'  —  B'     . 
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g  désignant ;  l'intensité  de  la  pesanteur  et  à  an  nombre 
abstrait  qui  sera  toujours  extrêmement  petit,  tant  que, 
A'  et  B'  étant  supposés  inégaux,  lia»  ne  sera  pas  lui- 
même  très-petit;  l'équation  précédente  deviendra 

(45) 

et  l'on  aura  en  même  temps 


.       '  '  «  sin  6' sinu    C« — Aeosn  »cos6' 
'  "Ml*    A sin'n  +  A'  —  B' 
a    sinn     C/i  —  AcosnucosS' 

L'équation  {45}  étant  multipliée  par  %dy  s'intègre 
immédiatement.  Soit  donc  J_  y0  la  valeur  réelle  ou  ima- 
ginaire de  y  pour  laquelle  ~  est  nul ,  il  vient 

—  =  _£  [coay  —  co»7„ —  3  (cos'y  —  cos'-y,)], 


**7'  *  ~±  Va  'C0Ï7  ~  C0B7»^1  —  *(cos7  +  COS7,)]- 
Le  cas  où  la  valeur  de  y  serait  imaginaire  pour  une  va- 
leur nulle  de  '-'-  >  est  celui  où  l'anneau,  an  lieu  d'être  aban- 
donné À  lui-même  à  partir  du  repos,  serait  animé  d'une  vi- 
tesse capable  de  lui  faire  décrire  an  arc  plus  grand  qu'une 
circonférence.  Dans  ce  cas,  que  nous  n'examinerons  pas, 
cosyo  pourrait  encore  être  une  quantité  réelle ,  mai*  elle 
sortirait  des  limites  ±  i  entre  lesquelles  sont  compris  les 
cosinus.  Au  reste ,  on  obtiendrait  la  valeur  de  cette  quan- 
tité en  mettant  dans  l'équation  précédente  un  système  de 

valeurs  simultanées  de  y  et  de  -t— 
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Ce  cas  étant  exclu ,  y6  sera  un  angle  réel ,  et  à  cause 

que  d  est  très-petit,  le  facteur    i  —  $  (cos y -\-  cosy0) 

sera  constamment  positif.  Ceci  posé,  on  voit  que  la  seule 

condition  pour  que  ~  soit  une  quantité  réelle  est  que  le 

facteur  coay —  cos/*  et  la  constante  a  soient  de  même 
signe.  Or  les  angles  0'  et  v  étant  supposés  compris  entre 
o  et  180  degrés,  et  le  terme  A  cos  m  wcosfl'  très-petit  par 
rapport  à  Cri,  le  signe  de  a  sera  celui  de  n.  Lors  donc 
que  la  composante  n  du  mouvement  de  rotation  autour 
-de  l'axe  de  figure  du  tore  sera  positive ,  on  devra  avoir 

eus?  >  cos*/,; 
les  valeurs  de  y  se  succéderont  dans  l'ordre 

7ai  °  1  —  7»>   °  »    +7,1  »  !■■■■ 
Si  le  mouvement  de  rotation  a  lieu  dans  le  sens  con- 
traire, ou  bien  si  la  constante  n  est  négative,  ou  aura 
nécessairement 

cosy  <cos7,; 
et  les  valeurs  de  y  se  succéderont  comme  il  suit  : 


La  valeur  absolue  de  — ï  est  la  même  pour  deux  va- 
leurs égales  et  de  signes  contraires  de  y  ;  il  suit  de  là ,  et 
de  ce  qui  vient  d'être  dit,  que  le  mouvement  du  plan  de 
l'anneau  est  nn  mouvement  oscillatoire  autour  du  plan 
horaire,  et  que  les  vitesses  angulaires  sont  égales  dans  les 
positions  symétriques  par  rapport  à  ce  plan.  11  en  résulte 
également  que  si  un  arc  d'une  amplitude  donnée  est  décrit 
par  le  gyroscope  dans  le  cas  de  n  positif,  i'arc  qui  sera  dé- 
crit lorsqu'on  changera  le  sens  delà  vitesse  de  rotation  en 
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conservant  le  même  point  de  départ,  sera  la  portion 
restante  de  la  circonférence.  Enfin,  si  Ton  néglige 
le  terme  en  à  dans  l'équation  {47)9  on  voit  que  cette 
expression  coïncide  avec  l'équation  différentielle  du 
mouvement  du  pendule  plan  de  longueur  a.  Le  mouve- 
ment du  plan  de  l'anneau  autour  du  plan  horaire  sui- 
vra, dans  ce  cas,  les  mêmes  lois  que  le  mouvement  du 
pendule  autour  de  la  verticale.  (Ce  résultat  a  été  indiqué 
par  plusieurs  auteurs.  )  La  première  équation  (46)  donne 
d'ailleurs  la  longueur  du  pendule  simple  qui  accomplirait 
des  oscillations  de  même  amplitude  dans  le  même  temps. 
On  pourrait  éviter  de  considérer  le  double  cas  relatif 
à  r  en  regardant  n  comme  une  quantité  toujours  positive; 
mais  alors,  il  faudrai  t ,  dans  le  cas  du  changement  de  sens 
de  la  rotation  du  tore ,  substituer  au  pôle  a,  son  opposé, 
et  changer  aussi  le  sens  de  l'un  des  axes  mobiles  x,  ou  y, , 
aÈn  que  les  axes  mobiles  restassent  superposables,  comme 
il  a  été  dit  au  n°  2.  Il  nous  parait  préférable,  quoique 
ce  soit  un  peu  plus  long ,  de  considérer  séparément  ces 
deux  cas. 

La  suite  prochainement. 


SOLUTION  M  LA  QIIKSTIM  3*3 


P«  M.  J.  MURENT, 

Licenciées  Sciences  { Clermont-Ferraiid  ). 


Problème.  Quelles  conditions  doit  remplir  un  qua- 
drilatère pour  que  tous  les  rectangles  circonscrits  soient 
semblables  à  un  rectangle  donné.  Quel  est  le  lieu  géo- 
métrique des  centres  de  ces  rectangles? 

Solution.    i°.  Soit  ABCD   un  quadrilatère  dont  les 
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diagonales  se  coupent  en  un  point  O.  Ce  quadrilatère 
sera  déterminé  si  l'on  suppose  donnés  l'angle  6  des 
diagonales  et  les  grandeurs  a,  b,  c,  d  des  segments* 
OA,  OB,  OC,  OD  de  ces  diagonales.  Menons  par  le 
point  À  une  droite  MQ  faisant  avec  la  diagonale  CÀ 
un  angle  quelconque  y,  et  construisons  le  rectangle 
circonscrit  MNPQ  dont  on  coté  est  dirigé  suivant  la  li- 
gne MQ.  En  traçant,  par  le  point  O,  des  parallèles  aux 
côtés  dn  rectangle ,  on  trouve  facilement  que  les  lon- 
gueurs de  ces  côtés  iont(d-l-c)sîny  et  {b  +  d)coa(9 — ©), 
ou  plus  simplement  Dsincp  et  D'cos  (0  ■—  y),  en  dési- 
gnant par  D  et  D' les  diagonales  entières  AC ,  BD. 

Pour  que  le  rectangle  MSPQ  soit  semblable  au  rec- 
tangle donné  dont  nous  représenterons  les  deux  dimen- 
sions par  C  et  C,  il  faut  que  l'on  ait  la  proportion 


D'cos(S-T)       C 

et  pour  que  la  similitude  existe  pour  tous  les  rectangles 
circonscrits,  il  faut  que  cette  relation  ait  lieu  pour  toute 
valeur  donnée  k  y.  Or-,  cette  même  relation  développée, 
pouvant  s'écrire  sous  la  forme 

(CD'sin»  —  DC)  tangç-4-CD'cos9  =  o, 

ne  sera  satisfaite,  quel  que  soit  f ,  que  si  l'on  a  simulta- 
nément 

CD'cosS=©     et     CIKsine—  DC  =  o, 

d'où  l'on  déduit 

D        C 

e  =  9°     et    v  =  c 

Ainsi ,  pour  qu'un  quadrilatère  satisfasse  aux  conditions 
de  l'énoncé,  il  faut  et  il  suffit  que  ses  diagonales  fassent 
entre  elles  un  angle  droit  et  soient  proportionnelles  aux 
deux  dimensions  dn  rectangle  donné. 
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On  voit  qu'il  existe  une  infinité  de  quadrilatères  possé- 
dant la  propriété  énoncée. 

i°.  Lieu  des  centres.  Considérons  un  quadrilatère  ABCD 
construit  suivant  les  conditions  que  l'on  vient  de  trouver  : 
ses  diagonales  seront  perpendiculaires  entre  elles  et  nous 
les  prendrons  pour  axes  coordonnés,  les  x  et  les  y  posi- 
tives étant  dirigées  suivant  OA  et  OB.  Construisons  le 
rectangle  circonscrit  MNPQ ,  dont  le  coté  MAQ  fait  avec 
l'axe  des  x  un  angle  quelconque  f ,  le  point  M  étant  si- 
tué dans  l'angle  des  coordonnées  positives. 

Cela  posé ,  il  est  facile  de  reconnaître  que  le  centre  du 
rectangle  doit  se  trouver  au  point  d'intersection  des  deux 
droites  menées  respectivement  parles  milienx  des  diago- 
nales AC  et  BD  du  quadrilatère,  parallèlement  aux  côtés 
MQ  et  MN  du  rectangle.  Or  le  milieu  de  AC  ayant  pour 
abscisse et  le  milieu  de  BD  ayant  pour  ordonnée 

,  les  équations  des  deux  droites  sont 


_r  =  langf. 


™) 


a  tang  f 

Ces  deux  équations  étant  satisfaites  par  les  coordonnées 
du  centre  du  rectangle  MNPQ,  si  l'on  élimine  entre  elles 
l'angle  f,  l'équation  finale  aura  lieu  entre  les  coordon- 
nées du  centre  d'un  rectangle  circonscrit  quelconque,  et 
représentera ,  par  conséquent ,  le  lieu  des  centres  de  tou» 
les  rectangles  circonscrits. 

Pour  éliminer  f ,  il  suffit  de  multiplier  membre  à  mem- 
bre les  deux  équations ,  et  l'on  aura ,  en  transposant", 
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C'est  l'équation  d'un  cercle  qui  passe  par  l'origine  et  par 
les  points 


c'est-à-dire  par  les  points  milieux  des  diagonales  AC ,  BD. 

Ainsi  le  lieu  cherché  est  le  cercle  décrit  en  prenant 
pour  diamètre  la  ligne  qui  joint  les  milieux  des  diagona- 
les du  quadrilatère. 

Remarque.  On  peut  prendre  pour  quadrilatère  un  lo- 
sange ;  on  a  alors 


l'équation  du  lieu  devient 

et  le  lieuse  réduit  à  un  point,  centre  du  losange. 

SECONDE  SOLUTION  DE  LA  QUESTION  300 


Problème.  Trouver  une  fonction  de  a,b,c,d  telle, 

faisant  d  =  c  elle  devienne  — y.         Lirait  m. 

Solution.  Désignons  par  F(a,b,  c,  d)   la  fonction 
demandée.  Cette  fonction  devant  se  réduire  a  ~    - 
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lorsqu'on  y  fait  b  =  a ,  sera  de  la  forme 

(.)   F(«,  6,,,  J)  =  ^ZL.  +  („_«)/(„,  t,  c,d), 

/étant  une  fonction  inconnue  qui  ne  devient  pas  infinie 
lorsque  b  =  a.  Afin  de  déterminer  cette  fonction/,  fai- 
sons d=  c  dans  l'égalité  (i).  Le  premier  membre  devra, 

d'après  l'énoncé,  se  réduire  à  —  ■  ■-■■■:>  et  nous  aurons 
=  (*-*)/(.,  b,ctc), 


et ,  par  Buite , 


-») 
Cette  relation  montre  que  la  fonction/  (a ,  b ,  e ,  d)  doit 

être  telle,  qu'elle  devienne  — r-r»    lorsqu'on    y  fait 

ri—  c  ;  donc  celte  fonction  est  de  la  forme 

/(■.J.'.'l-ÏÇnprrj  +  I'-'Jf  («.».«.')! 

f  étant  une  nouvelle  fonction  qui  ne  devient  pas  infinie 
pour  <7=  c.  On  voit  de  plus,  par  cette  dernière  égalité, 
que  <f  doit  aussi  rester  finie  pour  b  =  a  puisqu'il  en  est 
ainsi  de  la  fonction/. 

Substituant  la  dernière  valeur  de/dans  l'égalité  (i), 
il  vient 

'<•••■-  *-$£> 


i.  4c  Malhimai.,  l.  XIV.  [Octobre  iS55.)  2 4 
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u,  en  réduisant, 


F(«r,  b,  e,d)  = 


(*  +  b)[c  +  <t) 

+  {a-b){c-d)?[a,b,c,d). 

Cette  formule  donnera  une  infinité  de  fonctions  satis- 
faisant aux  conditions  de  l'énoncé;  il  suffira  de  prendre 
pour  a>  une  fonction  quelconque  de  a,  b,  c,  d,  qui  ne 
devienne  infinie  ni  pour  b  =  a ,  ni  pour  d=  c. 

L'expression  -. n^ ..  sera   la  plus  simple   des 

(a  -f-  b)  (c  -H  d) 

fonctions  qui  répondent  à  la  question. 


COMPARAISON  DE  QUELQUES  METHODES  DE  QUADRATURE 
ET  FORMULE  NOUVELLE; 

Pin  M.  Théodobe  PARMENTIEK, 

Ancien  clèvo  de  l'École  Fol  y  technique,  Capitaine  du  Génie  (*). 

De  tout  temps  les  géomètres  se  sont  préoccupés  de  la 
recherche  de  formules  d'approximation  pour  calculer 
l'aire  des  courbes  planes.  Ces  formules  sont  de  la  plus 
grande  utilité  pratique  ;  car,  dans  l'état  actuel  de  nos  con- 
naissances, le  nombre  des  fonctions  intégranles  est  fort 
limité,  et  d'ailleurs  on  a  bien  souvent  à  considérer  des 
courbes  irrégulières  qui  ne  peuvent  être  représentées 
par  une  fonction  algébrique,  telle  par  exemple  que  le 
périmètre  de  la  section  d'un  cours  d'eau  ou  une  courbe 
dynamométrique  dont  l'aire  représente  le  travail  d'une 
machine  ou  d'un  moteur. 

On  sait  que  l'aire  comprise  entre  l'axe  des  abscisses  de 

(*)  Aide  de  camp  du  général  Niel.en  Crimée.  Tu. 
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la  courbe  y  =f{r.)  et  les  deux  ordow 

est  représentée  parl'inh'grale  définie 


-r 


j \*)**. 


Les  méthodes  de  quadrature  ont  pour  but  de  déterminer 
une  valeur  plus  ou  moins  approchée  de  l'aire  S  dans  le 
cas  où  la  différentielle/(.r)  <tx  n'est  pas  intégrable,  ou 
lorsque  la  forme  de  la  fonction  f{x)  n'est  pas  connue  et 
que  l'on  peut  seulement  se  procurer  la  connaissance  d'un 
certain  nombre  de  valeurs  particulières  de  cette  fonction 
correspondant  à  des  valeurs  de  X  ,  généralement  équi  dif- 
férente s  ,  comprises  entre  Xtt  et  xm.  En  d'autres  termes , 
on  divise  l'aire  S  en  un  certain  nombre  de  trapèzes  cur- 
vilignes déterminés  par  des  ordonnées  équidistaates ,  et 
il  s'agit  de  trouver  une  valeur  approchée  de  la  surface  de 
plusieurs  de  ces  trapèzes  consécutifs ,  exprimée  à  l'aide 
des  différentes  ordonnées  formant  les  bases  des  trapèzes 
et  de  leur  hauteur  commune. 

La  première  idée  qui  se  présente ,  c'est  de  remplacer 
les  trapèzes  curvilignes  par  des  trapèzes  rectilignes  en 
joignant  deux  à  deux  par  des  cordes  les  extrémités  des 
différentes  ordonnées.  L'aire  du  polygone  inscrit' sera 
représentée  par  la  formule 

(,)  A  =  j[2^-j(r.+J-.)]. 

dans  laquelle  h  représente  la  commune  hauteur  des  dif- 
férents trapèzes,  j0  et  ym   les  ordonnées  extrêmes,   et 

\*  y  la  somme  de  toutes  les  ordonnées.  Cette  formule 

24- 


^.iizaj^Google 


est  simple,  mais  ne  do  nue  qu'une  approximation  assez 
grossière. 

£□  remplaçant  l'aire  de  la  courbe  par  celle  d'un  poly- 
gone circonscrit  formé  au  moyen  de  tangentes  menées  à 
l'extrémité  des  ordonnées  élevées  au  milieu  de  la  base  de 
ebaque  trapèze ,  on  obtient  la  formule  très-simple 

H  est  facile  de  déduire  de  simples  considérations  géomé- 
triques que  cette  dernière  formule  conduit  toujours  à  un 
résultat  plus  approché  de  la  valeur  exacte  de  Taire  S 
que  la  formule  (i),  et  comme  elle  a  en  outre  l'avantage 
d'une  plus  grande  simplicité ,  elle  doit  toujours  être  pré- 
férée. 

Le  géomètre  anglais  Thomas  Simpson  a  cherché  à 
obtenir  une  plus  grande  approximation  en  substituant  à 
la  courbe  dont  on  cherche  l'aire  une  suiie  d'arcs  de  para- 
boles du  second  degré  à  axes  parallèles  aux  ordonnées  :  ce 
qui  l'a  conduit  à  la  formule  suivante,  à  laquelle  il  a  at- 
taché son  nom  et  qui  constitue  encore  aujourd'hui  l'une 
des  méthodes  de  quadrature  les  plus  usitées, 

r„,  y; ,  y,,..., y*,  représentant  les  valeurs  numériques 
des  in  ■+■  i  ordonnées  distantes  l'une  de  l'autre  de  la  lon- 
gueur constante  A.  Cette  formule  donne ,  en  général,  des 
résultat*  plus  approchés  que  la  méthode  des  tangentes; 
mais  on  ne  peut  pas  affirmer  à  priori  qu'il  en  est  ainsi. 
Si  l'on  cherche,  par  exemple ,  l'aire  du  quart  de  cercle 
d'un  rayon  égal  à  i  o ,  en  partageant  le  rayon  en  dix  par- 
ties égales,  la  formule  (a)  donne 
A  =  78,809, 
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et  la  formule  (3) 
'       '  A  =  .;8,i73. 

Or  la  vraie  valeur  de  l'aire  est 

S  =  78,540. 

L'erreur  en  plus  a  laquelle  conduit  la  méthode  des  tan- 
gentes est  donc  moindre  que  l'erreur  en  moins  que 
donne  la  formule  de  Simpson.  L'aire  de  la  parabole 

entre  l'axe  des  abscisses ,  la  courbe  et  les  ordonnées  cor- 
respondant à  x  =  o  et  x  =  10,  a  pour  valeur  exacte 

1 10x^=63,246. 

En  partageant  la  base  en  dix  parties  égales,  la  formule  (a) 
conduit  à 

A  =  63, 408, 
et  la  formule  (3)  à 

A:=  63,001 

L'avantage  est  donc  encore  à  la  méthode  des  tangentes. 
H  en  serait  de  même  en  calculant ,  au  moyeu  de  dix  or- 
données ,  l'aire  du  quart  de  l'ellipse ,  ou  celle  de  l'arc  de 
l'hyperbole  y  =  v*ao.x  + j:"  entre  le  sommet  et  l'or- 
donnée correspondant  à  x=io.  Mais  si  l'on  cherche 
l'aire  comprise  entre  l'axe  des  abscisses,  l'hyperbole 
ïjfial  et  les  ordonnées  correspondant  à  x  =  l  et  x  =  2, 
aire  dont  la  vraie  valeur  est 

S  =  logoép.  2  =  0)69,3147, 

on  trouve  que  la  formule  (  2)  conduit ,  au  moyen  de  dix 
ordonnées  ,  à  la  valeur 

A  =  0,692835, 
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et  la  formule  (3)  à  la  valeur  beaucoup  plus  approchée 

A  =  o,6y3i5o. 

Je  pense  que  la  formule  de  Simpson  doit,  en  général , 
être  préférée  à  la  méthode  des  tangentes ,  mais  il  me  pa- 
rait difficile  de  les  comparer  entre  elles  et  de  décider, 
à  priori,  dans  quel  cas  l'une  doit  l'emporter  sur  l'autre. 

M.  Catalan,  remarquant  que  les  différents  axes  de  pa- 
rabole de  la  méthode  de  Simpson  ne  se  touchent  qu'en  un 
point  et  forment  ainsi  des  jarrets,  a  pensé  que  l'on  ob- 
tiendrait une  formule  plus  exacte  en  faisant  recroiser 
deux  arcs  consécutifs  de  manière  à  leur  donner  deux 
points  communs.  Après  avoir  mené  un  premier  arc  de 
parabole  à  axe  parallèle  aux  ordonnées,  par  les  extrémi- 
tés des  trois  premières  ordonnées ,  on  ne  conserve  de  celle 
ligne  que  la  partie  comprise  entre  les  deux  premières  or- 
données; puis  on  fait  passer  un  second  arc  de  parabole 
par  les  extrémités  des  deuxième  ,  troisième  et  quatrième 
ordonnées,  et  ainsi  de  suite,  en  conservant  l'arc  entier 
pour  les  trois  dernières  ordonnées.  Pour  donner  de  la  sy- 
métrie à  l'expression  de  l'aire  de  la  courbe  ainsi  formée, 
M.  Catalan  refait  la  même  construction  dans  l'ordre  in- 
verse ,  puis  il  prend  la  moyenne  des  deux  aires.  Il  arrive 
.  ainsi  à  la  formule 

[2i?~ «!■*"•— r-'Urfifri+r—i)  I 
-54  (;•.-;•->  J 

A  représentant  l'équi  dis  tance  des  ordonnées  et  V  j-  la 
somme  des  n  ordonnées je ,  )-,  ,y i,..., yn  (*). 

(')  Vojctin  Soartllti  4a»»let  Jt  UailéméUq uei,  t.  X.  p.  ',,?. 
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M.  Catalan  pense  que  cette  formule  pourra  presque 
toujours  Être  préférée  à  celle  de  Simpson.  La  plus  grande 
continuité  donnée  à  la  suite  des  arcs  paraboliques  semble, 
en  effet,  favorable  à  la  formule  ( 4 )•  Pourtant  on  ne  peut 
rien  affirmer  à  cet  égard.  En  comparant  les  deux  formules 
dans  le  cas  des  cinq  aires  dont  il  a  été  question  ci-dessus, 
on  trouvera  que  l'avantage  est  toujours  à  la  formule  de 
Simpson.  Cetie  dernière  étant  d'ailleurs  plus  simple,  je 
pense  qu'il  n'y  a  pas  avantage  à  lui  substituer  la  for- 
mule (4). 

Passons  à  la  formule  de  M.  le  général  Poncelet.  L'aire 
d'une  courbe  étant  comprise  entre  celle  du  polygone  in- 
scrit formé  par  une  suite  de  cordes ,  et  celle  du  polygone 
circonscrit  formé  par  une  suite  de  tangentes  ,  il  était  na- 
turel de  penser  qu'en  général  la  moyenne  arithmétique 
entre  ces  deux  aires  s'approcherait  plus  que  chacune 
d'elles  de  l'aire  de  la  courbe.  C'est  sur  cette  considération 
qu'est  fondée  la  méthode  mixte  entre  celle  des  tangentes 
et  des  cordes ,  exposée  par  M.  Poncelet  dans  ses  Leçons  à 
la  Faculté  des  Sciences  de  Paris. 

SoitaAGg  l'aire  à  calculer. 


On  forme  un  polygone  circonscrit  à  la  courbe  en  me- 
nant des  tangentes  aux  extrémités  de  toutes  les  ordonnées 
J'i»  J*  i  ■  -  ■  t Jtn-i  <le  rang  pair ,  et  un  polygone  inscrit,  en 
joignant  d'abord  les  extrémités  A  cl  B  des  deux  premières 
ordonnées ,  et  les  extrémités  F  et  G  des  deux  dernières. 
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puis  menasses  cordes  de  contact  BD ,  DF ,  etc. ,  du  poly- 
gone circonscrit.  Il  est  facile  de  voir  maintenant  que 
l'aire  du  polygone  inscrit  est  exprimée  par 

■u.t'j'— -+/W-)  .Ar—,  +  r.)m 


*(>2  «  +  £±2= -**£=). 

et  que  l'aire  du  polygone  circonscrit  a  pour  expression 

■*(/■  +  .T.  -H- ,.  +  /„_,)  =  a*  2^*, 

A  représentant  toujours  l'équidistance  des  ordonnées  et 

'Vj'i  la  somme  des  ordonnées  de  rang  pair  (ou  d'indice 

Mn/Joir}.  La  moyenne  arithmétique  entre  ces  deux  aires 
donne  pour  l'aire  approchée  de  la  courbe 


(5)  s  =  A(»2ri+^ J 


r.+rM 


(■)■ 


Cette  formule  conduit  fort  souvent  à  une  très-grande 
approximation  si  on  l'applique,  par  exemple,,  à  la  déter- 
mination de  l'aire  du  quart  de  cercle  de  rayon  10;  on 
trouve,  en  divisant  le  rayon  en  dix  parties  égales, 

S=  78,403, 

valeur  plus  approchée  que  celles  que  donnent  les  for- 
mules (2),  (3)  et  (4).  U  est  à  observer,  en  outre,  qu'au 


3,g,1,zedby  G00gle 


(377) 
lieu  de  dix  ou  onze  ordonnées  qu'ont  exigées  ces  derniè- 
res, on  n'en  a  eu  que  sept  à  calculer  pour  appliquer  la 
formule  de  M.  Poncelet  à  ce  cas  particulier.  L'approxi- 
mation eût  donc  été  plus  grande  encore,  si  l'on  avait, 
comme  l'eût  exigé  la  comparaison  équitable  des  diverses 
méthodes,  partagé  le  rayon  du  quart  de  cercle  en  seize 
parties  égales ,  afin  d'avoir  aussi  dix  ordonnées  à  calculer. 


On  peut  se  rendre  compte,  par  l'analyse,  de  la  valeur 
comparative  de  la  méthode  des  cordes ,  de  celle  des  tan- 
gentes et  de  celle  de  M.  Poncelet. 

Considérons ,  en  effet ,  un  élément  MM'  de  la  courbe 


j  =/w- 


Soient 


OP  = 


et  menons  la  corde  MM',  ainsi  que  la  tangente  au  point  m 
correspondant  au  milieu  de  PP'.  L'aire  PMM'  P'  de  la 
courbe  aura  pour  expression 


=x; 


ydx, 


ou ,  en  posant  x  =  x0  +  x 


s=xir'" 
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mais  on  a 
/■(*.  +  «■)  =/(*,)  +  *■/*(*.) 

+  T/"(*-l  +  0/",|'>)+"" 
et,  par  suite,  . 

ci 

jf  f_     ■'    '*r/(*.4-*')  =  iA;r/l*,) 

ou  enfin 

et  l'on  sait  que  ces  séries  sont  toujours  convergentes ,  si 
aAx  est  suffisamment  petit  et  si  /'(j"»). /"(■*,,),  etc., 
sont  limités.  D  est  facile  de  voir,  d'un  autre  côté  ,  que 
Taire  du  trapèze  inscrit  a  pour  expression 

A  =  Ar[/(*,  + ai*) +/(*,)]. 
ou,  en  développant  f  (xa  -+-  a  A.r)  en  série, 

Pareillement,  l'aire  du  trapèze  circonscrit,  qui  est 
égale  à 

peut  être  mise  sous  la  forme 
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S-À'=5(A*)>  /»  (*.)+■•■■ 

On  voit  par  là  que  si  les  éléments  dans  lesquels  on  a 
partagé  la  courbe  sont  assez  petits  pour  que  les  termes  qui 
renferment  Axa  une  puissance  supérieure  à  la  troisième 
puissent  être  négligés  devant  (Ai)',  la  méthode  des  tan- 
gentes conduit  à  une  erreur  qui  est  juste  moitié  moindre 
que  celle  à  laquelle  on  arrive  par  la  méthode  des  cor- 
des (*). 

La  moyenne  arithmétique  entre  le  trapèze  inscrit  et 
le  trapèze  circonscrit  a  pour  expression 

M  =  ~^-  =  ai*/(x.)  +  2  (a*)'/'  W  +  \  MVW-H  •■; 

on  a  donc 

ce  qui  montre  que,  lorsque  Ax  est  assez  petit,  cetie 
moyenne  donne  la  valeur  approchée  de  S  avec  une  erreur 
moitié  moindre  que  celle  résultant  de  l'aire  circonscrite, 
et  quatre  fois  plus  faible  que  celle  à  laquelle  conduit 
l'aire  inscrite.  Mais,  pour  obtenir  cette  moyenne,  on 
serait  obligé  de  calculer  un  nombre  double  d'ordonnées 
puisque  les  ordonnées  du  polygone  inscrit  ne  correspou- 

(')  Cette  conclusion  semble  supposer  que  /(-*„)  n'ont  pas  nulle; 
mais  il  est  facile  devoir,  en  calculant  les  termes  suivants  an  développe- 
ment de  S  —  A.  et  de  S  —  A',  qu'elle  subsisterait  encore  dans  le  cas  par- 
ticulier de  /'  (■*„)  =  o.  Si/"<x,)  était  aussi  nulle  on  si  plusieurs  des 
dérivées  ./"(x,  ),  /'*  (•*■„),  eu.,  étaient  nulles  à  la  fois,  l'avantage  de  la 
méthode  des  tangentes  sur  celle  des  cordes  n'en  sernit  que  plus  grand. 
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dent  pas  à  celles  du  polygone  circonscrit.  On  a  Vu  de 
"quelle  manière  ingénieuse  M.  Poncelet  a  évité  cet  incon- 
vénient, et  quoiqu'on  ne  puisse  pas  appliquer  à  sa  for- 
mule le  résultat  comparatif  que  nous  venons  d'obtenir, 
puisque  les  cordes  et  les  tangentes  ne  sont  pas  disposées 
de  la  même  manière  sur  les  deux  figures  ci-dessus,  on 
conçoit  néanmoins  qu'elle  doit  conduire  à  une  approxi- 
mation supérieure  à  celle  que  donnent ;^les  deux  autres 
méthodes,  On  vient  de  voir  que  la  différence  entre  l'aire 
de  la  courbe  et  celle  du  polygone  inscrit  tend  à  devenir 
double  de  la  différence  qu'il  y  a  entre  l'aire  de  la  courbe 
et  celle  du  polygone  circonscrit.  On  arriverait  donc  à 
une  plus  grande  approximation  si ,  au  lieu  de  prendre 

pour  l'aire  approchée  de  la  courbe ,  on  prenait 

= ,  car  ce  serait  la  véritable  expression  de  l'aire  de 

la  courbe,  si  les  termes  renfermant  Ax  à  une  puissance 
supérieure  à  la  troisième  étaient  réellement  négligeables. 
On  a ,  en  effet ,  3 


expression  qui  ne  diffère  de  la  valeur  de  S  que  par  des 
termes  renfermant  Ax  à  des  puissances  supérieures  à  la 
troisième  (et  même  à  la  quatrième,  comme  on  le  verrait 
en  calculant  un  plus  grand  nombre  de  termes).  Cette 
considération  m'a  permis  de  modifier  avantageusement 
la  formule  de  M.  Poncelet.  Reprenons,  à  cet  effet,  les 
valeurs  des  aires  inscrites  et  circonscrites  de  la  première 
des  deux  figures  ci-dessus, 
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fil  ■ 

Mais,  au  lieu  de   prendre,   comme  M.  Poncelct,  la 
moyenne  arithmétique  entre  ces  valeurs ,  prenons  pour 

l'aire  S  de  la  courbe  l'expression  — ^ — ,  on  aura 


(6)  IaliY;i  + 


Cette  nouvelle  formule,  qui  n'est  pas  plus  compliquée 
que  celle  de  M.  Poncelet  et  qui  est  beaucoup  plus  appro- 
chée, doit  donc  lui  être  toujours  préférée  (*). 

Appliquons  les  considérations  analytiques  qui  précè- 
dent à  un  exemple  numérique,  celui  de  l'aire  comprise 
entre  l'arc  de  l'hyperbole  équilatère  xy  =  i  «  l'axe  des 
abscisses,  entre  les  limites  x=i  cti  =  a,  aire  dont 
la  valeur  exacte  est  le  logarithme  népérien  de  a  ou 

S  =  0,69314718. 


(*)  M.  le  général  Poncelet,  auquel  j'ai  soumis  ce  polit  travail  qu'il  a 
bien  voulu  approuver  sans  restriction,  m'a  fait  observer  que  l'on  peut 
justifier  celte  nouvelle  méthode  de  quadrature  par  cette  considération 
purement  géométrique,  qu'à  mesure  que  l'élément  d'are  considéré  dimi- 
nua, li  corde  MM'  (de  la  deuxième  figure) tend  a  devenir  parallèle  a  la 
tangente  TV',  en  même  temps  que  l'arc  M  rapproche  indéfini  méat  de  celui 
d'une  parabole  de  second  degré,  de  sorte  que  le  segment  intérieur  Mn>  H' 
converge  vers  les  =  du  (rapéie  MTT'  M',  considéré  à  la  limite  comme  un 
véritable  parallélogramme  ;  ce  qui  s'accorde  en  fièrement  avec  les  considé- 
rations analytiques  sur  lesquelles  repose  la  formule  (  G  ). 
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En  supposant  la  base  partagée  en  dix  parties  égales,  "la 
méthode  des  cordes  conduit  à  la  valeur 

A  =  0,693971 
et  celle  des  tangentes  à 

A' =  0,692835. 
On  a  donc 

S  —  A  =  —  o  ,000624  ■  ■ 
et 

S  —  A'=  o,ooo3i2 

ce  qui  fait  voir  qu'en  «'arrêtant  à  la  sixième  décimale , 
A x  =  o,  1  est  assez  petit  pour  que  les  termes  du  dévelop- 
pement en  série  qui  renferment  Ax  à  une  puissance  su- 
périeure à  la  troisième  puissent  être  négligés. 

En  prenant  la  moyenne  arithmétique  entre  A  et  A', 
on  trouve 

M  =  ^-±-^  =  0,693033 


S— M=  — o,oooi56, 

ce  qui  est  (en  valeur  absolue)  la  moitié  de  S> —  À',  ainsi 

qu'on  devait  s'y  attendre. 

Enfin, 

„,      A  +  aA'  ,.  _    , 

M  = =  0,693147, 

ce  qui  ne  diffère  de  la  valeur  de  S  qu'au  delà  de  la  sixiè- 
me décimale  et  présente,  par  conséquent,  une  approxi- 
mation bien  supérieure  à  toutes  celles  qui  précèdent. 
Mais,  comme  je  l'ai  déjà  dit,  il  esta  remarquer  que  le 
calcul  de  M  et  de  M'  serait  deux  fois  plus  long  que  celui 
de  A  ou  de  A',  et  que  l'on  pourrait ,  par  conséquent ,  dans 
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le  même  temps  calculer  A'  en  prenant  Ai  deux  fois  plus 
petit,  ce  qui  donnerait  peut-être  l'avantage  à  cette  der- 
nière expression.  Appliquons  donc  notre  exemple  à  la 
formule  de  M.  Poncelet  j  la  valeur  de  l'aire  sera 

S'  =  0,693523, 

et,  par  suite, 

S  —  S'  ==—  0,000376. 

On  voit  que  l'erreur  est  un  peu  plus  grande  que  S  —  A' 
et  qu'elle  est  plus  du  double  de  S  —  M  :  mais  cela  tient 
à  ce  qu'en  conservant  la  division  de  la  base  en  dix  parties 
égales ,  on  a  réellement  pris  A  x  deux  fois  plus  grand, 
comme  il  est  facile  de  le  voir  sur  la  première  figure ,  et 
que,  sans  avoir  plus  d'ordonnées  à  calculer,  on  aurait 
pu  diviser  la  base  en  seize  parties  égales,  auquel  cas  la 
formule  du  général  Poncelet  aurait  sans  doute  eu  l'avan- 
tage sur  la  méthode  des  tangentes. 

La  nouvelle  formule  (6)  conduit  à  la  valeur 

SH  =  0,692984, 


S  —  S"=~o,  oooi63, 

erreur  notablement  plus  faible  que  S  —  S'. 

Quant  à  la  comparaison  analytique  entre  la  formule 
de  M.  Poncelet  ou  la  formule  (6)  d'une  part,  et  entre 
celle  de  Simpson  ou  la  formule  (  4)  d'autre  part ,  elle  me 
paraît  fort  difficile  à  faire,  et  je  ne  puis  me  prononcer 
sur  leur  mérite  relatif.  Je  pense  néanmoins  qu'en  géné- 
ral la  nouvelle  formule  que  je  propose  ne  le  cède  pas 
en  exactitude  à  celle  de  Thomas  Simpson.  Cette  dernière, 
qui  donne  l'aire  exacte  dans  le  cas  particulier  d'une  pa- 
rabole du  second  degré  h  axe  parallèle  aux  ordonnées , 
peut  conduire,  comme  nous  l'avons  vu,  à  des  résultais 


^.iizaj^Google 
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inoins  satisfaisants  que  la  méthode  des  tangentes,  tandis 
que  la  formule  de  M.  Poncelct.  et  à  fortiori  la  formule  (€) 
sont  évidemment  préférables  à  la  méthode  des  tangentes. 


;  LA  RESOLUTION  DES  ÉQUATIONS  TRANSËBNIANTES 


Méthode  de  M.  Stern. 

La  méthode  des  séries,  employée  par  Eoler,  Lagrange 
et  M.  Cauchy,  est  sujette  à  de  graves  inconvénients.  Il 
y  a  d'abord  la  difficulté  de  reconnaître  la  continuité  et  la 
convergence,  de  reconnaître  si  l'on  s'approche  par  excès 
ou  par  défaut,  et,  lorsqu'il  existe  plusieurs  racines  réelles , 
il  est  difficile  de  distinguer  les  séries  correspondantes  aux 
diverses  racines,  les  équations  peuvent  avoir  une  infi- 
nité de  racines,  et,  pour  les  racines  imaginaires,  une 
première  approximation  est  déjà  pénible  à  obtenir.  C'est 
ce  qui  a  engagé  l'Académie  des  Sciences  de  Copenhague 
à  proposer  en  i83j  la  question  :  De  œquationum  trans- 
cendentium  radicibus  in.daga.ndis .  M.  le  Dr  Stern ,  cé- 
lèbre analyste  qui  habite  Gottingue  et  qui  y  cultive  la 
science  pour  elle-même ,  a  remporté  le  prix  (*).  Nous 
allons  essayer  de  donner  une  idée  de  l'ouvrage  couronné. 

La  racined'une  équation,  soit  algébrique,  soit  trans- 
cendante, est  une  quantité  qui ,  substituée  à  la  place  de 
l'inconnue  x,  la  réduit  à  zéro;  dans  une  équation  algé- 
brique qui  a  pour  facteur  x  —  a ,  on  est  autorisé  à  en 
conclure  que  a  est  une  racine;  il  n'en  est  pas  ainsi  dans 
une  équation  transcendante.  Si  l'on  a 

(■)  V( m.  à  Paris  pour  voir  l'foposilidii. 
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posant 

F  (x)  peut  devenir  infini.  Par  exemple ,  soit 

lang-r  =  sînj-sécx  =  o, 
on  peut  poser 


les  racines  de  l'équation 

annulent  aussi  langx  =  o.  En  effet  on  a 


(voir  les  Tables  deCallet). 
Ainsi 

.  et  ces  racines  donnent 

donc,  dans  ce  cas, 

ianga:  =  o; 

mais  les  racines  de  sec  x  =  o  sont  évidemment  imaginai- 
res. Posons  donc 


'■*  =  -  ('':  +'  :)<-'osj  —  ^ '(*■■—  e-'Jsinj-, 

'*  =  ~  ("'  +  F~')  sinr  +  -'(«'  -  *-)  cos^  . 
-  M«tMmat.,  l.  XIV    '.Oclol.M'  .Stt.)  a! 


j,=,i,zCtJ3vGoogIf 


(  386  ) 
On  doit  avoir ,  séc  x  étant  nul , 

COSj:  =  0O  ; 

donc 

z  =  co  , 
et,  par  conséquent, 

t,\ax  s=  eo . 

Ainsi ,  en  posant 

sécx  =  o, 
sinx  devient  infini  et  tangx  n'est  pas  nul  ;  en  effet ,  on 
trouve  alors 

tangx  =  1, 

Par  conséquent,  l'annulation  d'un  des  facteurs  n'annule 
pas  le  produit. 

L'auteur  fonde  sa  méthode  sur  ces  trois  théorèmes  : 

I.  Théorème.  L'équation 

étant  donnée,  substituant  successivement  Si,*,  àlaplace 
de  x,  si  les  valeurs  de  f  (xi),  f  (xt)  sont  de  signes  op- 
posés, il  existe  une  ou  plusieurs  racines  de  l'équation 
entre  x,  et  s,  ;  s'il  n'existe  aucune  racine  entre  xt  et  x,, 
les  valeurs  deî  (x,  j,  f  (xj)  sont  de  même  signe. 

Observation.  Bien   entendu  que /(x)   est  continue 
entre  xt  et  x,: 

II.  Théorème.  Si la fonction  f  (x)  et  toutes  ses  dérivées 
restent  continues  entre  x  et  x  -+-  a,  on  aura 

f(x  +  a)=fx  +  «/'(*,  *  +  «}, 

où  (x,x  +  a)  représentent  des   quantités    renfermées 
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entre  x  et  x  ■+•  a,  qui  ne  sont  pas  les  mêmes  dans  chaque 
équation  (Moigso,  Calcul  différentiel,  p.  34)- 

III.  Théorème  de  Fouueu.  M.  Ossian  Bonnet  en  a 
donné  une  démonstration  très-simple  (Nouvelles  Anna- 
les, tome  UI,  page  119);  rappelons  seulement  l'énoncé 
du  théorème. 

Soient  f  (x)  une  Jonction  algébrique  quelconque  de  de- 
gré m,  et  oc,  (i  deux  nombres  c(  j3  >  a;  écrivons  les  deux 
.  suites 

(a)      /<->(„),     /*-»(„),     /[—!(.),...,     /(.), 
(?)     /("><P).     /!"-':(P).     /"-"(?),...,     /(p). 

Les  exposants  indiquent  des  dérivations  ;  les  deux 
tes  peuvent  présenter  le  même  nombre  de  variations 
mais  dans  aucun  cas  la  suite  (/3)  n'a  plus  de  variations  que 
la  suite  (a).  Lorsque  la  suite  (|3)  a  moins  de  variât; 
le  nombre  de  racines  réelles  de  l'équation  comprise» 
entre  «  et  "  ne  peut  jamais  dépasser  le  nombre  de  varia- 
tions perdues.  Les  pertes  de  variations  proviennent 
i"  de  ce  que  des  valeurs  intermédiaires  enlre  a.  et  (3  an- 
nulent/(je)  ;  a0  ou  bien  de  ce  que  ces  valeurs  intermé- 
diaires annulent  une  ou  plusieurs  des  fonctions  dérivées 
et,  dans  ce  cas,  lés  variations  disparaissent  par  couples 
et  indiquent  l'existence  de  racines  imaginaires  dans  l'é- 
quation 

/;*.)  *  o. 

Le  nombre  de  variations  perdues  pouvant  tenir  à  l'une 
ou  à  l'antre  de  ces  deux  circonstances ,  on  ne  peut  savoir, 
comme  parle  théorème  de  M.  Stnrm,  le  nombre  juste 
des  racines  comprises,  on  a  seulement  une  limite;  mais, 
lorsque  par  la  nature  des  fonctions  dérivées  on  sait 
qu'une  d'elles  s'annule,  alors  le  nombre  rie  variations  per- 
dues indique  le  nombre  de  racines  réelles  renfermées 

25. 
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enlrca  et  fi,  cl,  en  généra),  lorsque  le  nombre  des  varia- 
tions perdues  est  impair,  il  existe  au  moins  une  racine 
réelle  entre  a  et  (3. 

Dans  les  fonctions  algébriques,  f l"'1  est  toujours  une 
constante  et  c'est  à  cette  particularité  qu'on  doit  de  pou- 
voir compter  le  nombre  de  variations  dans  chaque  suite 
(et)  et  (fî)  qui  ne  contiennent  au  plus  chacune  que  m  ter- 
mes; mais  dans  les  fonctions  transcendantes  on  peut 
continuer  les  différend  a  lion  s  indéfiniment  et  il  n'y  a 
plus  lieu  au  théorème  de  Fourier.  Pour  remédier  à  cet 
inconvénient ,  et  c'est  là  le  point  fondamental  de  la  mé- 
thode, M.  Stem  adopte  pouryf"'  une  dérivée  qui  jouisse 
de  la  propriété  qu'entre  a  cl  5  elle  ne  change  jamais  de 
signe;  c'est-à-dire  que  dans  cet  intervalle  l'équation 

n'a  aucune  racine ,  et  il  démontre  qu'alors  les  suites  {a } 
et  {(3  )  jouissent  des  mêmes  propriétés  que  pour  les  équa- 
tions algébriques ,  par  des  raisonnements  analogues  à 
ceux  que  l'on  fait  pour  ce  genre  d'équations.  11  nomme 
dérivée  déterminante  celle  qui  remplit  cette  condition,  et 
nombres  déterminants  les  nombres  a  et  (3 ,  et ,  pour  évi- 
ter la  longueur  des  calculs,  il  choisit  ef  et (3  de  telle  sorte, 
que  m  ne  dépasse  pas  deux  et  qu'il  n'y  ait  qu'une  seule 
racine  comprise,  et  qu'aucune  racine  des  équations  ■ 

ne  soit  comprise  entre  ces  nombres.  Il  est  toujours  pos- 
sible d'avoir  des  limites  si  resserrées  tant  que/'  (x)  et 
f"[x)  n'ont  pas  de  facteurs  communs;  dans  ce  dernier 
cas,  il  faut  chercher  ce  facteur  et  le  mettre  de  côté.  Ces 
limites  étant  trouvées ,  on  cherche  laquelle  de  ces  limites 
substituée  à  la  place  des  x  dans/(x)  et/"(jr)  donne 
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même    signe.    C'est  ce  que  l'auteur  nomme   la  limite 
extrême.  Si  c'est  a,  alors  on  aura  pour  nouvelle  limite 

une  autre  plus    rapprochée  a  -h  jrf\  ',  si  (3  est  la  limite 

tiuue  de  même  avec  ces  nouvelles  limites.  Lorsque  les 
deux  limites  ne  diffèrent  plus  que  d'une  unité  décimale , 
on  peut  aller  plus  vite.  Soit 


B~a 


•(£)'■ 


on  divise  la  plus  grande  des  deux  valeurs/ "«eiy"|3  par  la 

plus  petite  des  deux  valeurs  a/"' (a),  if  ((5)  et  soit  (—  ) 

l'unité  décimale  immédiatement  plus  grande  que  ee  quo- 
tient; si  n  est  plus  petit  que  i  — i,  on  resserre  les  li- 
mites jusqu'à  ce  qu'on  ait 


alors,  si  (3  est  la  limite  extrême,  on  développe  le  quo- 
tient 77-^- jusqu'à  la  décimale  d'ordre  an  +  A;  on  aug- 
mente le  dernier  chiffre  du  quotient  d'une  unité  et  on 
l'ajoute,  ainsi  augmenté,  à  (3,  $1  f  {$)' c\  f  (|3)  sont  de  si- 
gnes différents,  ou  bien  on  retranche  de  (3 ,  ûf($)  et 
/'(P)  ont  même  signe.  La  nouvelle  valeur  approchée  |3' 
peut  être  au-dessus  ou  au-dessous  de  la  valeur  de  la  ra- 
cine-, de  quoi  Ton  peut  s'assurer  en  substituant  fi'  à  la 
place  dexdtmsf(x):  en  tout  cas,  P'  diffère  de  x  d'une 

/ 1  \  "** 
quantité  moindre  que  I  —  )       •  Augmentant  ou  dimi- 
nuant la  dernière  figure  décimale  de  (3' d'une  unité,  selon 
que  (3'  est  plus  grand  ou  moindre  que  La  racine,  on  aura 
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de  nouvelles  limites  ;  et  procédant  avec  celles-ci  comme 
avec  les  précédentes,  on  parvient  à  des  résultats  exacts 
jusqu'à  la  a«-t-  k,  4"  +  3i,  8m  +  7*  figure  décimale. 

Les  applications  suivantes  éclairciront  ce  que  l'exposé 
peut  présenter  d'obscur  (*  ). 

Il  y  a  donc  trois  points  essentiels  qu'il  faut  avoir  tou- 
jours présents  dans  l'application  de  cette  méthode  :  i°  la 
recherche  de  la  Jonction  déterminante;  2°  la  recherche 
des  nombres  A  et  n;  3°  resserrer  les  limites  jusqu'à  ce 
que  l'on  ail 

">-'■ 

1"  Exemple  : 

x  logx  —  100=  o 
(Enler ,  Institut,  t.  II ,  §  343);  il  s'agit  de  logarithmes 
hyperboliques. 

/"(*)=!,      /'(*)=:!  +log«,      /(*)=*l0g*—  IOO; 

3  et   4  sont  des  nombres  déterminants;  car  f"  [x)  ne 
change  pas  de  signe  dans  cet  intervalle. 

/"(*),/'(*).  A, 

■+-  -+-  — 

(S)  l,     2,098,  o,3o93, 


(4)  7,      *,386,  0-940 

Ainsi  la  racine  est  entre  3  et  4> 

4-.-(f.Y. 


[')  On  en  donnera  plus  tard  la  démonstration  plutôt  longue  que  diffi- 
cile cl  qui  aurait  trop  allongé  cet  article. 
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doue 

n  =  o. 

■r  est  la  plus  grande  des  valeurs  de/'"  ( x),  5, 196  est  la 

plus  petite  des  valeurs  de  2/'  (x)  ;  donc 

5^8  =  °'°' 


Ainsi  la  condition  est  remplie.  La  limite  extrême  est  4, 
car  cette  limite  donne  même  signe  kf  {x)  etf(x) 

et  comme  in  +  À=i,  il  suffit  de  pousser  la  division 
jusqu'à  Ja  première  décimale  (voir  p.  389). 
Ainsi 

/"(»•■ 

augmentant  cette  décimale  d'une  unité,  on  a,  pour  pre- 
mière valeur  approchée, 

4-o,4=3,6; 

on   retranche  parce  qne/(/3)  et/'(|3)  ont  même  signe 
(p.  38s). 

/{3,6)  est  positif,  donc  3,6  est  trop  grand  et  la  racine 
est  comprise  entre  3, S  et  3,6  ;  or 

3,6  —  3,5  =  —, 
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î  *  =  i  «i 

n>  i  —  A,    2n-M  =  3. 


Il  faut  donc  pousser  le  quotient         'r  \  jusqu'à  la  troi- 
sième décimale  et  l'on  obtient 

7(3,6) 

ainsi  la  seconde  limite  est 

3,6  —  o ,  oo3  =r  3 ,  097 , 

approchée  à  un  millième  près.  f($,5(fj)  est  négatif,  la 
racine  est  donc  comprise  entre  3,597  el  3>5g8;  or  3,5y8 
est  la  limite  extrême  : 

/(3,598)  o,ooi63o3z 

/'(3,5g8j  —  2,28037813  ' 

or 

4«  +  3*  =  7; 

il  faut  pousser  jusqu'à  la  septième  décimale ,  donc 

/(3,5oB) 
/' (3,5o8)' 

ainsi  la  troisième  valeur  approchée  est 

3,598  —  0,000715  =  3,597385, 

exactes  r — j  près;  de  sorte  que  la  racine  est  entre 
3,Ï97a85o  et  3,5972831.  Euler  trouve  3, 597285a. 
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a*  Exemple  : 

fEuler,  Introduction,  livre  II,  §  53i);  il  est  évident  que 
cette  équation  n'a  qu'une  seule  racine  réelle. 

f{x)  =  cmr,    f'(x)=i  -f-sinx,     /(*)  =  *  —  cosx, 

depuis  x  =  o  jusqu'à  x  =  90  degrés ,  cosx  conserve  le 
même  signe;  donc  f  (x)  peut  être  prise  pour  fonction 
déterminante  ; 

o  —  coso  = —  1 ,     go"  —  cos  go"  =  +  Q00 

donc  il  y  a#une  racine  entre  o  et  90  degrés;  des  limites 
plus  resserrées  donnent 


/"M,      /■{'), 

U, 

(o,7). 

+-            + 
0,764,       ■,644, 

0,064, 

(0,8}, 

■+■            + 

0,696,         <  ,7'7. 

"•Tli  _„  ,. 

o,io3, 

/(o,8)  _o,io3 

/'(0,8)-.,7.7 
{0,8  est  la  limite  extrême).  H  faut  pousser  jusqu'à   la 
seconde  décimale ,  car 

art+  *  =  a, 
donc 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  394  )  ' 

première  valeur  approchée 

0,8 —  0,07  =0,73. 

/(o,7Î  )  est  négatif;  ainsi  la  racine  est  comprise  entre 
d,73  et  0,74. 

•    /(7,4)  _o.oo.53. 

/' (,,4)~    .,674 

seconde  valeur  approchée 

0,74  —  0,001  =0,739. 

/(o,73o)  est  négatif  ;  la. racine  est  entre   0,739   et 
0,7391. 

/(o,73q.)        0,000024887  ,a 

i>i  ■    -i—  =— — ^~S —   —  0,0000.487 
/'(o,733.)  1,6736a 

(car  8n  +  A  =  8); 
troisième  approximation 

0,739.  —  0,0000.488  =  0,739085.2, 

exacte  jusqu'à    la    huitième     décimale.    Euler    trouve 
0,7390847. 

La  suite  prochainement. 


SUR  IN  SYSTÈME  DE  TROIS  COURBES  PLANES; 

Par  oh  ABONNÉ 

(Montpellier). 


Soient 
13) 
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les  .équations  de  trois  courbes  ; 

(4)  A  +  lB  =  o 

sera  l'équation  d'une  courbe  passant  parles  points  d'in- 
tersection des  équations  (i)  et  (2) ,  et  nous  pourrons  dé- 
terminer i.  par  la  condition  que  (4)  coupe  (3)  ortbogo- 
nalement. 

(5)  A+fiC=o 

pourra  aussi  représenter  une  courbe  passant  par  les 
points  d'intersection  des  équations  (1)  et  (3)  en  coupant 
{a)  orthogonal  emen  t. 

{6)  B  +  vC  =  o 

passera  de  même  par  les  points  d'intersection  des  équa- 
tions (a)  et  (3)  et  coupera  (1)  orthogonal  emem. 

Les  valeurs  de  ). ,  p. ,  v  sont 

dk  dC       dkdC 
•  dx  dx       ify  dy 


rlB  dll 

dB  dC 

dx   dx 

dy  dy 

dk  dh 

dk  dto 

dx   dx 

+  4r   dy 

dB  rfC 

dB  rfC 

dx   dx 

ffy  py 

dk  dB 

dk  dH 

dx   d» 

+  dyd7 

dkdC        dAdC 
dx   dx        dy   dy 
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(7)  VB-^C  =  0 

est  l'équation  d'une  courbe  passant  par  les  points  d'inter- 
section des  courbes  (4)  et  (5).  D'après  l'identité  trouvée, 
l'équation  (6)  peut  s'écrire  sous  la  forme 

1  B  —  pC  =  o. 

Donc  les  courbes  (4),  {5}  et{6)  ont  toutes  leurs  cordes 
communes. 

Ce  théorème  est  la  généralisation  d'un  théorème  de 
Plùcker  énoncé  dans  un  des  volumes  des  Nouvelles  An- 
nales. 


NOUVELLES  PROPRIÉTÉS  DK  LA  LOXODROMIB; 
D'AMiis  M.  H.  D'ARREST. 

(Aslroa.  Nachr.   i853,  t.  XXXVI,  p.  35i.) 

1.  Notations. 

a,  3  coordonnées  astronomiques  d'un  point  d'une  loxo- 
dromie  passant  par  l'origine, 

A  —  angle  constant  de  la  loxodromie  avec  le  méri- 
dien . 

r  =  rayon  de  courbure  sphérique  de  la  loxodromie  au 
point  (a,  £). 

a',  à"  =  coordonnées  du  centre  du  cercle  osculateur  de 
la  loxodromie  au  point  («,â). 

n  =  portion  de  la  normale  comprise  entre  la  courbe 
et  l'équateur. 

r'  =   rayon  de  courbure  de   la  développée  au   point 
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n'  =  portion  delà  normale  au  point  (a', à')  comprise 
entre  la  développée  et  l'équateur. 

A'  =  angle  que  fait  la  développée  au  point  («',  3') 
avec  le  méridien  passant  par  ce  point. 

s'  =  longueur  d'un  arc  de  la  développée. 


3.  Formules. 

Équat 

on 

le  la  loxodromie  passant  par  l'origine 

(') 

log  tang  U5°  —  -  1  =  «  rot  A . 

(») 

col  r  =  —  sin  A  tang  S. 

(3) 

a'  =  a  rfc  -■ 

14) 

(5) 

(6)» 

(?) 

(8) 

(9)  langr 

lang  S'  =  ±  tang  A  séc  J 

langr  tangn  =  —  coséc'  A. 

„„._'_  s»"  A  tang  f 

sin'  i' 

langr'  tang-fl'  =  —  coséc'  A  sin'  f. 

sinA' sin  o"  =±  sinA. 

équation  de  la  développée. 

(10)  cos/  cosA  =  tosô". 

3.  On  conclut  de  l'équation  (g)  que  la  développée  de 
la  loxodromie  n'est  pas  une  loxodromie;  elle  diffère  en 
cela  de  la  spirale  logarithmique. 

Si  l'on  mène  les  deux  cercles  parallèles  de  latitude  -+-  A 
et — A  formant  deux  segments  sphériques,  l'équation  (o) 
montre  que  la  développée  est  formée  de  deux  spirales  sépa- 
rées, renfermées  chacune  dans  un  des  segments  et  ayant  le 
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pôle   correspondant  pour  point  asymplolique.    Chacune 
de  ces  spirales  s'étend  aussi  dans  la  zone  comprise  entre 
les  parallèles. 

"  4.  Le  côue  qui  a  pour  centre  celui  de  la  sphère  et  pour 
base  la  développée  de  la  loxodromie  coupe  le  cylindre 
qui  touche  la  sphère  suivant  l'éqnatsur  en  une  certaine 
ligne  courbe;  développant  le  cylindre,  la  ligne  courbe 
devient  plane  et  a  pour  équation 


équation  de  la  caténaire. 

5.  A  étant  toujours  l'angle  constant,  supposons  qu'un 
point  décrive  sur  la  sphère  une  courbe  qui  coupe  .chaque 
méridien  suivant  un  angle  A'  tel,  que  l'on  ait  la  relation 

tang  A'  =  tangA  sin  S  ; 
l'équation  de  cette  courbe  sera 
(a)  Iogcos*  =  ctcotA: 

la  projection  orthogonale  de  cette  courbe  sur  l'équateur 
a  pour  équation  polaire 


c'est  une  spirale  logarithmique. 

L'équation  de  la  normale  sphérique  à  la  courbe   (a) 
est 

tango"  =  tangtf  [cos(a  —  a')  —  tangA  sin  (a  ■   ■  ■')], 

où  a',  3'  représentent  les  coordonnées  courantes. 

Faisant 

f=o, 
on  obtient 

tang  sous  normale  =  coi  A. 
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Ainsi  la  sons-normale  est  constante,  ce  qui  n'a  pas  lieu 
pour  la  parabole  sphériqiie. 

6.  Rappelons  ces  formules  générales  données  par  Gu- 
dermann. 
Soient 

/(■■»)  =  •> 

l'équation  d'une  courbe  tracée  sur  la  sphère  ;  rie  rayon  de 
courbure;  «',  S' les  coordonnées  du  centre  de  courbure 
correspondant  au  point  a ,  o. 
Posons 

-7-1=  «,     i  +  k'cos' =ï,     k'cosJ — xsin£  =  p, 
xl*in*  =  ï, 


On  trouve  ces  formules  dans  la  Sphérique  analytique 

de  Guderroaun;  Cologne,  i83o. 


CÉOMÉTnlE  SPHÉRIOCE  FT  TOPOGRAPHIE, 

Tbforèms  i  démratrtr. 


1 .  ABC  est  un  triangle  sphérique. 
m  est  le  centre  du  cercle  inscrit  ;  r  le  rayon  sphérique 
de  ce  cercle. 
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fj.  est  le  centre  du  cercle  circonscrit  ;p  le  rayon  sphérique 
de  ce  cercle. 

p',  p",  c"'  les  rayons  sphériques  des  trois  cercles  ex- 
inscrits. 

s  l'aire  du  triangle,  p  le  périmètre. 

On  a 

.    „       ,        A        B        C    cosm* 

smA  +  sinB-t-.  sinC  =  4cos-  cos-cos-  -: r-*-i 

2         a         asinrsinp 


,            *            »,,i         sin-ptango 
.     i     _(Ungp.lanj;|0  .ungp  .tangp   )   _  2 


(H.  d'Amest(*)). 

S.  Pour  un  lieu  terrestre  donné  et  une  déclinaison 
d'une  étoile  donnée ,  le  minimum  de  l'accroissement  de 
l'azimut  a  lieu  lorsque  le  sinus  de  la  hauteur  de  l'étoile 
est  égal  à  la  tangente  de  la  moitié  de  la  hauteur  dans  le 
premier  vertical.  (Monius.) 

3.  Mêmes  données;  le  minimum  de  l'accroissement 
de  l'angle  parallactique  a  lieu  lorsque  le  sinus  de  la  hau- 
teur de  l'étoile  est  égal  à  la  tangente  de  la  moitié  de  la 
plus  grande  digression.  (H.  d'Ajirest.) 

\.  Soit  f  la  hauteur  du  pôle  pour  un  lieu  donné  ;  S  la 
déclinaison  d'une  étoile  S;  O  et  C  deux  points  de  l'ho- 


(')  Directeur  de  l'obaerratoire  de  Pleissenberg,  près  Leipiig,  élève  du 
célèbre  Encke  ;  il  esl  de  la  colonie  da  Berlin;  prévenant  de  Français  oiléa 
par   la  revues  lion   de    l'édil  de  Nantes  :   mesure  fîmes  la  qu'on  pourrait 

earacteriser  plus  sévèrement  el  qui  entache  lo  lin  du   aiècle  de   BosMiel'l 
de  Fénëlon. 
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rizon  diamétralement  opposes  au  point  ortif  et  au  point 
occase  de  l'étoile,  s  étant  l'aire  du  triangle  SOC.  Celte 
aire  est  constante  (Lexell)  et  l'on  a 


/tang45°— 


(H.  d'àwmi.) 

5.  Sur  le  diamètre  d'un  grand  cercle  d'une  sphère 
comme  axe  on  décrit  une  lemniscate,  on  fait  une  projec- 
tion sléréographique de  cette  lemniscate  sur  la  sphère; 
cette  projection  renferme  une  partie  de  l'hémisphère  ; 
l'aire  de  la  partie  restante  de  l'hémisphère  est  égale  au 
carré  du  diamètre  de  la  sphère.  (H.  d'Abibst.) 

6.  A, B, C, D,  E  sont  cinq  points  dans  un  plan;  A,  B, 
C,  trois  points  consécutifs  en  ligne  droite.  Données  lon- 
gueurs AB,  b*C,DE;  anglesDAE,  DBE,  DCE. Construire 
le  quadrilatère  ACDE  :  i°  par  un  moyen  mécanique, 
a°  par  le  calcul.  [Problème  de  topographie.) 

Théorème  conibinatoire  à  démontrer. 

Soit  i,  a,  3 ,  4)-..)  M — i  une  suitede  nombres  na- 
turels; représentons  par  F,  (n —  i)  l'expression  algé- 
brique de  la  somme  de  ces  nombres  combinés  rkrel  sans 
répétition. 

Soif  i,3,3,  4vj  n  une  seconde  suite  de  nombres  na- 
turels ;  représentons  par  F/  (n)  l'expression  algébrique  de 
la  somme  de  ces  nombres  combinés  r  à  r  avec  répétition. 
En  changeant  dans  F,  (n — i),  +  ndans — r,  on 
retrouve  la  fonction  Fr'  («)  et,  réciproquement,  en  chan- 
geant dans  F,  (n),  -(-n  dans  —  n,  ou  obtient  Fr  (n — i) 

ÂMt.  d,  Mtlhémtt.,  t.  XIV    (Novembre  ■SSS.)  a6 
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Exemples  : 


-.-.)=  ,'-|-|'=F'.l.). 


r=2, 

r,H  =  "-^+i:î.+-'_»_H-_,: 
*  ,_.,-=  îllr.'Ui.-»H»— ■>,...■._■ 


Algèbre  skperieuee  ;  par  M    Serret.  (Fin.) 

9*  Leçon  (i  ]8-i3a).  On  fait  voir  comment  M.  Min- 
ding  s'est  servi  du  parallélogramme  de  Newion  pour  dé- 
terminer le  degré  de  l'équation  Gnale  dans  l'élimination, 
parallélogramme  qui  sert,  comme  on  sait,  dans  la  re- 
cherche des  asymptotes  hyperboliques  de  divers  ordres 
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d'une  courbe  dont  l'équation  est  donnée.  M.  Liouvilleti 
fait  emploi  de  ces  asymptotes  pour  calculer  d'une  ma- 
nière élégante  les  divers  termes  de  l'équation  finale.  C'est 
ce  que  donne  aussi  ta  méthode  île  Bczoul.  «  M.  Liou ville 
adéduil,  des  résultats  qui  précèdtnt,  la  démonstration 
d'un  théorème  curieux  de  géométrie  (p.  128).  »  Il  s'agit 
tfuu  magnifique  théorème  sur  les  tangentes  parallèles  dans 
les  ^courbes  et  sur  les  plans  parallèles  dans  les  surfaces. 
Il  me  semble  qu'il  aurait  été  convenable  de  dire  qu'on 
doit  cette  curiosité  à  M.  Chasles  (*)  (voir  Nouvelles  An- 
nales, tome  IV,  p.  i53  et  178). 

10e  Leçon  (t33-i43|.  Extension  des  résultats  de  la 
leçon  précédente  aux  surfaces. 

ii"  Leçon  (i44-1 62). Théorie  des  fonctions  semblables 
des  racines  d'une  équation . 

Dans  cette  théorie  créée  par  Lagrangc  on  a  besoin  de 
la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  valeurs  distinctes  nue  peut  prendre 
une  fonction  de  m  lettres  quand  on  y  permute  les  lettres 
qu'elle  renferme,  est  toujours  un  diviseur  du  produit  ml 

Démonstration.  Si  toutes  les  permutations  sont  diffé- 
rentes les  unes  des  autres  ,  le  nombre  de  ces  valeurs  est 
évidemment  m!.  Formons  ces  permutations  normale- 
ment, comme  nous  l'avons  indiqué  (Nouvelles  Annales, 
1. 1,  p.  137)  {**),  et  écrivons-les  les  unes  au-dessous  des 
autres  ;  le  même  mode  qui  sert  à  dériver  la  deuxième  de 
la  première  fait  dériver  la  quatrième  de  la  troisième,  la 
sixième  de  la  cinquième ,  etc  ;  donc ,  si  la  première  per- 
mutation devient  égale  à  la  deuxième,  la  quatrième  dé- 


fi Le  théorème  lur  les   plans  appartient  aussi  à  M.  Chasles. 

(*')  On  persiste  a  ne  pas  parier  de  cette  formation  normale  (Hindcn- 
bourg)  dans  les  Traités  élémentaires,  et  je  persiste  il  la  recommander 
parce  qu'elle  est  essentielle. 

26. 
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viendra  égale  à  la  troisième,  la  sixième  à  la  cinquième, 
nie  ;  le   nombre  de  permutations   distinctes    sera  donc 

— ■   La  troisième  permutation  dérive  de  la   première, 

comme  la  sixième  de  la  quatrième,  la  neuvième  de  la  sep- 
tième, etc.  Donc,  si  les  trois  premières  permutations 
deviennent  égales,  les  quatrième,  cinquième  et  sixième 
permutations  seront  aussi  égales ,  et  ainsi  donc  le  nom- 
bre des  permutations  distinctes  se  réduit  à  ~  etc. 

c.   Q.    F.    D. 
Soit  l'équation 

(t)  *»  +  p,  *""'  -\-p,X"-'  ■*■■  ■     -hfm=  O, 

(*.,*„...*..), 

deux  fonctions  des  racines  sont  semblables  lorsqu'une 
permutation  quelconque  dans  l'une  amène  une  permuta- 
tion semblable  dans  l'autre. 

Exemples:  x(  -+-  xt  et  x.  Xi  sont  des  fonctions  sem- 
blables ;  à  X|  4-  xt  correspond  xt  x% ,  etc. ,  mais  xt  —  X) 
et  x,  Xi  ne  sont  pas  semblables ,  car  à  r,  —  Xi  corres- 
pond x,  X[  ;  x,  —  x,  et  x,  —  xt  sont  de  signes  opposés , 
tandis  que  x,  x,  et  xtx,  sont  égaux,  mais  x,  —  x,  et 
et  x]  —  x'  sont  semblables.  Cotte  définition  admise, 
lorsque  l'on  connaît  la  valeur  uumérî  que  d'une  deces  fonc- 
tions* on  peut  en  déduire  la  valeur  numérique  des  fonc- 
tions semblables.  M.  Hermite  en  a  donné  une  démonstra- 
tion plus  simple  que  celle  qu'on  lit  ici  (Nouvelles 
Annales,  t.  I,  p.  3ag)  ;  mais  il  n'a  pas  disenté  les  cas 
exceptionnels,  d'ailleurs  très -faciles,  où  certaine  équation 
a  des  racines  égales. 

Le  théorème  subsiste  encore  lorsque  les  fonctions  ne 
sont  pas  semblables;  on  le  ramène  facilement  au  cas  où 
les  fonctions  sont  semblables  (p.  1G1)  ;  ainsi,  étant  don- 
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née  la  valeur  d'une  fonction  des  racines ,  on  peut  trou- 
ver une  racine. 

12*  Leçon  (iG3-iyo).  Applications  numériques  qui 
facilitent  l'intelligence  de  la  leçon  précédente  et  une  nou- 
velle démonstration  du  théorème  de  Lag range ,  par  Gal- 
lois. 

i3"  Leçon  (171-189).  Équations  binômes  ;  théorie  des 
racines  primitives,  créée  par  Euler  ;  manière  de  les  trou- 
ver et  leur  nombre ,  application  du  principe  de  M.  Sturm 
à  l'équation 

V,  -+-  V,_,  -+■ .  .  .  +  V,  +  V,  -+-  1  =  a 


{1}  V.  =  *TM-TM. 

Vn  est  une  fonction  de  z. 

A  l'inspection  de  cette  relation,  on  voit  :  1"  que  les  V 
forment  une  série  récurrente,  dont  l'échelle  de  relation 
est  T|,  —  1  ;  a0  qu'on  peut  appliquer  à  ces  fonctions  V 
les  mêmes  raisonnements  qui  servent  à  opérer  la  sépara- 
tion des  racines  dans  le  théorème  de  M.  Sturm.  Faisant 


on  trouve  que  l'équation  V^  =  oau  racines  réelles  com- 
prises entre  -+•  a  et  —  a. 
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Posons 

u,  =  V,  +  V._,  +  .  .  .  +  V,  +  V,  +  i . 
U,  est  une  fonction  du  degré  nen  z  ;  on  a  Ja  relation 

U.  =  «UH_,  —  u._,, 

et  l'on  conclut  que  l'équation  U^  =  1  a  fx  racines  réelles 
comprises  entre  —  a  et  a. 

Toutes  les  fois  que  la  relation  (i)  existe,  le  principe  de 
M.  S  tu  roi.  est  applicable. 

14e  Leçon  (190-200).  Roule  encore  sur  les  fonctions 
V„  etU„  de  la  leçon  précédente  \  donne  les  équations  dif- 
férentielles linéaires  du  deuxième  ordre  auxquelles  ces 
fonctions  satisfont.  On  déduit  de  ces  équations  les  expres- 
sions développées  de  ces  fonctions ,  et  aussi  les  dévelop- 
pements de  00s  in  et  de  — : —  eu  fonction  de  cosu.  On 

ne  mentionne  pas  les  relations  de  ces  fonctions  avec  les 
séries  récurrenjes. 

1 5"  Leçon  (  îo  1  -2 1 7  ) .  Résolution  de  l'équation  géné- 
rale du  troisième  degré.  Hudde,  Lagrange ,  Tschirahaus, 
Euler. 

16e  Leçon  (ai8-?3a).  C'est  une  suite.  Équations  du 
troisième  degré  dont  deux  racines  peuvent  s'exprimer 
rationnellement  en  fonction  de  la  troisième.  On  regrette 
que  l'auteur,  au  lieu  de  s'attacher  à  uu  cas  particulier, 
n'ait  pas  donné  la  théorie  de  M.  Hill,  généralisée  par 
M.  Mindîng,et  où  l'on  démontre  que  les  racines  d'une 
équation  algébrique  quelconque  sont  liées  cyclique- 
ment  les  unes  aux  autres  {Nouvelles  Annales,  t.  VII, 
p.  44^))  fit  l'on  parvient  facilement  et  d'une  manière  di- 
recte aux  équations  (7)  ,  (8) ,  (9)  ,  (10)  qu'on  obtient  ici 
assez  péniblement  (voir  Nouvelles  Annales,  tome  \II, 
p-  44f»l- 
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M.  Vincent  a  démontré  que  la  méthode  de  Lagrange 
(fractions  continues)  pour  la  résolution  numérique  des 
équations  amène  nécessairement  à  la  séparation  des  ra- 
cines; ohservation  très-importante  et  qui  aurait  fait  une 
grande  sensation ,  si  le  théorème  de  M.  Sturm  n'avait  pas 
déjà  subsisté  (i83a)  (  Journal  de  M.  Liotivillc,  tomel, 
page  34i,.iS36).  Faisant  l'application  à  l'équation 

le  perspicace  auteur  remarque  que  les  trois  fractions  con- 
tinues sont  terminées  par  les  mêmes  quotients,  et  il  ajoute: 
«Cette  propriété  mériterait  peut-être  un  examen  spécial.» 
M.  Lobbato ,  géomètre  hollandais,  a  fait  cet  examen  {Jour- 
nal tin  M.  Lhuville,  t.  IX,  p.  177,  i844)  et  démontre 
que  toutes  les  équations  du  troisième  degré  qui  ont  cette 
forme 

.A'  +  A  +  i  2A1'  +  3A1  +  3A  -H  1 


jouissant  de  cette  propriété.  A  est  un  nombre  entier  quel- 
conque et  A'  un  diviseur  quelconque  de  A1  +  A  -+-  1  ; 


A  =  4, 


Ce  beau  résultat,  corrigé  en  quelques  points,  termine 
la  leçon,  et  dans  la  Note  VII  (p.  476),  M.  Serret  établit 
avec  une  extrême  sagacité  qu'on  rencontre  eu  genre  d'équa- 
tions parmi  celles  dont  le  quantième  du  degré  est  divisible 
par  a  ou  par  3  et  qui  sont  irréductibles  ;  indique  le  moyen 
de  former  ces  équations.  La  division  du  cercle  en  sept  ou 
neuf  parties  égales  conduit  à  une  telle  équation  du  Iroi 
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sième  degré,  et  la  division  du  cercle  eu  quinze  parties 
égales,   à  une  équation  analogue  du  quatrième  degré. 
C'est  un  des  plus  beaux  produits  analytiques  que  l'auteur 
a  consigné  dans  Je  Journal  de  M.  Liouville,  tome  XV. 

17*  Leçon  (a33-243  ).  Résolution  générale  de  l'équa- 
tion générale  du  quatrième  degré.  Ferrari ,  Lagrange , 
Descartes,  Tschirnhaus  et  Exiler. 

18e  Zeçora  (244-262).  Traitée  d'après  Lagrange.  Delà 
résolution  des  équations  dont  le  degré  est  un  nombre  pre- 
mier ou  dont  le  degré  est  nn  nombre  composé,  d'après  la 
Note  XIII  du  Traité  de  la  résolution  des  équations  nu- 
mériques, exposée  avec  une  grande  clarté. 

19e  et  20"  Leçons  (263-276,  277-288).  En  permutant 
les  deux  lettres  a  et  o  dans  (a  —  £)* ,  on  obtient  deux 
formes  et  une  seule  valeur  ;  en  permutant  les  trois  lettres 
a,  b,  c  dans  l'expression  (o  +  <xo  +  a'c}*  où  a  est  ra- 
cine de  l'équation 


on  obtient  six  formes  et  deux  valeurs  ;  en  permutant  les 
quatre  lettres  a,b,c,d  dans  l'expression  (a+b — c — d)%, 
on  obtient  six  formes  et  trois  valeurs.  Nous  avons  vu  ci- 
dessus  que  la  question  est  de  savoir  comment  on  peut 
former  des  fonctions  qui  aient  un  nombre  donné  de  va- 
leurs. Deux  leçons  roulent  sur  cette  question  qu'on  est 
bien  loin  de  savoir  résoudre  généralement.  Nous  devons 
nous  contenter  de  transcrire  les  théorèmes  qu'on  est  par- 
venu à  établir,  sauf  à  en  donner  ailleurs  les  démonstra- 
tions. 

1 .  Le  nombre  des  valeurs  d'une  fonction  de  n  lettres 
est  toujours  un  diviseur  de  «!.  (Lagkakge.) 

3.  Une  fonction  de  cinq  lettres  ne  peut  jamais  avoir 
ai  trois  valeurs,  ni  quatre  valeurs,  (Ruffisi.) 

3.  p  étant  le  plus  grand  nombre  premier  divisant  n  , 
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si  une  fonction  de  n  lettres  a  moins  de  p  valeurs,  elle 
ne  peut  en  avoir  plus  de  deux.  (Cadcht.) 

A.  Si  une  fonction  de  six  lettres  a  moins  de  six  valeurs, 
elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux.  (Catjchy.  ) 

5.  Si  une  fonction  de  n  lettres  a  n  valeurs ,  elle  est  sy- 
métrique par  rapport  à  n —  i  lettres.  (Abel.) 

6.  Si  n  )>  y  et  s'il  y  a  au  moins  un  nombre  premier  p 

compris  entre  n — a  et   -»  alors  si  une  fonction  de  n 

lettres  a  moins  de  n  valeurs ,  elle  ne  peut  en  avoir  plus 
dedeux.  (Beetiuhd.) 

7.  Si  n  >  y  et  s'il  n'y  a  aucun  nombre  premier  entre 

n  —  a  et  - ,  alors  si  nne  fonction  de  n  lettres  a  moins  de 
a' 

n  valeurs,  elle  ne  peut  en  avoir  plus  de  deux. 

8.  Si  une  fonction  de  n  lettres  a  plus  de  n  valeurs,  n 
étant  plus  grand  que  9,  elle  en  a  au  moins  an. 

(Bertrand.) 

9.  Lorsque  n>7,  il  y  a  au  moins  un  nombre  pre- 
mier entrera  —  a  et--  (Tchkbichbf .) 

Ce  théorème  est  l'objet  ele  la  NoteXV  (p.  58a). 

La  démonstration  est  fondée  sur  la  relation  suivante  : 
Soit  T  (z)  la  somme  des  logarithmes  népériens  de  tous 
les  nombres  entiers  qui  ne  surpassent  pas  z,  et  $  (  z)  la 
somme  de  tous  les  nombres  premiers  qui  ne  surpassent 
pas  z.  Faisons 

+  (»)  =  •(.)  +  e(*i)  -m{zï)  +  8  (**)  +. . .  ; 

la  série  se  prolonge  jusqu'au  terme  qui  devient  zéro,  alors 
on  a 

»W-*W++(;)+  +  (ï)+*(j)+-- 

Cette  relation  importante  a  été  publiée  en  France  par 
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M.  de  Poligiiac ,  avant  que  le  travail  de  M.  de  Tchcbichef 
y  fiât  connu  (*), 

ai"  Leçon  (289-298).  Classification  des  fonctions;  dé- 
monstration de  l'impossibilité  de  résoudre  les  équations 
supérieures  au  quatrième  degré. 

22"  Leçon  (290-309).  Quatre  opérations  :  i"  addition 
et  soustraction;  2°  multiplication. 

Cette  leçon  et  la  suivante  sont  tirées  des  articles  de 
Wantzel,  insérés  dans  les  Nouvelles  annales,  t.  II, 
p.  1 17,  t.  III,  p.  3a5,  t.  IV,  p.  57.  A  partir  de  la  page  35 
on  copie  même  textuellement  ce  journal  sans  le  nommer. 
La  dichotomie  abélicnne  des  fonctions  est  clairement  ex- 
posée; nous  y  reviendrons. 

23*  et  24'  £eço/iî[(3io-3a4,  3a5-34a).  Théorie  des 
congruences  et  des  racines  primitives  et  des  nombres 
complexes  (imaginaires  de  Gallois). 

25'  Leçon  (343-370).  Les  commencements  de  la 
a5*  leçon  se  trouvent  anssî  dans  les  Nouvelles  Annales 
(t.  III,  p.  204,  214,  337)  et  plus  simplement,  parce 
qu'on  y  fait  usage  de  la  notation  leibnitzienne.  iVous 
nous  proposons  de  donner,  à  l'aide  de  la  même  notation, 
les  résultats  importants  renfermés  dans  ces  trois  leçons 
«t  nous  croyons  avec  avantage. 

26e  et  27*  Leçons  (371-383,  384-4oo).  Lés  sections  4% 
5'  et  6e  des  Disquisiliones  contiennent  le  germe  et  le  point 
de  départ  de  tous  les  travaux  arithmologiques  du 
xix°  siècle;  de  même,  la  7' section  de  cette  immortelle 
production  contient  le  germe  et  le  point  de  départ  de  tous 
les  travaux  sur  la  théorie  des  équations  et  principalement 
ceux  de  Gallois  et  d'Abel  qui  forment  la  matière  de  ces 
deux  leçons.  L'illustre  géomètre  de  Gollingue  a  montré 

(*}  M.  dePolignac,  officier  d'ailillorie  devant  Sébflslopol ,  a  renconlrë 
dans  une  entrerue  parlementaire  1c  frère  de  M.  de  Tchebichcf,  officier  de 
la  même  arme  dan»  Sébsslapol. 
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que  l'équation  irréductible  — —  =  o  (p  nombre  pre- 
mier) jouit  de  la  propriété  que  chaque  racine  est  une 
fonction  rationnelle  de  l'une  quelconque  des  autres  ;  et 
que  les  radicaux  qui  entrent  dans  l'expression  des  racines 
ont  pour  indices  un  des  facteurs  premiers  dep  —  i-  Abel 
a  généralisé  celte  expression  et  l'a  étendue  à  des  équations 
irréductibles  de  degré  quelconque.  Maintenant  ces  tra- 
vaux sont  arriérés,  étant  tous  compris  et  rectifiés  dans  le 
superbe  Mémoire  de  M.  Léopold  Kronecker.  La  traduc- 
tion du  résumé  de  ces  recherches  fait  par  le  profond  ana- 
lyste lui-même  est  contenue  dans  la  Note  XIII  (p.  56o  ). 

M.  Serret  a  aussi  enrichi  son  ouvrage  de  la  traduction 
d'un  Mémoire  géométrico-algébrique  de  M.  Otto  Hesse  , 
le  célèbre  disciple  de  Jacobi.  Les  courbes  du  troisième 
degré  ont  neuf  points  d'inflexion,  dont  trois  réels  et  tou- 
jours en  ligne  droite  (Maclaurin).  Ces  points  dépendent 
d'uue  équation  du  neuvième  degré  que  M.  Otto  Hesse  dé- 
montre être  toujours  résoluble  algébriquement. 

28*  Leçon  (4oo-4i4)-  C'est  la  y' section  des  Disquisi- 
tiones  sur  la  division  de  la  circonférence.  On  donne  une 
construction  géométrique  du  polygone  de  dix-sept  côtés. 
Dans  le  Journal  de  Crelle  (t.  XXIV,  p.  a5i  ) ,  M.  Staudt 
indique  une  construction  qui  serait  la  plus  simple  de 
toutes  ,  étant  analogue  à  celle  du  pentagone,  si  des  fautes 
typographiques  ne  la  rendaient  inintelligible;  il  est  extrê- 
mement à  désirer  que  le  savant  géomètre  veuille  indiquer 
les  corrections  qui  sont  urgentes,  vu  l'absence  défigures 
{Nouvelles  Annales,  t.  XI,  p.  3go). 

ay*  Leçon  (4 > 5-4*3)-  Traite  de  la  formule  de  La- 
grange  pour  développer  s  en  série  ordonnée  suivant  la 
puissance  de  1  au  moyen  de  l'équation 

z  &e  -  réduisant  à  .r  lorsque  (  =»,  et  l'on  en  donne  l'ap- 
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plication  à  l'équation 

M.  Serrct  adopte  la  démonstration  de  M.  Duhamel  {Cours 
de  Mécanique).  On  nous  a  communiqué  une  autre  dé- 
monstration encore  plus  simple  et  qui  montre  en  môme 
temps  que  la  série  ne  s'applique  qu'à  la  plus  petite  ra- 
cine. 

3o*  et  dernière  Leçon  (  4^4-  43"  )■  Solution  d'une  ques- 
tion de  calcul  aux  différences  partielles  indéterminées  qui 
se  rattache»  la  représentation  géométrique  des  fonctions 
elliptiques  et  abéliennes.  On  a  l'équation 


«fa'H 


e'rf*1 


il  faut  trouver  pour  x  ely  des  fonctions  réelles  et  ration- 
nelles de  z  qui  ne  deviennent  pas  infinies  pour 

c  est  une  constante  réelle  et  a  et  a  sont  deux  constantes 
imaginaires  conjuguées.  Cette  belle  solution,  qu'on  doit 
à  M.  J.  Serret,  a  obtenu  les  honneurs  de  l'impression 
dans  le  tome  XI  des  Savants  étrangers. 

La  longue  analyse  que  nous  venons  de  faire  de  cet  ou- 
vrage ne  donne  pourtant  qu'une  idée  incomplète  de  son 
mérite,  des  qualités  qui  y  brillent,  des  richesses  qui  y 
sont  étalées.  Lorsque  des  hommes  puissants  dans  le 
monde,  ennemis  de  tout  idéal,  veulent  faire  reléguer 
dans  la  région  d'inutiles  chimères  les  travaux  des  La- 
grange,  Laplace,  Legendre,  etc.,  de  tous  nos  illustres 
analystes;  lorsque,  dans  une  autre  sphère,  des  écrivains 
diversement  passionnés  s'efforcent  de  démolir  Corneille  , 
Racine,  Voltaire,  nos 'plus  illustres  génies  [littéraires  : 
quoique  de  tels  efforts  ne  puissent  inspirer  de  craintes 
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plus  sérieuses  qu'on  n'eu  aurait  pour  la  staïue  de  Napoléon 
si  un  essaim  de  fourmis  s'avisaient  de  creuser  sous  la  co- 
lonne de  la  place  Vendôme ,  néanmoins ,  il  est  agréable , 
il  est  consolant  de  rencontrer  des  hommes  de  talent  qui 
consolident ,  illustrent  les  productions  des  grands  maîtres 
et  marchent  sur  leurs  traces.  Puisse  M.  J.  Serret  nous 
gratifier  de  nouvelles  leçons  ;  il  rencontrera  toujours  dans 
le  public  géomètre  un  auditoire  attentif  et  reconnaissant. 


SOLUTION  18  LA  QUESTION  297 

P*.  M.  POUDRA, 

Chef  d'oacadron  d'élat-mijor  en  retraita. 

On  demande  de  déterminer  un  triangle  ABC,  connais- 
sant une  hauteur  B£,  une  bissectrice  Ce  et  une  médiane 
Au  :  chacune  de  ces  droites  partant  d'un  sommet  diffé- 
rent. 

i°.  Prenons  arbitrairement  un  des  sommets  A  sur  la 
droite  MN,  direction  de  AC.  Le  sommet  B  se  trouvera  sur 
une  parallèle  PQ  à  MN  à  distance  B  b. 

a°.  Le  point  a  étant  le  milieu  du  côté  BC ,  il  est  aussi 
le  milieu  de  Ad,d  étant  le  point  de  rencontre  de  An  et 
dePQ,  et  comme  Aa  est  donné,  il  s'ensuit  qu'on  con- 
naît d  et ,  par  suite  ,  le  point  a. 

3°.  Si  par  a  milieu  de  BC  on  mène  une  parallèle  à  la 
bissectrice  C  c ,  la  longueur  de  cette  droite  comprise  en- 
tre a  et  la  droite  BA  égale  - —  ;  donc ,  le  point  m  de  la 
droite  BA  est  sur  une  circonférence  décrite  de  a  comme 
centre   vec  un  rayon  am  =  -  Ce. 
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4°.  Si  l'on  prolonge  am  jusqu'en  j'k  sa  remontre  aveu 
PQ ,  on  aura  nécessairement 

/B  =  Ba. 
Si  donc  ,  sur  PQ,  on  prend  une  suite  infinie  de  pointa 
tels  que  6  et  qu'on  lea  joigne  à  A  ;  puis ,  que  de  tous  ces 
points  on  porte  sur  PQ,  à  gauche  et  à  droite  de  chacun 
d'eux,  leur  distance  respective  au  pointait  qu'on  joigne 
ces  points,  tels  que  y,  ainsi  obtenus  avec  a,  on  aura  par 
cette  construction  tes  points  O  d'intersections  des  droites 
respectives  des  deux  faisceaux  dont  les  sommets  sont  A 
et  a.  Le  lieu  de  ces  points  O  est  une  courbe  du  troisième 
ordre  ayant  plusieurs  branches  ,  un  point  double  en  a  et 
passant  par  A.  Cette  courbe  coupera  la  circonférence  en 
des  points  m,  ni ,  alors  le  triangle  ABC  est  déterminé. 

Une  courbe  du  troisième  ordre  peut  être  rencontrée  par 
une  circonférence  en  six  points.  Comme  le  centre  du 
cercle  est  un  point  de  la  courbe ,  il  y  aura  nécessairement 
au  moins  deux  solutions  réelles. 


GRAND  CONCOURS  DE  18S!> 


classe  de  mathématiques  spéciales 
(prix  o'honneuii). 

Des  formules  d'interpolation  et  de  leurs  applications. 
Résoudre  l'équation 


-cotU5»4--)  =-  o,3i4i6. 


Observation.  Si  le  grand  concours  a  pour  but  de  dé- 
couvrir quels  sont,  parmi  les  élèves,  les  meilleurs  calcu- 
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laleurs,  la  question  est  bien  choisie;  il  n'en  esl  plus  de 
même  si  le  but  est  de  découvrir  les  meilleures  intelligen- 
ces. C'est  un  fait  d'expérience  que  l'aptitude  pour  les 
méditations  mathématiques  et  l'aptitude  pour  les  calculs 
numériques  sont  rarement  réunies.  D'ailleurs  le  mérite 
d'un  calcul,  c'est  l'exactitude.  Les  dispositions  fiévreuses 
d'un  grand  concours  laissent -elles  subsister  le  calme,  le 
sang-froid  nécessaires  pour  obtenir  cette  exactitude?  La 
transposition  d'un  seul  chiffre  peut  faire  passer  du  pre- 
mier au  dernier  rang. 

Physique  et  Chimie. 

i°.  Proportions  chimiques.  Données  sur  lesquelles 
cette  théorie  repose.  Construction  et  emploi  de  la  Table 
des  proportions  chimiques. 

2°.  Un  morceau  d'or  pèse  3  kilogrammes  dans  le  vide. 
On  demande  la  valeur  des  poids  apparents  qu'on  lui 
trouve  eu  le  pesant  d'abord  dans  l'air,  pnis  dans  l'eau, 
comme  si  l'on  voulait  en  déterminer  le  poids  spécifique 
On  admettra  que ,  dans  les  conditions  de  l'expérience ,  le 
poids  d'un  litre  d'air  est  ie',a93,  celui  d'un  litre  d'eau 
i  kilogramme,  enfin  celui  d'un  litre  d'or  iuk,5.  Enfin, 
on  Supposera  que  les  poids  employés  sont  en  laiton  de 
pesanteur  spécifique  8,4- 

CI.ASSE  DE  LOGIQUE  { SECTION  DES  SCIENCES). 

Ma  thématiques. 

Exposer  la  théorie  de  la  racine  carrée  en  prenant  pour 
exemple  le  nombre  j5&i6i . — Comment  obtiendrait-on  à 
o,ooi  près  celle  du  nombre  décimal  0,78614  ? 

On  connaît  l'angle  du  sommet  d'un  triangle,  la  hau- 
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teur  du  triangle  et  la  longueur  de  la  ligne  qui  joint  le 
sommet  au  milieu  du  côté  opposé.  On  propose  de  con- 
struire le  triangle. 

Dans  un  quadrilatère  dont  deux  angles  opposés  sont 
droits ,  on  donne  les  deux  côtés  qui  comprennent  l'un  des 
deux  autres  angles.  Avec  cet  angle ,  trouver  les  deux  au- 
tres côtés  et  les  deux  diagonales. 

Observation.  Bonnes  questions, 

Sciences  physiques. 

Densités  des  solides,  des  liquides  et  des  gaz.  Moyens 
employés  pour  les  déterminer. 

On  veut  construire  un  aérostat  capable  d'enlever 
ia5o  kilogrammes  avec  une  force  ascensionnelle  de  10  ki- 
logrammes. On  demande  quel  devra  être  son  volume  : 
i°  pour  le  cas  où  l'on  se  servirait  d'hydrogène  pour  le 
remplir  ;  2"  pour  le  cas  où  l'on  emploierait  du  gaz  de  l'é- 
clairage d'une  densité  de  0,408.  On  négligera  dans  le  cal- 
cul le  volume  de  l'enveloppe  et  celui  de  la  nacelle.  On 
cherchera  de  plus ,  dans  l'hypothèse  où  l'on  se  servirait 
d'hydrogène,  combien  il  faut  employer  de  fer  ou  de  zinc 
et  d'acide  sulfurique  pour  produire  ce  gaz,  et  combien  il 
en  résultera  de  sulfate  de  fer  ou  de  zinc. 

Histoire  naturelle. 

De  la  division  du  règne  animal  eu  quatre  embranche- 
ments. 

De  la  fleur. 

Observation.  De  omnibus  aliquid,  île  tolo  nihil  :  ré- 
sultat certain  de  tout  enseignement  encyclopédique. 
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CLASSE  DE  LCMJIQUB  (SECTIOH  DBS  LETTRES}. 

Ma  thématiques . 
i°.   Exposer  les  diverses  propositions  au  moyen  des- 
quelles on  démontre  quelle  est  la  mesure  d'un  parallélo- 
gramme quelconque. 

a°.  Démontrer  que  si  sur  trois  cotés  d'un  triangle,  con- 
sidérés comme  diamètre,  on  décrit  trois  circonférences, 
celles-ci  se  coupent  deux  à  deux  sur  les  cotés  même  du 
triangle,  prolongés  s'il  le  faut.  Discussion. 

3°.  On  a  deux  payements  à  effectuer  :  l'un  de  10000  fr. 
au  bout  de  quatre  ans  six  mois,  l'autre  de  3oooo  francs 
au  bout  de  cinq  ans  huit  mois.  On  voudrait  s'acquitter  en 
une  fois  au  moyen  d'un  payementde  40000  francs.  On  de- 
mande à  quelle  époque  il  devra  s'effectuer,  l'intérêt  est 
simple  et  le  taux  4i5o  pour  100. 

Physique.  * 

Exposer  les  diverses  expériences  au  moyen  desquelles 
on  démontre  que  la  lumière  blanche  est  composée  de 
rayons  distincts  les  uns  des  autres  par  leur  couleur  et  leur 
réfrangibilité. 

On  donne  un  récipient  de  3  litres  de  capacité  ;  on  y  in- 
troduit a  litres  d'hydrogène  à  la  pression  de  im,3o,  1  litre 
d'acide  carbonique  à  la  pression  de  o™,a5 ,  3  litres  d'a- 
zote à  la  pression  de  ora,a5.  On  demande  quelle  sera  la 
pression  finale  do  mélange. 

Dissertation  latine. 
Justifia™  sine  caritate perfectam  esse  non  posse. 

CLASSE  DE  RHETORIQUE  (  SECTION  DES  SCIEXCEs). 

Mathéma  tiques . 

Étant  donnée  une  parabole,  démontrer  que  si  l'on  joint 

deux  points  M  et  M'  de  la  courbe ,  et  qu'on  prolonge  jus- 

Amm.  de  Sathémm.,  t    XIV.  (Novembre  i855.)  27 
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qu'à  1a  rencontre  de  la  directrice ,  la  ligne  qui  joint  ce 
point  de  rencontre  au  foyer  divise  en  deux  parties  égales 
l'angle  formé  par  l'un  des  rayons  vecteurs,  et  par  le  pro- 
longement de  l'autre. 

Décrire  le  mouvement  apparent  du  Soleil  dans  le  cours 
d'une  année,  et  examiner  les  phénomènes  relatifs  a  ce 
mouvement. 

Observation.  La  propriété  géométriqne  énoncée  appar- 
tient à  une  conique  quelconque. 

Mécanique. 

i°.  De  l'eau  considérée  comme  moteur. 

Déterminer  la  .quantité  de  travail  moteur  fourni  par 
une  chute  d'eau,  après  avoir  exposé  les  principes  sur  les- 
quels repose  cette  détermination.  Évaluer  la  force  trouvée 
en  chevaux- vapeur. 

2°.  Parmi  les  récepteurs  hydrauliques,  examiner  en 
particulier  la  roue  en  dessous  à  aubes  planes,  la  roue  en 
dessous  à  aubes  courbes  et  la  roue  à  angles.  Les  comparer 
les  unes  avec  les  autres. 

Histoire  naturelle. 

De  la  digestion.  Des  organes  qui  servent  à  cette  fonc- 
tion et  de  leurs  principales  modifications  chez  les  mam- 
mifères. 

Du  fruit  et  de  ses  principales  modifications. 

Des  terrains  tertiaires  et  des  corps  organisés ,  animaux 
et  végétaux,  qui  les  caractérisent. 

Observation.  C'est  à  des  rhétoriciens ,  à  des  jeunes 
gens  de  seize  à  dix-huit  ans  qu'on  adresse  ce  lohu-bohu 
de  questions  scientifiques!  Risum  teneatis.  amici? 
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CLASSE  DE  SECONDE  (  SECTION  DES  SCIENCES). 

Ma  tk  èmatiques . 

Mesurer  le  volume  engendré  par  un  triangle  tournant 
autour  d'un  axe  mené  dans  son  plan  par  un  de  ses  som- 
mets. Déduire  de  là  le  volume  du  secteur  sphérique,  et, 
par  suite,  de  la  sphère. 

Par  l'une  des  arêtes  d'un  tétraèdre  donné ,  mener  un 
plan  qui  divise  l'arête  opposée  en  deux  parties  propor- 
tionnelles aux  aires  des  faces  dont  l'arête  commune  est 
celle  par  laquelle  on  doit  mener  le  plan. 

Quelle  est  la  droite  qui  partant  d'un  sommet  d'un  té- 
traèdre rencontre  la  base  en  un  point  tel ,  qu'en  le  consi- 
dérant comme  le  sommet  commun  de  trois  triangles 
ayant  pour  bases  les  trois  côtés  de  cette  base,  les  aires 
de  ces  triangles  soient  proportionnels-  aux  aires  des 
faces. 


ÉCOLE  P0LYTECM10.1E. 
COMMIS  DADMISS10N  EN  I8ii5  (Pvis). 

COMPOSITIONS     ÉCRITES. 

Ma  thématiques . 
i"  série.  On  donne  l'équation 

x'-hf*  +  **  =  «>, 

trouver  les  droites  situées  sur  cette  surface,  l'intersec- 
tion des  plans  passant  par  ces  droites  avec  la  surface. 
*7. 
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=  tangr 


Démontrer  que  cette  équation  a  une  infinité  de  racines. 
Calculer  la  plus  petite  racine  positive  à  un  dix- millième 
près. 

3*  série.  Trouver  les  quatre  points  d'interseciiou  d'une 
ellipse  et  d'une  hyperbole  qui  ont  un  foyer  commun  F  et 
dont  les  centres  sont  respectivement  O  et  O'.  On  donne 
l'angle  OFO'  =  d;  les  deux  demi-axes  a  et  b  de  l'ellipse; 
o'  et  b'  de  l'hyperbole.  Faire  le  calcul  dans  le  cas  où 
d=  2a0  3o',  a=io,t  =  7,  a!  =  \ ,  V ss  1. 

Physique  et  Chimie. 

1"  série.  Loi  de  Mario ttc;  dans  quelle  limite  elle  doit 
être  acceptée. 

a*  série.  De  l'azote.  Ses  propriétés;  ses  combinaisons 
avec  l'oxygène;  gaz  qui  en  résultent;  analyse  de  ces  gaz; 
rapports  entre  les  poids  elles  volumes.  Déterminer  l'é- 
quivalent de  l'azote. 

3*  série.  Démontrer  expérimentalement  les  lois  d'at- 
traction ou  de  répulsion  des  fluides  électriques  et  des  flui- 
des magnétiques.  Comparer  les  méthodes  employées  dans 
les  deux  cas.  Faire  ressortir  les  analogies  et  les  différen- 
ces des  deux  problèmes.  Indiquer  les  degrés  de  précision 
des  expériences  à  ce  sujet. 

Épures. 

1™  série.  Intersection  d'un  cylindre  et  d'un  tétraèdre. 

3*  série.  Données  :  Un  tétraèdre  régulier  de  o",  1a  de 
côté  reposant  sur  une  de  ses  faces  sur  le  plan  horizontal 
de  projection.  Aucun  des  cotés  de  la  base  n'est  parallèle 
ni  perpendiculaire  a   la  ligne  déterre;  le  tétraèdre  est 


3,g,1,zedby  G00gle 


(4"  ) 

placé  de  manière  que  les  projections  de  ses  trois  arêtes 
soient  visibles  sur  le  plan  vertical  de  projection. 

2°.  Une  (sic)  ellipsoïde  de  révolution  :  L'axe  de  révo- 
lution est  vertical  et  porté  à  une  distance  de  om,oa5  du 
sommet  du  tétraèdre  dans  un  plan  faisant  un  angle  de 
45  degrés  avec  celui  de  projection.  Le  centre  de  l'ellip- 
soïde est  à  o™,6  au-dessus  du  plan  horizontal.  Les  deux 
demi-axes  de  la  méridienne  ont  respectivement  oB,o5  et 
om,o3  de  longueur-,  le  grand  axe  est  vertical. 

11  faut  ;  i°  construire  la  projection  du'  corps  formé  par 
l'ensemble  de  ces  deux  solides  sur  chacun  des  plans  de 
projection  horizontale  et  verticale  placé  comme  il  est  in- 
diqué ci-dessus*,  2"  construire  la  tangente  au  point  où  se 
rencontrent  deux  des  coupes  d'intersection  déterminées 
dans  l'ellipsoïde  par  les  faces  du  tétraèdre,  puis  les  tan- 
gentes horizontales  de  ces  mentes  courbes. 

3*  série.   Données  : 

i°.  Même  tétraèdre  que  dans  la  a'  série. 

a°.  Un  (sic)  ellipsoïde  dont  les  trois  demi-axes  sont 
respectivement  o*\o3 ,  om,o4 ,  o°",o5  de  longueur  :  celui 
de  om,o3  est  vertical ,  celui  de  om,o4  est  perpendiculaire 
au  plan  vertical  de  projection.  Le  centre  de  l'ellipsoïde 
est  placé  sur  la  verticale  abaissée  du  sommet  du  tétraèdre 
à  on,4  du  plan  horizontal. 

Il  s'agit  de  faire  les  mêmes  constructions  que  pour  la 
deuxième  série. 

Nota.  On  fera  bien  de  faire  emploi  des  sections  circu- 
laires. 

Mécanique, 

t"  série.  Etant  donnés  un  cercle  et  une  droite  BB'  tan- 
gente, on  fait  mouvoir  la  droite  de  telle  manière  que  le 
point  de  contact  A  parcoure  le  cercle  d'un  mouvement 
uniforme  en  8  secondes,  en  même  temps  que  la  droite 
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tourne  autour  du  point  A  d'un  mouvement  uniforme  en 
4  secondes.  Le  point  TV  est  à  une  distance  de  i  mètre  du 
point  A.  On  demande  quelle  sera  la  vitesse  du  point  B' 
an  bout  de  3  secondes. 

a*  série.  Démontrer  les  lais  du  mouvement  par  les 
expériences.  Etant  donnée  une  droite  homogène  d'une 
dimension  transversale  très-petite;  étant  donnés  deux 
plans,  l'un  vertical,  l'autre  horizontal,  dont  l'intersec- 
tion est  perpendiculaire  au  plan  vertical,  on  demande 
quelle  est  la  position  maximum  que  prendra  la  droite 
appuyée  sur  les  deux  plans  pour  ne  pas  glisser.  Lés  plans 
sont  homogènes  et  de  même  matière;  le  coefficient  de 
frotte  ment  de  la  droite  avec  les  plans  est  égal  à  iode- 
grés. 

3*  série.  On  demande  l'équilibre  d'un  corps  pesant  sur 
un  plan  incliné,  dans  le  cas  où  ce  corps  est  simplement 
soumis  à  la  pesanteur  et  au  frottement  du  plan . 

Calcul  d'un  triangle. 

■  '*  série.  \ 

A  =  iao"2'6\8, 
B=  89.8.38,7, 
C  =  90.16.7,2, 
R  =2715™, 28. 

Calculer  en  mètres  les  côtés  de  ce  triangle  sphérique. 

a*  série. 

A=    60", 
B=  iao°, 
C=  go°3o't 
R  =  295'", 114 

Trouver  la  surface. 

3e  série.  On  donne  les  côtés  a.  h ,  c  d'un  triangle  spbe- 
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rique  ut  le  rayon  R  de  la  sphère,  savoir  : 
«=    7i-,384, 
*—    94'">99a> 

R  =  442m,488. 

On  demande  de  résoudre  le  triangle  et  de  calculer  sa  sur- 
face eu  mètres  carrés. 

Dessin. 

Les  trois  séries.  Uuu  académie. 

Lavis  à  l'encre  de  Chine. 

Les  trois  séries.  Un  chapiteau. 

Composition  française. 

i"  série.  Apprécier  Bossuct  et  ses  oraisons  funèbres. 

a'  série.  Corneille.  Appréciation  de  ses  tragédies  au 
point  de  vue  de  la  moralité. 

3"  série.  Donner  une  idée  de  la  première  représenta- 
tion des  Perses  d'Eschyle,  à  Athènes,  huit  ans  après  la 
deuxième  guerre  médiqne. 

Thème  allemand. 

Les  trois  séries.  Treize  lignes  pour  chaque  série. 

Observations.  Les  questions  devraient  présenter  à  peu 
près  même  degré  de  difficulté  pour  les  trois  séries;  il  s'en 
l'autre  beaucoup  qu'il  en  soit  ainsi.  La  première  série  a 
généralement  les  questions  les  plus  faciles.  Cela  n'est  pas 
juste. 

On  a  reproché  ans  anciens  examens  de  présenter  trop 
de  difficultés  mathématiques.  Ony  a  remédié  eu  triplant 
les  difficultés,  mais  les  transportant  sur  la  physique  ,  sur 
la  chimie,  l'art  graphique  et  les  langues.  Où  est  l'allége- 
ment? Les  candidats  entrant  à  l'Ecole  devant  (  re  des 
Pic  de  la  Mirandole,  que  seront-ils  en  sortant? 
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Vers  la  fui  du  livre  1"  des  Gèorgiques,  Virgile  peint 

un  laboureur  stupéfait  d'admiration  eu  découvrant  des 

ossements  gigantesques  dans  un  ancien  champ  de  bataille 

des  Romains  : 

Grandïaque  effosit  mirabitur  oua  sepulcri*. 

De  même,  sœcuîis  -volventibus ,  la  postérité  lisant  un 
jour  nos  Programmes,  exclamera:  Quels  torrents  de 
science  coulaient  chez  ce  peuple  phénix  où,  rien  que  pour 
se  préparer  à  certaines  études,  les  jeunes  gens  devaient 
être  munis  de  tant  d'instruction  sur  toutes  les  parties  des 
connaissances  humaines,  dissertaient  de  oinni  re  scibili! 
Lisant  ensuite  que  ce  même  peuple  ajoutait  foi  aux  ba- 
guettes, aux  tables ,  aux  somnambules  divinatoires, etc., 
les  érudïts,  jamais  embarrassés,  ne  manqueront  pas  de 
découvrir  que  deux  peuples  différents, l'un  très-savant , 
l'autre  très-ignorant,  portaient  le  même  nom,  et  au  be- 
soin donneront  les  raisons  de  cette  homonymie. 


ÉCOLE  IMPÉRIALE  SPÉCIALE  MILITAIRE  DE  SA1HT-CYR, 
CONCOURS  D'ADMISSION  EN  1855. 


;    ÉCRITES. 

Mathém  atiq  ues . 
i™  série.  Dans  un  quadrilatère  plan  ABCD ,  on  donne 
AB  =4:t8-,74, 
DAB=io2"5i'43",8, 
CAB  =  48.42.38,6, 
CBA=  80.12.10,4, 
DBA—  42.16.14,6. 

Calculer  la  distance  des  deux  points  inaccessibles  C  et  D. 
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a'  série.  Même  question. 

AB=a6igr,84, 

DAB=  io4°a8'56",4f 
CAB=  4i.3o.  24,7, 
CBA  =  87.41.17,6, 
DBA:-:    43.11.19,6, 

Épures. 

Les  deux  séries.  A  =  tronc  de  prisme  quadrangulaire 
reposant  sur  le  plan  horizontal  de  projection  ; 

B  =  tronc  de  prisme  quadrangulaire  posé  sur  A  ; 

C  =  parallélipipède  rectangle  posé  sur  R. 

On  donne  les  dimensions  en  mètres  des  trois  corps  et 
leurs  positions;  il  faut  construire  le  plan,  l'élévation  et 
la  coupe  du  système  des  trois  corps. 


SU  LE  PROBLÈME  DB  HALLEY 


P*b  H.   HOCJSEL, 

Professeur. 


Le  théorème  de  Nicollic  peut  s'énoncer  de  la  manière 
suivante  : 

Etant  donnés  trois  points  d'une  conique  et  l'un  de  ses 
foyers ,  de  ce  foyer  comme  centre  et  d'un  rayon  quelcon- 
que décrivez  une  circonférence  sur  laquelle  les  rayons 
vecteurs  détermineront  trois  cordes  correspondant  aux 
cotés  du  triangle  formés  par  les  points  donnés. 

Joignez  le  foyer  au  milieu  d'une  des  cordes  de  la  co- 
nique; cette  médiane  coupera  la  corde  correspondante 
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dn  cercle  en  un  certain  point,  duquel  vous  abaisserez  une 
perpendiculaire  sur  la  corde  de  la  conique;  faites  la 
même  construction  pour  les  deux  autres  cordes ,  les  trois 
perpendiculaires  concourront  en  un  même  point qui  sera 
sur  l'axe  focal. 

La  distance  de  ce  point  au  foyer  sera  égale  au  rayon 
du  cercle  multiplié  par  le  rapport  d'excentricité  de  la 
conique. 

Nous  allons  démontrer  ce  théorème  en  renversant  l'é- 
noncé et  chercher  le  point  où  la  perpendiculaire,  menée 
comme  on  vient  de  l'indiquer  sur  une  corde  de  la  coni- 
que, rencontre  l'axe  focal. 

Soient  F  le  foyer  et  M ,  M'  deux  points  de  la  conique  ; 


du  centre  F  et  du  rayon  r  décrivons  un  cercle  qui  ren- 
contre FM  en  m  et  FM' en  m';  joignons  F  au  milieu  N 
de  MM'  :  cette  droite  FN  coupe  mm  '  en  n  ;  enfin  du  point 
n  abaissons  sur  MM'  la  perpendiculaire  nP  qui  coupe 
en  E  l'axe  focal:  il  s'agit  de  calculer  FE. 
Le  triangle  F«E  donne 


mais  soit  N  l'angle  aîgu  PNF ,  ou  a 
sinFirE  =  cosW, 
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et  soit  1  le  point  où  MM'  coupe  l'axe  focal, 

sin«EF  =  cosl. 
Ainsi  | 

cosl 

La  courbe  étant  rapportée  à  ses  coordonnées  polaires , 
on  pose 

FM  =  p,     FM'  =  p',     MFE  =  *>,      M'FE=«', 

et ,  par  conséquent , 

HFM'=M'  — «; 

on  a  d'ailleurs  les  relations 


Si  l'on  cherche  à  déterminer  en  général  l'angle  que 
font  la  base  et  la  médiane  d'un  triangle ,  on  aura 


vV+  p'*+-  2pp'cos(»'—  «)  Vp'H-  p"—  2Pp'cos(»'— w) 

Ensuite,  pour  calculer  Fn ,  nous  observerons  que  si , 
dans  un  triangle  isocèle ,  on  joint  le  sommet  n  à  un  point 
quelconque  de  la  base ,  on  a  la  relation 

Un  autre  théorème  de  géométrie  fait  voir  que  la  base 
MM'  étant  divisée  en  deux  parties  égales  au  point  N  ,  la 
corde  mm'  est  divisée  en  raison  inverse  des  côtés  FM  et 
FM',  de  sorte  que 
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d'où  l'on  conclut 

,         mm' .a  ntar.p 

m"~ e  +  e''       "~  p  +  p'' 

et  enfin 

,  mm'  pp' 

""*        "-tP  +  P')'* 
Mais,  dans  le  cercle  de  rayon  r,  la  corde 
mm'=  arsin  -{»'  — »), 
ce  qui  donne 

ou  bien 

P  H-  P' 
et  l'on  a  pour  première  simplification 


FE  = 


r(P  — P') 


cosl^p'  +  p"  —  app'cos(o>'  — ») 


Il  faut  actuellement  calculer  cos  I.  Le  triangle  F1M 
nous  donne 

FI       sinFMI      sinfU-w) 

=3  — .     .    ■  = *-t— ; =  COSw  +  SIDwCOtI. 

p  sinl  sinl 

De  même 

FI  ,     "  ■      ,       . 

— r  =  cosu'  +ana  cotl, 
P 
d'où  l'on  tire 

p' _  cosM  +  sinucotl  i — Vcost. 

p        cosm'  -h  sinu'cotl       i  —  e  cos »' 
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■in»'  —  sinu  —  etîu  («'  —  «) 
Ungl  = r 


sin^  («'  —  -) 


»/  i  —  2ecos-(*)'+  u)cos-(u'  —  «)  -t-  ^  cos'~((b'—  b* 
cosl-  .    I  ,   ,  ,      . 


Cherchons  à  comparer  cette  valeur  avec  l'expression 


l/p+p''—  2pp'cos^(»'—  u)=i/(p— p'«+4fp'sin'-t»'— «). 

Remplaçant  p  et  p'  par  leurs  valeurs  et  réduisant,  cette 
expression  devient 

»,«.!(.'-.)  , ; ; ; 

-.^)(,-«^-)V-3"o,;("'+-»C0';'-'— )+••■"';(••'— > 


ce  qui  donne 


r(p  —  p')(i  — ecos»i)(i  —  ecos»') 


FE=  - 

apsin-(o>' —  w)sin-(ù>'  —  «•) 

Remplaçant  encore  p  et  p'  par  leurs  valeurs ,  on  a  enfin 
FE  —  re.  O.    Q.   t.    ». 

Il  reste  encore  à  faire  voir  que,  si  l'on  prolonge  m  E 
jusqu'à  une  seconde  rencontre  du  cercle  en  H  ,  on  aura  la 
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F'  étant  le  second  foyer. 
D'abord  nous  connaissons  dans  le  triangle  mEF, 

Nous  connaissons  aussi  le  produit  mE.HE  qui  est  égal  an 
produit  des  parties  du  diamètre  dirigé  suivant  EF;  ces 
deux  parties  sont  r —  re  et  r  -f-  re,  donc  on  a 

nte.HE  =  r'(i  —  e>) 


11  faut  donc  prouver  que 


est  effectivement  égal  à  ia — o ,  c'est-à-dire  au  rayon 
vecteur  correspondant.  On  peut  mettre  le  numérateur 
sous  la  forme 

a  —  aecosw  -t-c1  —  i  =  ~  — (i — e"), 
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et  l'on  trouve  en  effet 

MF  =  2<j  —  p. 

La  démonstration  est  faite  pour  l'ellipse,  mais  elle  se- 
rait aussi  facile  pour  l'hyperbole. 

Quant  à  la  parabole,  le  point  E  est  sur  la  circonfé- 
rence puisque  e  =  i  - 

La  courbe  est  maintenant  parfaitement  définie  ;  en  ef- 
fet la  somme  MF'-J-  MF  donne  la  quantité  aa,  et  le  rap- 
port connu 

FE  =  r.  î 

achève  de  tout  déterminer.  On  voit  donc  que ,  si  du  cen- 
tre M  el  du  rayon  MF'  que  l'on  vient  de  trouver,  on  dé- 
crivait une  circonférence  coupant  l'axe  focal  en  deux 
points,  l'une  des  solutions  serait  fausse. 

Cependant,  on  sait  que  le  problème  a  quatre  solutions; 
l'une  peut  être,  suivant  les  circonstances,  une  ellipse,  ou 
une  parabole,  on  bien  une  hyperbole  dans  laquelle  les 
trois  points  donnés  sont  sur  une  même  branche.  Les  trois 
autres  sont  trois  hyperboles  dans  lesquelles  deux  des 
points  donnés  sont  sur  une  branche  e!  le  troisième  sur 
l'autre.  Voici  comment  ces  solutions  peuvent  se  déduire 
de  la  construction  précédente. 

Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  les  points  M 
et  m  étaient  du  même  coté  des  points  F;  maie  nous  au- 
rions pu  prendre,  au  lieu  de  m,  l'autre  extrémité  du  dia- 
mètre. En  considérant  de  même  les  autres  points  M' et 
M"  de  ta  conique,  nous  aurons  enfin  les  trois  autres 
points  m,,  m\  el  m'  que  l'on  peut  combiner  entre  eux 
ou  avec  les  extrémités  opposées  i»,  ni1  et  m". 

Si  l'on  cherche  à  combiner  ensemble  mt ,  m    et  m" , 
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on  trouve  un  point  E,  placé  sur  le  même  axe  FE  a  une 
distance  FE,  =  FE;  il  est  alors  facile  de  voir  que  Ton 
retombe  sur  la  courbe  qu'on  a  déjà  obtenue. 
Mais  les  trois  combinaisons  suivantes  : 

donnent  les  trois-  hyperboles  indiquées. 
Quant  aux  trois  autres  combinaisons  : 

elles  donneraient  encore  ces  trois  mêmes  hyperboles. 


Le  théorème  de  Nicollîc  présente  plusieurs  conséquen- 
ces. D'abord,  on  en  conclut,  indépendamment  de  toutes 
considérations  de  coniques,  que  si ,  sur  trois  points  M, 
M',  M",  on  fait,  avec  un  quatrième  point  F  et  un  cercle 
de  rayon  quelconque,  la  construction  indiquée  ,  les  trois 
perpendiculaires  qu'elle  donne  se  réuniront  en  un  même 
point. 

De  plus ,  si  deux  des  trois  points  pris  sur  la  conique  se 
réunissent  en  un  seul,  la  sécante  deviendra  tangente, 
mais  le  point  E  ne  changera  pas  et  l'on  aura  toujours 

FE  =  r*. 

On  pourra  donc  réciproquement ,  en  supposant  la  conique 
donnée ,  profiter  de  cette  propriété  pour  mener  une  tan  - 
gente  par  un  point  donné  sur  la  courbe. 

Considérons  d'abord  l'ellipse,  et  comme  le  rayon  du 
cercle  est  arbitraire ,  nous  prendrons  pour  rayon 

FB  =  04  =  a, 

Oétant  le  centre  et  B  l'extrémité  du  petit  axe  :  alors 
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d'où  résulte  la  construction  suivante  : 

Pour  mener  une  tangente  à  l 'ellipse  par  un  point  M 
pris  sur  cette  courbe,  joignez  M  au  foyer;  de  ce  foyer 
comme  centre,  et  avec  FB  =  0  A  comme  rayon,  décrites 
une  circonférence  qui rencontre  FM  en  m;  joignez  Om 
et  sur  Om  abaissez  du  point  M.  une  perpendiculaire  qui 
sera  la  tangente  demandée. 

Les  points  M  et  m  sont  du  même  côté  du  foyer.  Pour 
l'hyperbole,  la  construction  est  la  même ,  seulement  les 
points  M  et  m  sont  des  côtés  opposés  du  foyer. 

Quanta  ia  parabole,  du  foyer  F  comme  centre,  et  d'un 
rayon  quelconque ,  décrivez  un  cercle  qui  coupe  l'axe 
enEdu  côté  opposé  à  la  directrice  et  le  rayon  vecteur 
FM  en  m  ;  joignez  E  m,  et  sur  Em  abaissez  du  point  M 
une  perpendiculaire  qui  sera  tangente. 

Ici,  comme  pour  l'ellipse ,  M  et  m  sont  du  même  côté 
de  F. 


SIR  m  THÉORÈME  ARITHUOLOGIQVE  D'EULÉR, 


Pas  M.  1s.  CHETILL1ER, 
Professeur  au  lycée  de  Reims, 


Eulcr,  dans  le  n"  35  de  la  seconde  partie  de  ses  Élé- 
ments d'jilgèbre,  attire  l'attention  du  lecteur  sur  une 
propriété  de  la  plus  grande  importance  relativement  à 
la  nature  des  nombres.  Si  j'ai  bien  compris  ce  passage, 
la  proposition  dont  il  s'agit  est  la  suivante  : 

Si  l'on  peut  trouver  un  nombre  entier  it  tel,  que 
mi  —  b  divise  me  -f-  ab,  la  valeur  correspondante  de  y 

iaa.  de  Mathémal..  t.  XIV.  (  Norambra  i  855  .  ;  38 
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donnée  par  Vèifualion 


sera  pareillement  entière. 

En  cherchant  à  démontrer  cette  proposition,  j'ai  trouvé 
qu'on  ne  peut  l'affirmer  que  sî  m  est  premier  avec  le  di- 
viseur mx —  h=f. 

En  effet,  l'équation  ci-dessus  donne  en  y  remplaçant 

mx-bp*Tf, 

me  +  ab 
my  =  a->r  

Le  second  membre  est  entier  par  hypothèse,  c'est-à-dire 
que  l'expression  aJ'-\-  mc-\-al>  -est  divisible  par/.  Kl  le 
est  aussi  divisible  par  m ,  car  elle  peut  s'écrire 

mc  +  a[f+b), 
et 

est  supposé  entier.  Si  donc  m  et  /"sont  premiers  entre 
eus ,  on  peut  affirmer  que 

est  entier;  sinon  cette  valeur  dey  peut  bien  être  fraction 

Pour  décider  si  ce  défaut  de  généralité  doit  être  im- 
puté à  la  proposition  elle-même  ou  à  ma  démonstration, 
j'ai  eu  recours  à  des  exemples  numériques. 

Tout  facteur  premier  commun  à  ni  et  y  devant  diviser 
mc-4-ai,  divisera  nécessairement  a  ou  b.  Soient  donc,  par 
exemple 

m.— 6,     a  =  a,      è  =  3,     c  =  9, 
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on  aura 

J'omets  à  dessein  les  simplifications.  Les  seuls  dii 

de  60  compris  dans  la  formule  6x  —  3  sont  3  et  i5,  et 

aucun  d'eux  n'est  premier  avec  6.  En  donnant  à  x  les 

valeurs  correspondantes  1  et  3,  on  trouve  pour  y,  3  = 

et  1 .  On  voit  donc  que  m  et  {peuvent  n'être  pas  premiers 
entre  eux  et  que,  si  cette  circonstance  se  présente,  y 
pourra  être  entier  ou  fractionnaire . 


SOLUTION  DR  LA  QUESTION  303 

Pa*  H.  Emibst  DE  JONQUIÈRES, 

Lieutenant  de  vaisseau  (")■ 

Qcestiom.  Étant  donnés  dans  le  même  plan,  de. 
grandeur  et  de  position ,  cinq*segments  ab  ,  cd ,  gh ,  ik , 
lia ,  construire  une  conique  qui  coupe  chaque  segment 
harmoniquemcnt  en  a',  b';  c',  d'5  etc. 

Avant  de  résoudre  celte  question ,  proposons-nous  la 
suivante  qui  sera  un  acheminement  naturel  vers  celle 
dont  il  s'agit. 

1"  Problème  auxiliaire.  Etant  donnés  dans  le  même 
plan  quatre  points  a,  |3 ,  y,  â,  et  un  segment  fixe  gh, 
décrire  une  conique  qui  passe  par  les  quatre  points  et 
qui  coupe  gh  hanuoniquement. 

Supposons  qu'on  ait  décrit  le  faisceau  de  coniques  qui 
passent  parles  quatre  points  3,  S,  y ,  J;  chacune  d'elles 

(*)  Commandant  la  Lnner. 
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coupera  la  droite  indéfinie  Lg7tL'  en  deux  points  n,  ri 
qui  formeront  involution  avec  les  quatre  pointa  de  ren- 
contre des  côtés  du  quadrilatère  afi-jè  par  la  transversale 
{Géométrie  supérieure,  n"  650).  Donc  les  points  varia- 
bles n,  n'  marqueront  sur  LL'  deux  divisions  homogra- 
phiques  en  involution  (n°  236).  Les  points  doubles  e,fie 
ces  deux  divisions,  lesquels  sont  déterminés  au  moyen  du  ■ 
quadrilatère  afiyd ,  coupent  barmoniquement  tous  les  seg- 
ments ««',  et  par  conséquent  aussi  le  segment  inconnu 
g'h'  intercepté  par  la  conique  cherebée  sut'  la  transver- 
sale. Réciproquement,  ce  segment  g' H  divise  barmoni- 
quement ef\  d'ailleurs,  il  faut  qu'il  divise  barmonique- 
ment le  segment  douné  gh .  Donc  g'  et  h'  sont  les  points 
doubles  de  l'învolution  déterminée  par  les  deux  segments 
ef,  gh  [Géométrie  supérieure,  n°  193).  Il  sera  facile  de 
les  construire  sans  tracer  aucune  conique.  Le  problème 
est  donc  résolu,  et  l'on  voit,  de  plus,  qu'il  n'admet 
qu'une  seule  solution. 

Actuellement,  supposons  que  les  points  y ,  â ,  au  lieu 
d'être  fixes  sur  la  droite  indéfinie  qui  les  joint ,  s'y  meu- 
vent en  divisant  toujours  h^armoniquement  le  segment  cd 
donné  sur  cette  droite.  Ils  y  marqueront  deux  divisions 
en  involution.  Si  l'on  fait  passer  par  ces  points,  conju- 
gués deux  a  deux  daus  ebacune  de  leurs  positions  succes- 
sives, et  par  les  deux  autres  points  fixes  et,  [3,  la  conique 
unique  qui  divise  barmoniquement  le  segment  gh,  on 
formera  un  faisceau  de  coniques  qui  couperont  la  droite 
LL' en  des  points  g'...,  A'...  formant  deux  divisions  en 
involution  dont  les  points  doubles  sont  g  et  h.  Or  je 
démontrerai  (ci-après,  afin  de  ne  pas  rompre  le  fil  des 
idées)  que  des  coniques  qui  ont  deux  points  communs , 
et  qui,  en  outre,  divisent  en  involution  deux  droites 
fixes,  ont  deux  autres  points  communs  (réels  ou  imagi- 
naires),   et,    par    conséquent    (Géométrie    supérieure, 
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n°  713) ,  divisent  en  ïnvolution  une  troisième  droite  quel- 
conque. Prenons  ik  pour  cette  troisième  droite ,  et  soient 
e',J'\es  points  doubles  des  divisions  en  ïnvolution  que 
les  coniques  y  déterminent  (il  suffira  de  deux  coniques 
d'essai  ou  de  fausse  position  pour  trouver  ces  points,  et 
encore  ne  sera- t-il  pas  nécessaire  de  les  tracer).  Soient  i', 
ft'lesdenx  points  qui  divisent  narmoniqueoient  à  la  fois 
les  deux  segments  ik  et  e'  f.  Celle  des  coniques  du  fais- 
ceau qui  nous  occupe,  qui  passe  par  les  points  i'  et  A', 
jouit  de  la  propriété  de  passer  par  les  deux  points  donnés 
â,j3  et  de  diviser  harmoniquement  les  trois  segments 
donnés  cd,  gh ,  ik.  Ceci  est  une  conséquence  évidente  de 
ce  qui  précède.  Cette  conique  est  unique;  comme  dans  le 
premier  problème  ,  elle  est  complètement  déterminée  et 
facile  à  construire. On  a  donc  une  solution  de  ce  nouveau 
problème  auxiliaire. 

a*  Problème  auxiliaire.  Par  deux  points  donnés, 
faire  passer  une  conique  qui  coupe  harmoniquement 
trois  segments  donnés. 

Mous  avons  fait  un  nouveau  pas  vers  la  solution  de  la 
question  proposée  en  éliminant  deux  points  fixes  et  in- 
troduisant deux  segments  de  plus.  Nous  allons  éliminer 
les  deux  autres  points  et  les  remplacer  par  les  deux  der- 
niers segments  en  suivant  la  même  marche. 

Supposons  donc  que  les  points  a  ,  (3  se  meuvent  sur  la 
droite  ab  en  ne  cessant  pas  de  diviser  harmoniquement 
le  segment  ab ,  et,  pour  chaque  position  de  ces  deux 
points,  supposons  qu'on  ait  décrit  la  conique  qui ,  pas- 
sant par  eux,  coupe  harmoniquement  les  trois  autres  seg- 
ments cd,  gh,ih  ( î"  problème  ci-dessus).  On  aura  formé 
ainsi  un  faisceau  de  coniques  qui  marquent,  sur  chacune 
des  quatre  droites,  deux  divisions  en  ïnvolution,  dont 
les  points  doubles  sont  respectivement  a,  b;u  ,  d;  g,  h; 
i,  k.   Or  je  démontterai  plus  loin  que  des  coniques  qui 
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satisfont  à  une  (elle  condition  sont  ci  [-consentes  au  même 
quadrilatère  (réel  ou  imaginaire).  Donc  (Géométrie  su- 
périeure, n"  743)  une  cinquième  droite  quelconque,  Im  par 
exemple ,  est  divisée  par  ces  courbes  en  involution. 
Soient  ett,f  les  poinis  doubles  de  ces  divisions  et  soient 
/',  m!  les  deux  points  qui  divisent  harmoniquemeni  à  la 
fois  les  deux  segments  c"J"  et  Im.  Celle  des  coniques  du 
faisceau  en  question  qui  passe  par  les  points  /'  et  m', 
et  il  n'y  en  a  encore  qu'une ,  coupera  aussi  harmonique- 
ment  les  quatre  autres  segments  donnés.  Cette  conique, 
facile  à  construire,  est  donc  la  conique  demandée,  et  la 
question  298  est  résolue. 

Il  reste  maintenant  à  donner  la  démonstration  des  deux 
théorèmes  sur  lesquels  je  me  suis  appuyé  dans  le  courant 
du  discours. 

Démonstration  du  i"  théorème  auxiliaire.  Plu- 
sieurs coniques  passent  par  deux  points  fixes  a ,  b  et  di- 
visent harm uniquement  deux  droites  données  CD,  GH; 
il  faut  prouver  qu'elles  sont  toutes  circonscrites  à  un 
même  quadrilatère  abs<f.  Soient  £,  £'  deux  de  ces  coni- 
ques, a,  b,  e,  fleurs  points  communs,  et  supposons, 
s'il  est  possible,  qu'une  troisième  conique  S"  ne  passe 
pas  par  les  deux  points  (réels  ou  imaginaires)  e,  ip.  Soient 
y,  à,  les  points  où  2"  coupe  la  droite  CD.  Parmi 
toutes  les  coniques  du  faisceau  circonscrit  au  qua- 
drilatère abt<f,  il  en  est  une,  £■"',  qui  passe  par  y  et  J, 
puisque  la  droite  CD  coupe  les  coniques  £,£',S"'  en  six 
points  en  involution  (Géom.  M*/».  n°  743),  et  que,  par  hy- 
pothèse, les  points  y  et  d,  intersection  de  2",  sont  en  in- 
volution avec  les  quatre  autres.  Ainsi  les  deux  coni- 
ques 2",  £"'  ont  déjà  en  commun  les  quatre  points  a, 
b,  y,  à.  Or  le  premier  problème  auxiliaire  (voir  sa 
conclusion)  prouve  que  par  quatre  points  donnés  on 
ne  peut  mener  qu'une  seule  conique  qui  coupe  harmoiiî- 
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«peinent  un  segment  ghisxtué  sur  une  autre  droite  GH, 
c'est-à-dire  qui  coupe  cette  droite  en  deux  point»  faisant 
partie  de  l'involution  dont  g  et  h  sont  les  point»  doubles; 
d'ailleurs  la  tonique  2'"  rempli!  celte  condition  de  fait, 
et  la  conique 2"  la  rempli l par  hypothèse  j  donc  2"et2"' 
se  confondent  et  2"est  circonscrite  au  quadrilatère  ab  éo. 
c.  Q.  r.  o. 

Démonstration  du  a8  théorème.  Plusieurs  coniques 
2  ,  2',  2", etc.,  divisent  harmoniquement  quatre  droites 
données  AB,  CD,  GH,  IK.;  il  s'agit  de  prouver  qu'elles 
sont  circonscrites  au  même 'quadrilatère.  Soient  e,Ç, 
e',  <f'  les  points  d'intersection  des  aVux  premières.  Par 
ces  points  et  par  les  deux  points  a  ,  j3  ,  où  2"  rencontre 
AB ,  décrivons  une  conique  S1";  elle  coupe  les  trois  autres 
droites  en  des  points  qui  sont  en  involation  avec  ceux 
où  les  coupent  2  et  2'.  Prouvons  que  2"  se  confond  avec 
2'".  Pour  cela,  soient  y  et  à  les-  pointa  où  2'"  «oupe  la 
droite  CD;  si  l'on  prouvait  que  2"  passe  perces  deux 
points,  tout  serait  démontré,  à  cause  du  théorème  pré- 
cédent. 

Supposons  donc,  s'il  est  possible,  que  2"  coupe  CD 
en  deux  points  y',  Ô'  autres  que  y  et  3.  Parmi  l 'minuté 
de  coniques  qui  passent  par  les  quatve  points  as ,  /3  ,  /,  S 
il  n'y  en  a  qu'une  (i™  Problème)  qui  coupe  la  droite  GH 
en  deux  point»  qui  forment!  ûivolution  avec  les  quatee 
qui  s'y  trouvent  marqués  par  les  coniques  2,2';  cette 
conique,  doit  done  être  2";  mais  comme  il  ne  reste  plua 
rien  d'arbitraire  dans  aa  détermination,  on  n'est  plus 
libre  de  la  faire  varier  de  manière  à  ce  que ,  tant  en  rem- 
plissant les  trois  conditions  déjà  énoncées  ,  elle  puiss» 
encore  satisfaire  à  celle  qu'impose  la  quatrième  dvoileIK. 
Cette  dernière  condition  ne  pourra  donc  pas.,  en  général, 
eue  remplie  par  S",  tant  que  les  pointe  7',  à'  différe- 
ront de  y  et  J-.  Or  2"  y  satisfait  par  hypothèse ,-  donc 
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les  poin  ts  /,d'  coïncident  avec  y  et  <î,  et  S"  seconfondavec 
S"'  qui  remplit,  défait,  toutes  les  conditions.  Donc  le 

théorème  est.  démontre". 


La  question  398  donne  Wea  corrélativement  à  la  sui- 
vante: 

Qnssnon.  Étant  donnés  dans  le  même  plan  de  gran- 
deur et  déposition,  cinq  angles,  construire  une  coni- 
que dont  les  tangentes  divisent  chaque  angle  harmoni- 
quement. 

La  solution  serait  évidemment  corrélative  de  la  précé- 
dente. 


DÉMONSTRATION  DES  THÉORÈMES  DE  MCOLLIC 

Pa*  M.  Ebbbst  DE  JONQUIÈRES, 


{Je  conserve  les  notations  des  Nouvelles  Annales.)  La 
conique  et  le  cercle  F,  décrit  du  foyer  donné  comme 
centre,  sont  deux  Ggures  homologiques  (Poncelet,  Pro- 
priétés projectiles,  n"  453,  p.  afio  et  261,  et  Géométiie 
supérieure^  n°  529).  Le  centre  d'homologie  est  le  point 
F  lui-même,  et  Vaxe  d'homologie  ;esl  la  sécante  com- 
mune (réelle  ou  idéale)  des  deux  courbes.  Celte  sécante  , 
ou  axe  de  sympiose,  est  évidemment  perpendiculaire  a 
l'axe  focal. 

D'après  cela,  soient  x ,  x',  x"  les  points  de  rencontre 
des  cordes  données  A"  A',  A' A",  A" A"  avec  leurs  homo- 
logues a'"a',   a'a",    a",  a"  respectivement.   Ces    tiois 
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points  sont  sur  l'axe  d'homologîe  {Géométrie  supérieure, 
n°5l8)  et  le  déterminent.  Pour  obtenir  l'axe  focal,  il 
suffit  donc  d'abaisser  sur  xx"  la  perpendiculaire  FP. 

Cette  construction  fort  simple  n'est  pas  celle  qu'em- 
ploie Nicollic.  Il  divise  les  trois  cordes  du  cercle ,  aux 
points  B",  B'",  B',  en  segments  inversement  proportion- 
nels aux  rayons  vecteurs  de  la  conique  qui  aboutissent 
aux  extrémités  de  ces  cordes.  On  voit  d'abord  aisément 
que  ces  points  sont ,  respectivement ,  les  homologues  des 
points  milieux  des  cordes  de  laconique;  ainsi,  le  rayon 
FB",  par  exempte,  coupe  la  corde  À'" A'  en  son  mi- 
lieu (3  ".  En  effet,  soit  x  le  point  de  concours  des  cordes 
homologues  AWA',  ama'.  Les  triangles  xAV,  xkmam, 
coupés  par  la  transversale  FB"  (3",  donnent  les  deux 
relations 

FA'  B'af    P"x  _ 

Fa''B"*'p"A'~' 


Fa"    B"*    p"À' 

[Géométrie  supérieure,  n°352.) 
Egalant  les  premiers  membres  et  remarquant  qu'on  a, 
par  construction, 

Fa'rrFa" 
et 

FA'    B*»'    _ 
FÂ*  '  B"  a""  ~  '' 
il  reste 

.p»A'  =  p"A", 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Actuellement,   supposons  qu'on  mène  une   série  de 
tordes  parallèles  à  A' A'".  Le  lieu  de  leurs  points  milieux 
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/3"  sera  le  diamètre  de  la  conique  conjugué  à  leur  direc- 
tion. Donc  le  lieu  des  points  homologues  B*  sera  aussi 
une  ligne  droite  ,  passant  par  le  point  P,  qui  est,  dans 
le. cercle,  le  point  homologue  du  centre  O  de  la  conique. 
Or  je  dis  que  cette  droite  B"P  est,  de  plus,  perpendicu- 
laire sur  A'  A'".  En  effet,  soient  T,  1"  les  extrémités  du 
diamètre  conjugué  à  A'  \m  ;  t  et  t' les  points  homologues 
sur  le  cercle,  et  soit  enfin  Fr  une  parallèle  à  A' A"'  me- 
née par  le  foyer  F.  Fr  divise  l'angle  TFT'  en  deux  par- 
ties égales ,  en>  vertu  d'une  propriété  bien  connue  des 
coniques  (Pokcelet,  Propriétés  projectives,  n°  461  ou 
469)  y  donc  Fr  est  perpendiculaire  sur  la  corde  tt'  du 
cercle.  Mais  cette  corde  n'est:  autre  chose  que  la.  droite 
B"P,  puisque  les  points  r,  t'  sont  deux  portions  particu- 
lières du  point  B".  Donc  enfin  B"P  est  perpendiculaire 
sur  A' A"'.  c.   q.  f.  d. 

Le  point  P,  homologue  du  centre  Ode  la  conique,  est 
un  point  fixe,  indépendant  de  la  corde  A'  4'".  Les  droi- 
tes, lieux  géométriques  des  points  B'"  et  B',  passent  aussi 
parce  point,  et  sont  respectivement  perpendiculaires  sur 
les  cordes  A' A",  A"  A'";  tout  cela  d'après  les  raisonnements 
identiques  à  ceux  qui  précèdent. 

Donc  les  trois  perpendiculaires  abaissées  des  points 
B",  B',  B"'  sur  les  cordes  respectives  de  la  conique  se 
coupent  en  un  même  point  de  l'axe  focal,  ainsi  que  l'au- 
teur l'a  avancé. 

Le  point  P  étant  connu,  menons  Va'  jusqu'à  la  ren- 
contre de  l'axe  d'homologie  en  ir;  la  droite  homologue 
it  A'  déterminera  le  point  O  sur  l'axe  focal  ;  et  si  cet  axe 
coupe  le  cercle  aux  points  d,  d',  il  serajjien  aisé  de  trouver 
leurs  homologues  D,  D'^rui  sont  les  extrémités  de  l'axe 
focal.  La  conique  est  donc  de  la  sorte  complètement 
déterminée.  Mais  il  fairt  arriver  aux  proportions  données 
par  Nicollic. 
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Soit  OE  l'axe  transvcrsc  de  la  conique  ;  il  est  parallèle 
à  l'axe  d'homologie  xx'x",  son  homologue  Pelui  est 
donc  aussi  parallèle;  les  triangles  rectangles  FOE,  FPe 
sont  semblables  et  l'on  a 

PF       OF 


PF  excentricité 

a'  F       demi-axe  focal 


Les  lignes  A'O  et  à'P  sont  deux  droites  homologues  ; 
donc  les  points  C  et  a,  où  elles  coupent  la  conique  et  le 
cercle,  sont  en  ligne  droite  avec  le  centre  d'homologie  F. 
De  plus,  Oest  le  milieu  de  A'C  *rFa'=  F«;  donc, 
en  vertu  de  notre  premier  théorème ,  FP  divise  a' a  en 
deux  segments  inversement  proportionnels  aux  rayons 
vecteurs  FA',  Vc'  et  l'on  a 


fêlant  le  second  foyer. 

Toutes  les  propositions  de  l'auteur  sont  donc  démon- 
trées. 
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SOLUTION  DE  LA  QUESTION  310 

(TOlipftWl); 

Pab  H.  Eutut  DE  JONQUIÈRES, 


Un  observateur  placé  au  pôle  ne  voit,  dans  chaque 
lunaison,  que  la  moitié  des  phases  de  la  Lune,  parce  que 
cet  astre,  dont  l'orbite  est  inclinée  à  l'équateur,  ne 
demeure  sur  l'horizon  du  lieu  que  pendant  la  moitié  de 
sa  révolution  autour  de  la  Terre.  L'espèce  des  phases 
observées  dépend  de  la  différence  des  longitudes  du  So- 
leil et  de  la  Lune,  au  moment  où  celle-ci  traverse  Té- 
quateur  pour  entrer  dans  l'hémisphère  au  pôle  duquel  se 
trouve  l'observateur.  D'après  cela,  il  est  facile  de  véri- 
fier que  les  phases  observées  au  pôle  nord  pendant  l'an- 
née i855  seraient  les  suivantes  :  u 


Du  i"  janvier  au  9  janvier 
Du  23  janvier  au  6  février . 
Du  iafévrierau5  mars.  . . 
Du  18  mars  au  2  avril .... 
Du  1 5  avril  au  29  avril. . . . 

Du  12  mai  au  26  mai 

Du  8  juin  an  23  juin 

Du  6  juillet:  au  20  juillet... 
Du  2  août  au  16  août. .... 
Dn  29  août  au  1 2  septembre. 
Du  26  sept,  au  10  octobre. 
Du  23octobreau6novemb. 
Du  ignovemb.  au3décemb. 
Du  17  décemb.au  3i  décera 


P.L.  etD.Q. 
3>,  O.  O- 
3,   D.   O.  O- 

©,  D.  o. 
O  #.  D. 
C.  ®.  E>- 
G,  ®,  D- 

Mêmes  pli.  e.-à-d.  DQ.,Nï..,PQ. 

6,  m,  : 

O,  <D.  ( 
O,  G,  G 
O,  O.  c- 
O,  O,  €■ 

£),  O.  ©.c-à-d.PQ,PL,  DQ. 


.  O- 
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Le  bord  éclairé  est  le  plus  rapproché  île  l'horizon  ,  tant 
que  la  distance  polaire  boréale  de  la  Lune  est  plus  petite 
que  celle  du  Soleil  ;  c'est  le  contraire  quand  elle  est  plus 
grande ,  ce  qui  ne  peut  avoir  lieu  que  pendant  une  par- 
lie  de  l'été. 

Pendant  la  durée  de  chacune  de  ces  périodes ,  la  Lune 
reste  constamment  sur  l'horizon.  Le  spectateur  voit  donc 
la  succession  continue  des  phases  visibles,  et  l'hélice  ap- 
parente que  l'astre  décrit  sur  la  voûte  du  ciel  est  sinis- 
trorsum  pendant  les  sept  premiers  jours,  et  dextrorsum 
pendant  les  sept  autres. 


SU  LES  DIVERS  NOMS  DE  L'ALGÈBRE  ; 

D'après  NESSFXMAHN. 


Ce  qui  semble  prouver  que  cette  branche  de  la 
science  a  pris  naissance  chez  les  Indiens,  c'est  qu'eux 
seuls  donnent  à  cette  branche  de  la  science  un  nom  spé- 
cial ,  un  nom  caractéristique.  Ce  nom  est  vija-ganita  (*) 
origine-calcul.  Cela  veut  dire  que  c'est  un  genre  de  cal- 
cul tel,  que  les  résultats  ïndiqueut  la  source  d'où  ces  ré- 
sultats proviennent,  ce  qui  n'existe  pas  pour  les  résultats 
numériques.  C'est  encore  que  les  Indiens  ont  des  signes 
pour  représenter  les  opérations,  pour  distinguer  les  incon- 
nues; les  Arabes,  au  contraire,  n'ont  aucune  espèce  de  si- 
gnes ,  raisonnent  et  discourent  sur  les  équations,  mais  ne 
savent  pas  les  peindre.  Aussi  cette  science  ne  porte  pas 
chez  eux  de  nom  caractéristique.  Ils  la  désignent  par  la 
réunion  de  deux  termes  relatifs  à  deux  opérations  fonda- 

{*)  Prononcci  vidichn. 
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mentales.  La  première  opération  consiste  à  transporter 
les  quantités  soustractiues  d'un  membre  dans  un  autre 
pour  les  rendre  adrlitives.  Selon  les  Arabes,  on  opère  là 
une  restitution, un  rétablissement;  aljabar,  du  verbe  jd- 
ber(¥)  :  il  relia,  il  établit.  La  seconde  opération  consistes 
comparer  les  termes  sous  le  rapport  de  ^homogénéité  :  les 
carrés  avec  les  carrés,  les  cubes  avec  les  cubes,  etc.,  afin 
de  faire  les  réductions  ]  c'est  ce  que  les  Arabes  nomment 
la  comparaison ,  al  mukdbalah,  du  verbe  hdbal,  opposer, 
comparer  {**)•  C'est  avec  cette  double  dénomination  que 
l'algèbre  a  fait  son  entrée  en  Europe  au  im1  siècle.  Le 
chapitre  XV  du  Liber  abaci  de  Léonard  Bonacci  (120a) 
a  pour  titre:  Tertia  pars  erit  super  modum  algebrœ  et 
almucabaiœ  et  débute  ainsi  :  Incipit  pars  tertia  de  solu- 
tione  quarunâam  quœstionum  secundum  modum  alge- 
brœ almucabaiœ,  scilicet  oppositionis  et  restaurationes. 
Cannaci  (xivc  siècle)  nesesertquedupremiernom:/ta^i'o> 
namente  di  algebra .  De  même  Regiomontanus  au  sve  siè- 
cle. Luca  Paciolî  (  1 4  94  )  emploie  le<plus  souvent  les  deux 
noms,  arte  di  algebra  ad  almucabala,  mais  forme  déjà 
l' adiccùi  algebratico.  A  partir  de  là,  le  second  nom  al- 
mucabala devient  plus  rare.  Christophe  Rudolf,  Slifel, 
Cardan ,  Gemma  Frîsius  (i54o)  n'emploient  que  le  nom 
algèbre.  Cependant,  l'algèbre  de  Gosselin  (iS^j)  porte  le 
titre  :  De  arre  magna  seu  de  occulta  parle  nwnerorum 
quœ  et  algebra  et  almucabala  vulgo  dicitur.  On  ne  sache 
pas  qu'il  y  ait  un  ouvrage  plus  récent  où  l'on  rencontre  le 
second  nom  almucabala. 

D'autres  noms  furent  aussi  en  vogue.  Ainsi  Bonacci, 
Pacioli,  Stifel,  Cardan,  considérant  l'algèbre  comme  la 


(■)  Prononce*  dmhakrr.  Camul  signifie  1 

loques.  De  là  en  espagnol  algtkritte  chiru 

(■•)  La  prc|wsilion  (.dbat  on  cbaldcon   ! 
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partie  élevée  de  l'arithmétique  ,  l'appelèrent  ars  magna 
[artemaggiore),  par  opposition  à  l' arithmétique  ordi- 
naire, ars  minor.  Cette  dénomination  ne  parait  pas  avoir 
franchi  les  Alpes  et  disparaît  après  le  Ars  magna  de 
Canlan(i545)  (*). 

Une  autre  dénomination  s'étendît  davantage  et  eut 
plus  de  durée  et  a  une  origine  arabe.  La  quantité 
inconnue  porte  chez  les  Arabes  le  nom  de  schai  (res, 
aliqwd),  et  le 'Carré  celui  de  mdl  {Nouvelles  Annales, 
l.  V,  p.  ngj)  possessio,  opes.  Delà,  Bonacci  introduisit 
-les  noms  rcs  et  cansus,  et  l'algèbre  reçut  le  nom  de 
ars  rei  et  census  ou  simplement  ars  ret.  Cette  déno- 
mination s'est  maintenue  longtemps  hors  de  l'Italie, 
et  lorsqu'an  xiv'  siècle,  depuis  Guillaume  de  Lunis, 
les  mathématiciens  italiens  commencèrent  à  écrire  dans 
leur  langue  nationale,  ces  dénominations  reçurent  de6 
formes  italiennes.  L'inconnue  prit  le  nom  de  cosa  ou 
■cossaat  le  carré"  celui  de  censo,  ot,  le  plus -souvent,  hors 
de  l'Italie,  celui  de  zenso.  11  paraît  que  vers  la  fin  du 
tv* siècle  c'étaitle  nom  le  plus  répandu  en  Italie.  Ainsi 
Pacioli,  dans  sa  Summa  de  arilhmetica  (i  4y4)  ?  parlant 
des  divers  noms  de  l'algèbre,  dit  qu'elle  porte  chez  le 
vulgaire  le  nom  de  la  regola  o  Varie  délia  cosa.  On  a 
ensuite  latinisé  ce  mot  italien,  ars  cossica,  ars  cosœ. 
Gemma  Frisi us,  dans  son  ouvrage  Arith.  practica  (î Syi), 
dit:  Per régulant  cosœ  sive algebrce  (pages 8i,  io5,  no 
et  lia). 

La  coss  parait  en  Allemagne  depuis  Christophe  Ru- 
dolf (i5*4)  et  Stifcl  (i553).  L'inconuue  reçut  même  le 
nom  barbare  numéros  cossicus.  Le  nom  de  coss  parait 
s'être  maintenu  avec  les  autres  dans  le  xvn*  et  jusqu  au 

(")  Cetln  de  no  m  in  a  Lion  a  preiquc  reparu  d«  no»  joura  :    ilgèlirc   tm/ri- 
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commencement  du  xvm'  siècle.  Nie.  Reimari  Ursi  Dith- 
marsi  arilhmetica  analytica  vulgo  coss  oder  algebra. 
Fran.  a.  O.  1601,  tn-4- 

Arithmetica  philosophica  oder  Schone  neue  and 
Vohlgegrundete  Kunstliche  rechnung  der  Coss  und 
Algebra.  Nurnberg,  1607,  in-folio. 

Ce  nom  a  disparu  des  ouvrages  classiques  vers  la  fin 
du  xtii"  siècle.  Nous  exceptons  l'ouvrage  suivant  : 

Christman  :  Ars  cosœ  promota;  Francfort,  i8i3  ;  et 
du  même  ;  Cardanus  suevus  sive  de  Junctîonibus  cosœ 
resolventibus  tractatio;  Stuttgard,  iSi5.  Assez"  fade  ori- 
ginalité. 

Viète  fît  le  pas  immense  de  remplacer  les  coefficients 
numériques  par  des  lettres  et  il  donne  à  ces  coefficients 
littéraux  le  nom  de  species;  de  là  la  division  qui  a 
existé  pendant  quelque  temps  entre  Algebra  numerosa 
et  Algebra  speciosa. 

L'algèbre  doit  à  Viète  encore  un  autre  nom  qui  sub- 
siste encore  et  a  été  généralement  adopté,  c'est  analyse. 
L'ouvrage  de  Viète  porte  pour  titre  :  In  artem  analyti- 
eam  tsagoge  (i5...).  Dès  1601  paraît:  Iteimari  Ursi 
Dithmarsi  arilhmetica  analytica;  ensuite  Harrioti artis 
analyticœ  praxis  ;  London,  i63i;  De  La  Hire:  La  con~ 
struction  des  équations  analytiques;  Paris,  1679;  et 
beaucoup  d'autres. 

La  dénomination  qui  caractérise  le  mieux  l'essence  de 
l'algèbre  c'est  celle  que  propose  Newton ,  Arithmétique 
universelle.  Car,  d'après  Descartes ,  l'espace  étant  devenu 
nombre,  la  force  étant  devenue  nombre,  il  n'existe  plus 
qu'une  science ,  c'est  \' arithmétique  considérée  dans  son 
universalité. 
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TDEflttlE  ANALYTIQUE  DU  GYROSCOPE   DE  M.  L  FOUCAULT; 
Pii  M.  YVON  VILLARCEAU 


Intégration  de  l'équation  (4?)  par  les  fonctions 
elliptiques.  . 

8.  Cas  de  n  positif.  Soient 
(48)  ï=cosy,     ï,  =  cos7,, 

d'où 
cl,  par  suite, 


l'équation  (47)  donnera 
(,(0)  JÛ.d,  =  ± 


•a 


Vli-î-lls-WC'-'lï  +  ï.)] 


Désignons  par  R  la  valeur  du  radical  du  deuxième  membre 
en  y  comprenant  le  double  signe,  et  posons 

(fa)         (ï-ç.)['-*(«  +  «.)]  =  («-FK 

nous  aurons 

(5.)  R  =  (i-(')«- 

A«„.  d.  UathàHii.,  i.  XIV.  (Dwembn-  .85V  3<) 
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et  l'équation  à  intégrer  deviendra 


Va  R 


Tirons  de  l'équation  (  5o)  la  valeur  de  £  en  z* ,  il  vien- 
dra 

[53)  S(«'-J)  =  -A  +  z, 

en  posant 

r  =  i[!-4*E,(.-*5.)]-H*'[5.('-*M-*]  +  *' 
ou 

Z'=i(i_ai5,)>  +  [ç,-3(n-ï;)],'  +  «'. 

Différentiant  actuellement  l'équation  (  5o  ) ,  on  a 

d'où,  en  ayant  égard  aux  équations  (Si)  et  (53), 

R  ~~  2' 
il  s'ensuit 

<*'  \/ï'"=r 

Nous  remarquerons  que  si  l'on  néglige  les  termes  en  à,  la 
valeur  deZ*  est  plus  gnndeque-rîj  ■+-Ç,*'  +  s,=l-fc+»*t 
quantité  essentiellement    positive;  nous   pouvons  donc 
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écrire 

(5(  bit)  Z'^u'  +  aucosaK.i'-He'. 

Pour  identifier  celte  valeur  avec  la  précédente,   il  suf- 
fit de  poser 

2UC0S2«  =  Ç1  —  »(t-hll), 

d'où  . 

(55)  »»=.-**{., 

■^.. _<■-«(■+«) 
i-aJE,       ' 
on  en  tire 

».'.  =  ■-i.  +  *(i-2i.  +  E:i  _  izj.  ■+<(■-{.) 
•<■-»««  -     »       ■  -,»{.  "• 

ou  bien ,  à  cause  de  £0  =  cosy, , 

i  +  ajïin'-y. 


(56) 


Soit  actuellement 

(57)  a=  v^  lang-T, 
d'où 

(58)  *«!./;  _£_, 

co*'--f 
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la  valeur  de  Z*  (54  bù)  deviendra 
Z'=u'  I  i  +  acosaxtang'-f  +  tang*-f  1 


«ta1-?  LV 

**) 

—  4*'"1* 

et ,  si  l'on  pose 

=  (in 

», 

on  aura  simplement 

ïp-^i 

(59)               z  =  ±  — 

—  c>  sin'? 

~T 

il  en  résultera 

-M- 


(6.) 


2  ^  v^'i  —  c>  rin'f 


A  l'aide  de  celte  valeur  et  de  celle  de  au,  l'équation  (54) 
devient 

(6.)  *=  '  Jï'1. 

ayi— 2JCOS7,  \  g\i  —  r*sin'B 

Nous  avons  supprimé  ici  le  double  signe,  attendu  que 
l'élément  du  temps  dt  est  essentiellement  positif  et  que 
nous  allons  disposer  de  l'angle  <p  pour  que  df  le  soit  pa- 
reillement. A  cet  effet,  les  équations ( 5o ) ,  (55)et  (37) 
donnent 


tany 


2?  V  (l-«tï-«#«.) 


3,g,1,zedby  G00gle 


(453) 
ii ,  eu  vertu  des  équations  (48) , 


(62)anei»=±^-t/'fC°,7~CO'7'll'7i|C0'1,  +  C°'1")-1- 

1      '        "2  T  SHI7Y     .  I  — 2ffCO*7, 

Celte  valeur  peut 


2-*=±- V     ï I  I— 2  JcoS-(7,+7)cOS-(7,— 7)  |. 

bj7  sin7  V  -    1  —  »*«»7,     .      L  2  a  J 

Nous  avons  va  que  les  valeurs  de  y  se  succèdent  dans 
l'ordre 

+  7.',  o,  —7,,  o,  -f-7„  o,  —7,... 
Pour  fixer  les  idées,  supposons  sinv,  positif  et  écrivons 
les  valeurs  correspondantes  de  tang-9,  en  prenant  les  si- 
gnes inférieur  ou  supérieur  suivant  que  dy  est  positif 
OU  négatif;  inscrivons  aussi  les  signes  que  prennent  ces 
tangentes  dans  l'intervalle  de  deux  valeurs  consécutives 
de  y,  et  nous  aurons  la  suite 

o  +■»  — o    4-ao  _  o  +  ce  — o,...; 
les  valeurs  correspondantes  de  -  <f  seront 

O,       -,  w,    3-,       2tt,    5-,       Stt,..., 

et  celles  de  f 

O,      *,         M,   3jt,      4*,    5ir,     6*,-... 

Le  passage  de  la  valeur  yt:  à  —  yB  et  inversement  répond 
à  une  variation  de  9  égale  à  an.  Si  siuy,  est  néga- 
tif, on  prendra  encore  dans  tang-  <f  les  signes  inférieur 
on  supérieur  suivant  que  d.y  est  positif  ou   négatif,  et 
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l'on  aura  de  même  une  suite  ascendante  et  continue  de 
valeurs  de  ç. 

Intégrons  l'équation  {61} ;  il  viendra,  en  comptant  le 
temps  à  partir  de  l'instant  où  y  est  égal  à  y,  et  prenant 
<f  nul  à  cette  époque, 


(63)  <  =      .        '— t/;F(',t)- 

ayi—  iS C0S7,  V  ff 

Pour  avoir  la  durée  de  l'oscillation  simple,  ou  entre  les 
limites  -t-  y,  et  —  yB ,  il  faudra  faire  f  =  ait,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  dit.  Mais  on  a 

r(.,».)=4f(«,:)i 

désignant  par  T  la  durée  de  l'oscillation ,  on  aura 

(64)  -         -        ,        *  I /* "(  .  ') 
équation  dans  laquelle 


(65)  e=±sio 


■    /,->■  ,).n.lt. 
1       V        1  —  2*c©*7, 


Quaudon  néglige  tJ,  l'angle  du  module  se  réduit  à  ±  -y0> 
et  si  l'on  suppose  d'ailleurs  )>„  infiniment  petit,  il  vient 

»<«.»)  =  ?■     »'««    *(«,  ;)=;! 
on  retombe  alors  sur  ta  formule   ordinaire  du  pendule 


■v4 


9.  C«w  rfe  11  négatif.  Nous  avons  dit  que  nous  suppo- 
serions sin  b  positif;  sin  0'  étant  d'ailleurs  essentiellement 
positif  et  en  très-petit  par  -rapport  à  n ,  la  valeur  de  a , 
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première  équation  (46) ,  devient  négative.  Dans  ce  cas , 

il  faut,  ainsi  que  nous  l'avons  fait  voir,  que  cosy cosy 

•  soit  négatif.  De  cette  manière,  l'équation  (4g)  doit  être 
changée  en 


V  -a  ^i-pj(6- 


En  comparant  le  deuxième  membre  de  cette  équation 
à  celui  de  l'équation  (49),  on  reconnaît  que  l'on  passe  de 
celui-ci  à  l'autre  au  moyen  d'un  changement  de  signes 
des  quantités  £,  {•„  et  i;  d'où  résulte  la  nécessité  de  chan- 
ger y  en  1800— -yet  y„  en  1800—  yt.  De  cette  manière, 
les  relations  (56)  et  (6a)  se  transforment  en  ' 


,_       }c  =  sinn  =  ±cos 

(67){ 


.    /  1  — aJcos*  -y, 
2  '*  V     I  —  2S  cos7l 
(langi  .=  +  -!-.  /a{c<*sy.— cosyJti—  S(coy,,-tc<y<iy)\ 
l  2  sin7y  1  — îicosy. 

Dans  le  cas  actuel,  les  valeurs  de  y,  en  supposant,  par 
exemple,  yt  positif,  se  succèdent  dans  l'ordre 

y,,  »,   air  —  7,,  ir,     7,,     «,     iir  —  7,,  w,    y,,.... 

Prenant  ici  le  signe  supérieur  ou  inférieur ,  suivant  que 
(Vf  est  positif  ou  négatif  ,  on  aura  encore  la  suite  corres- 
pondante des  valeurs  de  Ung-  <f 

o  +'00     —  o    +oo  —  o-f-oo      —  o    +00  —  0.    ., 
puis  la  série  suivante  des  valeurs  de  -  3 

o,    -,         *,     3-,   an,  5-,      3ir,     •}-,    4*,.  ., 
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en  sorte  qui;  la  valeur  générale  de  t.  (63  ) ,  se  transforme 
en 

(68)  ,=  '   — i/Efr(«,f). 

La  durée  d'une  oscillation  répondant  aux  limites  yB  et 
air  —  yt  de  y,  ou  bien  aux  limites  o  et  an  de  »  comme 
ci-dessus,  il  vient,  pour  la  durée  T  de  l'oscillation, 

l^"  v'i-aJcosï,  V    S      V     V 

En  négligeant  d,  on  voit  que  l'angle  du  modulée  est 

90» y0)  il  est  complémentaire  de  celui  qui  répond  au 

cas  de  n  positif.  Si  l'on  suppose  yB  infinîmentpetit,  le 

modulée  devient  égal  à  l'unité,  et  la  fonction  FI  1,-1 

infinie;  il  en  résulte  que  le  plan  de  l'anneau  étant  mis 
sans  vitesse  en  coïncidence  avec  le  plan  horaire  reste  dans 
cette  position  sans  osciller,  lorsque  n  est  négatif;  mais 
alors  il  est  en  équilibre  instable,  car  pour  peu  qu'où 
l'éloigné  de.  cette  position,  ou,  en  d'autres  termes, 
quelque  petite  valeur  de  ya  que  l'on  détermine ,  la  va- 
leur de  T  cesse  de  devenir  infinie ,  elle  devient  seulement 
très -grande. 

Calcul  de  a. 

10.  En  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (4>) 
et  (42)  on  trouve 


dt 
d'où  l'on  lire 
(7°)    «  =  <"'- 


i  6'siii))(coS7  —  COS7,) 


A?. 
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Il  s'agit  d'effectuer  l'intégration  indiquée  au  dernier 
terme. 

Considérons  le  cas  où  n  et  a  sont  positifs. 

On  tire  de  l'équation  (62),  en  ayant  égard  à  la  rela- 
tion (55) , 

(71)  cosy  —  ci)S7,  —  u  ara^tang1  — y  +  J(cos'7  —  cos'y,). 

A  cause  de  Ç  =  cosy,  les  équations  (53 ),  (57)et  (5g) 
donnent 


j  lang'-  v  —  S  u  sin'  -  f  —  S  cos1  -  f 

Pour  distinguer  quel  signe  il  convient  de  donner  au  ra- 
dical, observons  que  nous  devons  avoir  cosy  —  cosy0 
pour  f  =  o ,  d'après  ce  qui  a  été  convenu  dans  les  numé- 
ros précédents.  Or  le  signe  -+-  produit  seul  ce  résultat, 
car  l'équation  précédente ,  en  y  mettant  la  valeur  de  u, 
donne  alors'  * 

h-  (l  —  2<ÏCOS7,) 


on  a  donc  généralement 


»V^T7. 


Le  terme  qu'il  s'agit  d'intégrer  étant  déjà  affecté  du  fac- 
teur »  qui  est  extrêmement  petit  relativement  à  w,  nous 
pouvons  négliger  d  dans  l'expression  différentielle,   ce 

qui  réduira  la  valeur  de  u  à  -;  et  l' équation  {71)  don- 
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nera 

I  (cos-/  —  cosy,) (/(=  -   I  sin'y  lang3 -f  r/f. 
La  valeur  de  cos  y  devient  elle-même 


V1!  — /"jùn'f  —  tos'-ç 
co»7  = 1 

expression     dont     l'indétermination,    dans   le    cas   de 
if  =  a  IX,  est  facile  à  lever  ;  on  en  tire 


tin'  — f  —  cos'-?  —  (r  —  e'sia1  ç)+2cos3-  ?  v'i  — c'sin'y 

i 
sin'  -  f 

—  /«.■•if  —  rin^f  J~  i  +  4c'siii,~7cos'^+2eos'^fv/'-c,*'''Iï 

■    *'£v 

OU 

rOS'  -  y     .  . 

m»'7  =  î _  lac'sm'-f—  i  +  v'r—  e'ain'f). 

et  l'intégrale  proposée  devient 

//»r                  i     ■       t/i— c'sinVl 
(cos-,  -  eo»TJA  =    /       af +  V — ï     *. 
J  L    si,v    "v  I 

L'intégrale  du  premier  terme  est  ac'(.  Quant  aux  autres 
termes,  nous  mettrons  à  la  place  de  dt  sa  valeur  (61)  en 
y  négligeant  le  terme  en  3.  Soit,  pour  abréger, 
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il  viendra 


-'^—'-^[f^-f^] 


/t. 

La  première  de  <  es  deux  intégrales  peut  s'écrire 
/    >sin'-,    A       ^    "  — n»f  »       J   i-cos'ip   a       J       sin>      a  ' 


a.in'i,   "        J   ""'»   4       J  *'">   4 

Pour  effectuer  la  première  des  intégrations  indiquées  au 
second  membre,  différentions  l'expression 


»■  T       v'i-c'sin', 


i*j  VI  —  c'sin'f 

T'*in>    rf. 


sin*fj/t—  c3 

stn  ?    4 

•e 

J  •">  a  J     a 
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L'intégrale  au  second  membre  est  la  fonction  elliptique 
que  les  géomètres  allemands  substituent  à  la  fonction  de 

deuxième  espèce  j  Adtf  de  Legendre. 
Posons  maintenant 

d'où 

il  viendra,  en  faisant  abstraction  de  la  constante,  ' 

/•cos?rfi=   Ce       rf«_  =      cyfr-?= *.. 

J  ùn>  4       J  *y,_,i  ^  sin? 

On  a  donc 

ou  a  d'ailleurs  directement 


"/: 


2  sin*  -  f 


Réunissant  ces  deux  intégrales ,  il  vient 

Pour  éviter  l'indétermination  qui  se  présenterait  dans  I 
cas  de  sin<j>  =  o,  nous  multiplierons  liaut  et  bas  le  dei 
nier  terme  par  (  i  -+-A);  il  viendia 


■^~-(—  *)  = 
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De  celte  manière,  on  aura 


C                                                               lâ\     /*sin>                2sinfeos"-<p 
|(eos7  —  coft,)dt  =  2c't  —  <:  i/-  I     /  ?rf»H- —  I. 
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NOTE  SliB  LA  Q6ADRATURE  ELEMENTAUE  BU  CERCLE; 

P*k  M.  SCHLOMILCH, 

Professeur  à  Innitenilé  de  Dresde. 


En  désignant  par  S,  l'aire  d'un  polygone  régulier  de 
n  côtes  inscrit  an  cercle  et  par  T„  l'aire  du  polygone  cir- 
conscrit correspondant,  on  a,  comme  on  sait,  les  deux 
relations 

(i)  S„=vCT.,      T,.=  -|^- 

On  se  sert  de  ces  formules  pour  le  calcul  numérique  du 
rapport  entre  le  rayon  et  l'aire  du  cercle,  mais  ce  calcul 
est  peu  commode  parce  qu'il  faut  aller  jusqu'au  nombre 
n  =  33768  pour  trouver  sept  décimales  de  it.  C'est  pour- 
quoi nous  allons  développer  une  formule  approximative 
qui  jouit  d'une  grande  précision  et  qui  donne  déjà  pour 
n  =  a56  le  même  résultat  que  les  formules  ci-dessus  pour 
n  =  33768. 

Pour  rendre  plus  traitablcs  les  relations  (1),  nous  pre- 
nons 


ce  qui  donne 

(a)  S„=V'S,T.,     f,„  =  l(S„  +  T.}. 

D'autre  part,  il  est  connu  que  l'on  peut  remplacer  la 
moyenne  géométrique  entre  deux  nombres  acU+J  par 
la  moyenne  arithmétique,  pourvu  que  l'erreur  commise 

qui  ne  surpasse  jamais  la  quantité  3-  n'alière  pas  le  <lc- 
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gré  de  précision  que  l'on  désire  (*).  En  faisant  usage  do 
ce  principe,  nous  posons  un  terme  quelconque 
T*=  a.     et     Si=a  +  S, 
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La  limite  vers  laquelle  convergent  ces  expressions  est 
évidemment 


=  «+3*  =  T,  +  5  (S,-  T.)  =  5  (Si+  2T,}. 

En  substituant  les  valeurs  de  S,  et  deT,,  on  parvient  à 
la  formule  très-simple 

ru  3StT* 

L'erreur  commise  est  moindre  que  la  quantité 

(S, -fi)'_.  (T.- S,)' 

8f.  8S''T'.' 

Pour  rendre  plus  commode  cette  expression,  nous  re- 
marquons que  l'on  a  toujours  S,  >  S»,  pourvu  que  A^>  3; 
il  suit  de  là 

Si>|v/3     et    S'i>^i 

d'autre  part,  il  est  clair  que  T(  surpasse  toujours  le  nom- 
bre 3  ,  on  a  donc 

H  ■. 

.6» 


8S',T,>8.^^>4o; 


l'erreur  commise   est  donc    moindre  que    la    quantité 

Ce  petit  développement  n'enrichit  point' la  science, 
mais  nous  croyons  qu'il  peut  être  utile  pour  l'enseigne- 
ment de  la  géométrie. 
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BONACC1  (Lïommib) 446  et  447 

BONNET  (O.),  professeur , i3o.  et  38} 

BORCHARDT,  professeur  a  Berlin a6  et  -  17 

BOSCOW1CM 107 

BOSSUET 400  et  4i3 

BOUQUET,  professeur  au  lycée  Bonaparte a3o, 

■BRETON  (  M  C»MF  ),  Ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées 7 

BRIANCHON 319 

•BRIOSCHI,  professeur  à  l'université  de  Pidoue 10,   3a, 

81,  83,  94,  96,   170,  173  et  i73 

BRIOT,  professeur  su  lycée  Saint-Louis »3ç, 

BURMANN en 

BUTEO  {  Juin  ) 1 14 

BUTTEHWERTH ,70 

•CABOT,  conseiller  général a3o  et  a3i 

CALLET 385 

CANNACI 44G 

•CAMTOR,  docteur  en  philosophie  a  Heidelherg i:3,   114  et  anj 

CARDAN 44e 

CARNOT....- 173 

•CATALAN,  professeur aS,  5o5,  374  et  375 

GALLOIS  - 410 
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P»gO- 

CAUCHY 3o,   m,   i33,    147  et  409 

CAYLEY 3a  M  106 

CHASLES,  Membre  de  rhwtllnt 5o,  89,    na,  117, 

i38,   160,  1B6,  306,  an,  i33,  i63,  170,  3i9  et  4oî 

■CHEV1LT.IF.R,  profeueur  à  Reime .  (33 

CHRISTM  AN 448 

CHOQUET,  profeueur iso  et  i5* 

CLAJRAUT  110 

CLAUSREfl  1  ! . . ■> ■    5" 

CLAUSEN ■ •  ■  ■  »o 

•COMBESCLRE,  protecteur  k  Bourget- .    84  et  173 

COMTE  (A.) '"> 

COPER  NIC 177 

CORNEILLE .     *t»  et  4»3 

"COUPY,  proreweaT  an  PryUDée  MHluire 117,  111  et  iï!i 

COUSIN,  Membre  de  IloMltiit 46 

CRELLE  (•). -     iM,    148,  168,  178  et  188 

CUNUFFR ■  "7« 

DAHSB     aïo 

DAVIBS. •-    ■    ■  170 

DELAMRRE 3©4 

«DESBOVBS,profee»eor »Si 

DESCARTES tofi,   i56,  906  408  et  US 

*DEYY1.0F.R .  professeurs  Namur i3l 

■DIEU,  agrégé  •  Grenoble 7a 

DUHAMEL,  Membre  de  H uetftut 4» 

EISEN5TF.IN i33 

ENCKE ;...  4m 

ESCHYLE 4a3 

EUCUDKS .     aoç.  et  n3i 

EULER t6a,  a??,  39a,  394,  406  et  408 

EYRES.. 170 

•FAUCHEUX  (L.-E.) Si 

'FAURE,  eapitaioe  d'artillerie g4,  97,   ••,;,   198  et  a3l 

FAYE,  Membre  de  rlnetitot 177 

FÊMELON 400 

FERRARI 40S 

FINCK,  professeur  i>  Strasbourg 87$ 

FOUCAULT  (L.),  pbjeideu  itlubi  à  l'Obierr.toire 343  et  344 

FOURIER ai,   »4,  387  et  3B8 

FRÉOlEa a»g 

GAULEE 108  et  a4o 
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*GARLl>,  professeur 3o5 

*GAUCHEREL(E.),  capitaine 145  et  3ll 

GAUSS(') î,  et  347 

GEMMA  FRIS1US 446  si  447 

■GENOGCHI  (AnctLO),  «Turin 3a,   i33,  loi,  ï7(i,  if$, 

■>!fi,   a/,8  et  i5g 

GERGONNB ...    119  et  *3i 

GOLDBACB nj  et  agï 

GO&SEMN . .  446 

GOUGH{Joa») 169 

GUDERMAITO 1S4 

GUILLAUME  DE  1  IMS 447 

HALLET 4îS 

HANSEN,  aatroeome  directeur 3o4 

HARRIOT 446 

BAR  VBV 1 70 

■HERLOBIG,  cheld'inatitiitlon  t  Vénalité* ..,  44 

HEHMITE,  euutnalcur 17,  3i  et  4Ô4 

HESSE(Orto),  profeneur m,   178,   18;  et  4u 

HILL..-.» 406 

HtRE(Dt  l») 448 

HOSSARD,  colonel  . . - .       -  3i6 

*HOUSEL,  professeur 119,  318  et  4»5 

HUDDE 406 

HUTGBEflS 157 

JACOBI 97,  176  et  41 1 

JERIIMIO . . B79 

JOACHIMSTAL 3o,  3i ,  3i  et  170 

JONQUIEREM  F.    t>    ,  lieutenant  de  itiurau       3l8,   t,V~ .:..:•  n  444 

KRONEC&ER  (  L  ). 4i  1 

KEPLER 1S6  et  3o4 

LACA1LLE ...  177 

LACROIX 110 

•LAFFITTE  (DE),  officier  d'artillerie 116 

LAGRANGE 3i,  i47,  179,  4«3,  4o5,  406.  4°8  «  411 

LA  HIRE io4 

LAPLACE . 107 

LAMBERT to8,   i53,    .'■,  .1  1 55 

'LEBESGUE,  profeaeeur  a  la  Faculté  de  Bordeaux  ?4 

M£CLERC,coodocleurde»PoDle«Cbaua*ee* «5 

LECOINTE  (l'Abbé) <46 

LEFÉHURE  DE  FOURCÏ l5» 

LEGENDRE.  41,  i3i ,  141,  1S1 ,  181,  187,  188,  189,  190,  agi  et  194 

(*)  Mort  en  i85S. 
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LEIBN1TZ 108,   109,  138  et    i56 

LEJ  F.UNE-DTB  ICHLET  (*) a8a 

LESLIE 1 7* 

LEXELL 54 ,  ta  et    foi 

LIOtMLLE,  Membre  de  l'Institut 106,  275  et     4oi 

LIVET,  commandant 3a3 

LOOF(W.) Il5 

LOXHAT 30 

LOWRY '. 170 

LUDOLF  VAN  CBULEN ato 

MAC  CULLAGH 1Î7 

MACHIN aie 

MALFATTI »66 

MARIOTTE ! \ {10 

M  AUPERTITIS 1  ng 

M  AVER ! 1 10  et    aSa 

MELLONI 1 10 

METHJS(Pimm) 310 

MINDING i3Get    «06 

HOBIUS ,85  et    4*0 

MOIGNO  (l'Abbé) Î87 

MONTAIGNE 45 

MONTESQUIEU 45 

MORTON 1 70 

■MURENT 365  ot    368 

NAPOLEON  I" 4iî 

NEPER i55  et     i56 

NESSELMANN 445 

NEWTON i56,  346  et    448 

N1CH0LS0N  (R.) 170 

NICOLLIC a63,  »64  et    4*5 

NIEL(leBBner»l) .■ 370 

OETTINGER ,  professeur  à  Friboure b<n 

PAClOLI(Lfcw) 446"    447 

*PADULA(F<niiiHjtTo),  professeur  ,i  Naple» 89 

•PA1NVIN ,  professeur M 

"PAQUE,  professeur  a  Liège "3» 

"PARMENTIER  (  Tdïodoub  ),  capiuine  du  génie 3?° 

PASCAL 177,  ao4,  ao5,  ao6,  109  et    a3i 

"PEPIN  (  l'Abbé) 85 

PIORERT,  membre  de l'Institut 3a& 

PLUCKER ,  professeur  a  Bonn '4° 

POINSOT,  Membre  de  l'Institut 1 1" 

{")  Successeur  de  Gaus*  à  Gotliiiguc. 
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PsgBS 

POISSON 176 

POLIGNAC  (DE),  capitaine  d'artillerie 118,  ig3  et  4io 

POKCELET,  Membre  de  l'Institut »8,     189,     375, 

377,  3So,  3Si,  3B3  et  384 

POTIN,  cLer  d'institution 44  et  45 

'POUDRA,  chef  d'escadron  d'état-major  en  retraite...      lu,  317, 

3io,  3u  et  4i3 

•PHOLHET(E.),  professeur 199  et  »63 

PTOLÉMÉE 178 

Q.CET ,  recteur 143 

QUETELET n4,  »4  et  m5 

QUIDDE 84 

RACINE 4» 

REGIOMONTANUS 446 

RE1SS , .  114 

RÉSAL  (  H .  ) î76 

RHBT1CUS 11a 

RICHELOT,  professeur  à  Kai.igsberg 81   et  145 

RICHTER 109  et  aie 

■ROBERTS  (  MrcaAM.) ifig 

ROBERTS(W.) 10G  et  itf 

ROBERVAL 104 

ROMANUS  {  Amiik) 310 

•ROLCHEB  CE.),  professeur 1S6 

■RUBIN1,  professeur  k  Naples 137 

RUDOLF  {  Cl.) 446  «t  447 

RUFFINI ,  professeur  à  Naple* tfi8 

RUTHERFORD «09  et  110 

SALNEUVE,  commandant 3l3 

'SERRET,  examinateur 3o,  3i,  3i,  >4>>  i4'j  16'.   171. 

4°i.  4°7,  4"  et  4n 

•SERRET (P.),  professeur 106  et  3ia 

SHANKS  {  W.') » 109  et  110 

SHARP ut 

SIMPSON  (Tbobas) 37a,  374  et  383 

SPITZER 3oS  et  3oî 

STAMMER 140 

STAUDT 4 1 1 

STEINER,  professeur  à  Berlin io3,    l4o,  l3l  et  l3l 

STERN,  professeur  a  Gotlfngue 384  et  388 

STIFFEL 446  et  447 

STURM ,  Membre  de  l'Institut  (*) 387,  4o5,  fofi  et  407 

(■)  Mort  le  iSdécembre  iS55,  àgéde  5i  ans.  Carrière  subitement  illustrée 

par  un  théorème,  conception  de  génie,  subitement  terminée  par  une  per- 
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SWALE  (  J.-H.) 170 

SVLVESTER ,  avocat  k  Londrw 97,145  e!  177 

TANQUEREL,  mittn  de  pension 44 

TARDT 11 

TCHEB1TCHEF 118,  387,  »g3  et  $09 

TESTU,  commandant ïiî 

TERQOEM  (Airain),  professeur  de  Physique  en  lycée  de  CLtleau- 

~« ■ - 47 

TERQUEM(0.),  réducteur Si,  39,  94,   jo'j,    145,  î53, 

157,  360,  171  et  381 

TORTOLINI  (*.)t  professeur >4o 

TRANSON(Aml) 95,  96  et  37a 

TSCHIRNHAUS 177,  a88,  4o6  et  408 

URSUS 3o4et  448 

"VALLES,  ingénieur  en  chef  de*  Ponts  et  Chaussées. .     19g,  100  et  301 

•VANNSON,  professeur  à  Venaillee 46 

^VEGA 110 

•VIEILLE  (Jolis),  profeaseur 39,    l45,  l46,   1G3,  333  et  34  ï 

V1ETE 310  et  448 

"VILLARCEAU(Y»on),ailronome i54,  343  et  44g 

«VINCENT,  membre  de  l'Institut 407 

♦VOLPICELLI,  professeur  »  Rome 110  eU  3)4 

VOLTAIRE 1 ,  411 

WANTZEL 7,  *4g  et  409 

WAR1NG 19  et  118 

WEISSAND  j  professeur  de  géométrie  descriptive 47  **  55 

WHEATSTONE.. 131 

WlUtINSOS(J0 169 

"WOEPCKE,  profenieur IIÎ,  333  et  3Î 

turbatlon  d'esprit.  Sturm  a  asseï  vécu  pour  sa  gloire,  trop  peu  pour  la 
science  dani  laquelle  11  a  laisse  une  trace  ai  brillante.  Ayant  dédaigné 
l'eiploitation  des  fumées  lucratives^  il  transmet  k  la  famille  une  trop  ao 
deste  condition  et  un  nom  populaire,  acquis  par  une  foie  honnête,  nulle- 
ment populaire.  Puisse  le  Gouvernement  connaître  cette  situation  1  elle 
aérait  améliorée.  Nous  reviendrons  sur  la  rie  de  ce  professeur  remarqua- 
ble ,  qui  laisse  un  ride  dans  l'enseignement  consciencieux  de  la  mécani- 
que rationnelle. 


3,g,1,zedby  G00gle 


(477) 


QUESTIONS  NON  RÉSOLUES 

Dans   kl  quatorze  premier»  volumes. 


TOME  II. 

TOME  XI. 

K<". 

Piges. 

N-. 

6. 

48 

î5i  (échec) 

TOME  IV. 

•j5u  (domino) 

93 

TOME  V, 

»*9 

166 

.10 

TOME  Vil. 

30» 

1-0 

TOME  XII. 

ioo 

afo 

180 

HP 
■gS 

368 

TOME  XIII 

TOME  VIII. 

aBo 

'99 
s*, 

TOME  X. 

44 
357 

394 

307 

TOME  XIV 

>45 

358 

3i3 

01^ 

'en.  Sur3t3  question*,  il 

en  reste 

iS  k  résoudre 

sont  résolues  et  imprimées,  c 


manuscrit,  et  paraîtront  en  18S6. 
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e  i  iî,  dernière  ligna,  au  lieu  Je  mp{n  -p  ),  Utn  af  (a  —  p  -+- 1). 
ri4,   dernière  ligne,   au  lieu  *—!-»-  ~ -■  '**« 

174,  ligne  5  en  rem . ,  au  lieu  de  68577,  '««685E>7- 

174,  Iigne6  en  rem,  au  iie»«e  68577,  Ji*ei  68557- 

139,  ligne  9,  au  Heu  de  »ont  le,  litet  «ont  bu»  le. 

m,  dernière  ligne,  au  lieu  de  CA,,  DB,  litet  AD,  BC. 

384,  ligne  16,  au  lieu  de  a,  /3,  '««  |9,  y. 

184,  ligne  19,  supprime»  £  — 1  au  commencement  et  k  la  An  de  I* 

ligne. 
186,  ligne  5,  et  3g4,  ligne  7,  an  lieu  de  6,  lisoi  5. 
191,  ligne  17,  au  lirn  ds  in,  Iû«  n. 
23/1,   ligne  9,  au  lieu  de   l!\,  litee  19, 

Î49,  ligne  10,  ou  lieu  de  *,*„»*  ,  W*rt  *,*,  * 

363,  ligne  6  en  rem.,  bu  fou  de  eoai,  «««  cou». 

364,  ligne  10  en  rem.,  a«  lieu  de  jr  -H  ?„  Ii«ï37r  — /„ 
374,  ligne  7,  au  lieu  de  aies,  Use*  arca. 

3^4.  Hgne7enrenj.,auii'eudB|(j',— r.),  Htes  î  (r, -*-/■)■ 

378,  ligne  8  en  rem. .  au  lieu  de  4  (aV),  lue,  4  (<**)'■ 

379,  ligne6  en  rem.,  au  lieu  de  que  /((i.)»  '•*»  1"«f  (*.)■ 
3Bï,  Iigne3,  au  Heu  de  0,693971,  d««  0,693771. 
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BULLETIN 
BIBLIOGRAPHIE,  D'HISTOIRE 

BIOGRAPHIE  MATHÉMATIQUES. 

NOTICE  SUR  LA  DÉCOUVERTE  DES  LOGARITHMES. 


«  Le  temps  est  l'étoffe  dont  la  vie  est  faite ,  dit  Franklin  ; 
ménager  cette  étoffe ,  c'est  prolonger  la  vie.  »  L'introduc- 
tion de  l' arithmétique  chiffrée,  de  l'algorithme  algébrique, 
les  inventions  des  logarithmes  et  du  calcul  infinitésimal, 
comme  les  chemins  de  fer  et  les  télégraphes  électriques , 
font  parcourir  à  la  pensée  de  grands  espaces  en  peu  d'in- 
stants. Avant  le  siècle  deNéper,  ceux  qui  faisaient  de 
l'arithmétique  leur  étude  favorite  trouvaient  un  passe- 
temps  agréable  à  comparer  les  progressions  géométriques 
et  arithmétiques ,  et  fournissaient  ainsi  l'occasion  à  ceux 
qui  aiment  mieux  décrier  les  mathématiques  que  les  étu- 
dier, comme  dit  Lambert,  l'occasion  de  ranger  ces  com- 
paraisons parmi  les  oiseuses  et  inutiles  spéculations;  et 
c'est  pourtant  ces  oiseuses  spéculations  qui  ont  amené  une 
de  ces  inventions  qui  font  époque  dans  les  annales  de  l'es- 
prit humain.  Cette  invention  a  été  proclamée  la  première 
fois  dans  l'ouvrage  suivant,  d'une  extrême  rareté  (*)  : 

(■)  H.  BIol,  en  écrivant  l'article   dont  noua  parlerons  plus  loin,    n'a 
trouvé  qu'un  exemplaire  dans  la  bibliothèque  de  foi  Walkpnn?r,  membre 
Bulletin  mmikittùilfmt,  t.  I«.  (J.nvier  iB55.)  i 
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Mùïjici  logaritkmorum  Canonis  descriptio,  ejusquc 
usus,  in  utraque  Trigonometria ,  ut  etiam  in  omni  lo 
gistica  mathematica ,  amplissimi ,  facillîmi  et  expedi- 
tîstimi cxplicatio ;  authore  et  inventore  Joaichb  Wepero, 
barone  Merchistahii,  etc.,  Scoto.  Edduburgi ,  ex  officina 
Andres  Hart,  biblîopolœ.  CD  DCXIV;  in-4;  ro.  feuilles 
et  demie;  texte,  8  feuilles  et  i  page;  Tables,  n  feuilles 
et  a  pages  ;  56  pages  de  texte  et  90  pages  de  Tables. 

L'ouvrage  est  dédié  à  Charles,  prince  de  Galles,  fils 
unique  de  Jacques  I".  La  dédicace  débute  ainsi  : 

Quum  nulium  sit  studium,  vel  doctrinœ  genus  {illus- 
trissime princeps)  quodgenerosa  ne  keroica  ingénia,  ad 
prœclara  quœque  et  sublùma  magis  acuat  f  contraque 
tarda  et  impulsa  pectora  magis  obtundat,  quam  maùie- 
sis  :  non  mirandum  est  eruditos  et  magnanimos  principes 
eam  magnoperc  prœterûù  omnibus  seculis  in  deliciis 
habuisse,  imperitos  vero  et  ignavos  homines  eandem 
velut  ignorantUe  suœ  et  ignaviœ  hostem ,  semperodio 
acerràno  prosequutos  esse. 

Voici  le  sens  : 

n  Illustre  prince,  comme  il  n'existe  aucune  étude, 
aucune  espèce  d'enseignement  qui  aiguise  tout  à  la  fois 
les  esprit»  généreux  et  élevés,  et  rebute,  par  contre, 
les  âmes  inertes,  frivoles,  tant  que  les  mathématiques , 
ne  soyons  doue  pas  surpris  si ,  dans  tous  les  siècles  passés , 
des  princes  instruits ,  magnanimes ,  ont  pris  plaisir  à  cette 
science,  tandis  que  des  homines  apathiques,  ignorants,  ont 
toujours  poursuivi  cette  science  d'une  haine  violente,  la 
traitant  comme  une  ennemie  de  leur  ignorance  et  de  leur 
apathie,  n 

do  rinalitut  ;  cet  uiemplnire,  que  qoub  hioqs  soaa  les  yeux,  hit  maintenant 
partie  de  la  précieuse  collection  mathématique  de  M.  Chaale*.  Comme  à 
l'ordinaire,  l'ourrage,  étant  rare  et  de  acienco,  ne  se  trouie  plu»  il  la  lli . 
bliothèque  impériale,  où  il  e*t  inscrit  au  catalogue,  !\°,  V,  ioo5. 
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Il  termine  par  prier  le  prince  d'accepter  cet  opuscule 
avec  bienveillance  :  Quodsifecùse  intellexero,  vel  hoc 
sola  ratione  animas  niilu'  font  morbîs  pêne  confecto 
addiâeris,  ad  alia  propediem,  his  fartasse  majora  et 
tanto  principe  magis  digna  moliendum. 

Ensuite  on  lit  des  vœux  ardente  pour  la  conservation 
du  prince,  vœux  qui  n'ont  pas  été  exaucés  :  Charles  I"  a 
péri  sur  l'échafaud, 

Dans  la  préface  d'une  seule  page  qu'il  adresse  charissimis 
mathematiciB  cultoribus ,  il  dit  que  rien  n'est  si  fatigant 
dans  la  pratique  que  les  multiplications ,  les  divisions ,  les 
ex  trac  lions  de  racines  carrées  et  cubiques  :  quœprasterpro- 
lixitatis  tœcîium,  lubricis  etiam  erroribus  plurimum  sunt 
obnoxiœ.  Il  veut  remplacer  ces  opérations  par  des  addi- 
tions, des  soustractions,  des  Dissections  et  des  trisections. 

Selon  l'usage  d'alors,  la  préface  est  suivie  de  cinq 
éloges  en  vers.  L'un  est  d'André  Junius ,  professeur  de 
philosophie  de  l'Académie  d'Edimbourg. 

L'ouvrage  est  divisé  en  deux  livres ,  dont  le  premier 
contient  cinq  chapitres.  Le  chapitre  I  contient  les  défini- 
tions, dont  voici  les  trois  principales;  nous  les  explique- 
rons plus  bas  : 

i™  Définition.  IJnea  osqualàer  dicitur,  quum  punc- 
tus  eam  describens  œqualibus  momentis  per  œqualia  in- 
tervalle*, progreditur. 

2e  Définition.  Linea  proportionaltter  in  breviorem 
decrescere  dicitur,  quum  punctum  eam  transcurrens 
<equalibus  momentis,  segmenta  abscindit  ejusdem  con- 
tinua rationis  ad  lineas  a  quibus  abscinduntur. 

6"  Définition.  Logarithmus  ergo  cujusque  sinus  est 
numerus  quam  proxime  definiens  lineam ,  quee  œqualiter 
crevit  inter  eas  dum  sinus  totius  linea  proportionaltter 
in  sinum  illum  decrevit,  existente  utroque  motu  lyn- 
chrono  atque  initio  atquivelocc. 
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Il  déduit  comme  corollaire  que  le  logarithme  du  sinus 
total  loooooooestnul  et  que  les  logarithmes  des  nombres 
plus  grands  que  le  sinus  total  sont  négatifs,  nihilo  mi' 
noues;  il  les  nomme  logarithmes  défectifs  et  les  désigne 
par  — ,  tandis  qu'il  nomme  abondants  et  désigne  par  -+- 
les  logarithmes  des  nombres  moindres  que  le  sinus  total. 

Le  chapitre  II  donne  les  propriétés  des  logarithmes  :  les 
nombres  croissant  en  progression  géométrique ,  les  loga- 
rithmes croissent  en  progression  arithmétique,  etc. 
Dans  un  averti  s  s  sèment  final ,  il  dit  que  ce  serait  main- 
tenant à  expliquer  le  moyen  de  calculer  les  logarithmes , 
mais  qu'il  réserve  cela  pour  un  temps  plus  opportun. 
Prœstolorenim  eruditorum  de  his  judicium  et  censuram, 
priusquam  cœtera  in  lucem  temens  prolata  lividorum 
detrectationi  exponantur. 

Le  chapitre  III  comprend  la  description  des  Tables  ; 
chaque  page  est  divisée  en  sept  colonnes  ;  la  première 
est  celle  des  arcs  croissant  de  minute  en  minute  depuis 
zéro  jusqu'à  45  degrés;  la  septième  colonne  est  celle  des 
arcs  décroissant  de  minute  en  minute  de  8o°  6V  jusqu'à 
45  degrés  ;  la  seconde  colonne  est  celle  des  sinus  des  arcs 
de  la  première  colonne  ;  la  sixième  contient  les  sinus 
des  arcs  de  la  septième  ;  la  troisième  contient  les  loga- 
rithmes des  sinus  des  arcs  qui  sont  à  gauche,  et  la  cin- 
quième les  logarithmes  des  sinus  des  arcs  qui  sont  à 
droite:  ce  sont  les  logarithmes  des  cosinus;  mais  il  ne  se 
sert  pas  de  cette  dénomination,  il  les  nomme,  antiloga- 
rithmes  étant  vis-à-vis  des  logarithmes  des  sinus.  La  qua- 
trième colonne  enfin,  colonne  du  milieu,  contient  les 
différences  entre  les  logarithmes  de  la  troisième  colonne 
et  delà  cinquième  colonne  ;  cette  colonne  quatrième  porte 
en  tète  les  deux  signes  +  et  — ;  les  différences  sont 
abondantes  en  retranchant  les  nombres  de  la  cinquième 
colonne  de  la  troisième ,  et  défectives  en  retranchant  les 
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nombres  de  la  troisième  colonne  de  la  cinquième  :  ce  sont 
les  logarithmes  des  tangentes  et  co tangentes  ;  il  ne  fait 
pas  usage  de  ce  dernier  mot. 

Le  chapitre  IV  est  intitulé  :  De  usu  Tabula:  et  nume- 
rorum  ejus.  11  indique  aussi  le  moyen  de  trouver  les 
logarithmes  des  nombres  qui  ne  sont  pas  dans  la  Table 
et  les  nombres  correspondants  aux  logarithmes  non  con- 
signés dans  les  Tables.  Dans  l'avertissement  final ,  il 
annonce  qu'il  donnera  plus  tard  les  deux  progressions 
pour  calculer  les  logarithmes.  Quare  de  his  [Deo  aspi- 
rante) ubide  lagarithmis  condendis  et  creandis  agetur, 
amplius  àliquando  disseremus. 

Cap.  V.  De  amplissimo  ïogarithmorum  tisu  et  expe- 
dita  per  eos  praxi.  Il  donne  plusieurs  exemples;  tous 
reviennent  à  insérer  un  certain  nombre  de  moyennes  pro- 
portionnelles géométriques  entre  deux  nombres  donnés. 

Le  livre  second,  divisé  en  six  chapitres,  est  un  Traité 
des  deux  trigonomé tries ,  avec  des  applications  logarith- 
miques; il  est  intitulé:  De  canonis  mirifici  logarithmo- 
rum prœclaro  usu  in  trigonometria. 

Les  deux  premiers  chapitres  contiennent  la  résolution 
des  triangles  rectilignes,  rectangles  et  obliquangles,  avec 
des  applications  numériques.' 

Lorsque  la  hauteur  du  triangle  est  intérieure,  il  nomme 
base  vraie  la  somme  de  deux  segments,  et  base  alterne 
leur  différence  ;  et  lorsque  la  hauteur  est  extérieure ,  la 
base  vraie  est  la  différence  des  segments,  et  la  base  alterne 
leur  somme.  Il  conserve  aussi  en  trigonométrie  sphérique 
ces  dénominations  qui  abrègent  les  énoncés  de  certains 
théorèmes. 

Conclusio.  Sequantur  jam  sphœrica  triangula,  om- 
nium dijjicillima ,  ut  vulgo  ab  aliis  traduntur,  perloga- 
rithmos  tamen  no  stras  omnium  facillùna. 

Le  chapitre  III,  d'une  seule  page  (p.  29) ,  ne  contient 
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que  des  définitions:  un  triangle  quadrant  al  (quadrantatc) 
est  celui  où  il  entre  un  angle  ou  un  côté  de  90  degrés. 

Le  chapitre  IV  est  consacré  aux  triangles  qnadrantaux; 
les  exemples  se  rapportent  à  des  questions  sur  la  position 
du  Soleil  dans  l'éclîptique ,  et  les  énoncés  sont  toujours 
logarithmiques.  On  discute  les  cas  douteux. 

Ckp.  V.  De  non  quadrantalibus  mixtis. 

Ce  sont  des  triangles  dont  aucun  côté,  aucun  angle 
n'est  de  go  degrés,  et  où  les  données  renferment  à  la  fois 
des  côtés  et  des  angles;  il  divise  de  tels  triangles  en  tri- 
angles quadrantauX ,  par  des  perpendiculaires  abaissées 
des  sommets  sur  les  côtés  opposés. 

Cap.  VI.  De  non  quadrantalibus  paris. 

C'est  lorsqu'il  entre  dans  les  données  seulement  des  cô- 
tes on  seulement  des  angles.  U  dit  que  ce  chapitre  aurait 
dû  précéder  le  chapitre  V;  mais  à  cause  de  ses  difficultés 
il  l'a  réservé  pour  le  dernier.  On  trouve  ici  ses  trois 
analogies  énoncées  d'une  manière  assez  compliquée  et 
une  démonstration  géométrique  de  l'analogie  des  tan- 
gentes. Verum  quia  hujus  analogiœ  tangentium  junda- 
mentaUs,  hactenus  ignotœ,  demonstrationem  a  me 
forte  requirent  lectores ,  eam  ideo,  quantum  hujus  com- 
pendii  brevitas  palitur,  hic  explicabimus . 

Il  indique  trois  méthodes  pour  déduire  les  angles,  con- 
naissant les  côtés  :  la  première  est  la  formule 

sin1  -  A  sin  b  sine  =  sin  (p  —  b)  sin  [p  —  e); 

la  seconde  est  la  formule 

cos*  -  A  sin  b  sine  =  sin/;  sin  (/>  —  a); 

la  troisième  est  la  formule 

tang*  -  A  sin/)  sin  {p —  <i)  =  sin  (p  —  r)  sin  {p  —  b): 
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c'est  ce  qu'il  nomme  l'analogie  des  tangentes.  La  démons- 
tration faite  sur  la  sphère  repose  sur  un  procédé  de  per- 
spective (umbrte).  La  dernière  phrase  de  l'ouvrage  est  : 

I/Uerimhac  brevi  opusculo  fruamini,  Deoque  opijlci  stim- 
ula, omniumque  bonorum  opitulatori  laudem  summum 
et  gloriam  tribuitc. 

[La  suite  prochainement.) 


TbÉOEIE     GÉNÉRALE     DES      APPROXIMATIONS     NUMÉRIQUES, 

suivie  d'une  Application  a  la  résolution  des  équa- 
tions numériques;  par  M.  J.  Vieille,  agrégé  près  la 
Faculté  des  Sciences  de  Paris ,  maître  de  conférences  à 
l'Ecole  Normale ,  professeur  de  Mathématiques  spéciales 
au  Lycée  impérial  Louis-] e-Grand.  2'  édition ,  corri- 
gée et  augmentée.  Paris,  i854;  xii-300  p-  ;  in-8  (*). 
L'édition  de  i85a  n'a  que  100  pages  (Nouvelles  An- 
nales, t.  XI,  p.   45?)  ;  l'augmentation  de  l'édition  ac- 
tuelle  ne  consiste  pas  seulement  en   pages ,  mais   en 
substance ,  en  nouveaux  matériaux ,  en  amélioration  d'an- 
ciens matériaux.  Conservant  la  bonne  opinion  que  nous 
avons  émise  sur  la  première  édition,  nous  allons  ajou- 
ter quelques  observations ,  en  parcourant  cette  seconde 
édition.  On  lit  (p.  14  )  le  calcul  du  logarithme  népérien 
de  2  avec  sept  décimales  exactes.  Pourquoi ,  à  cette  occa- 
sion, n'avoir  pas   mentionné  la  méthode    Koralek  qui 
permet  de  calculer  de  tels  logarithmes  avec  une  promp- 
titude inouïe  et  avec    autant  de  décimales  qu'on  veut? 
C'est  une  omission  fâcheuse.  Le  calcul  de  n  (p,  22)  est 

[■)  Pri*  :  îf  5o«,  chei  Ualhl-Bechellcr,  libraire. 
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arriére  de  beaucoup ,  depuis  le  travail  si  remarquable  de 
M.  Lehmann  {Nouvelles  Annales,  t.  XIH,  p.  4<9)- 

On  dit  qu'en  prenant  tt  — 3,r4«59a65358,  on  ne  se 
tromperait  pas  de  deux  unîtes  du  dernier  ordre  ;  on  ne 
■e  trompe  pas  d'une  demi-unité"  de  cet  ordre.  Parlant  du 
m  odulcM,  on  lit  (p.  5 1}  qu'en  faisant  M -:o, 43429448191, 
on  ne  sait  si  cette  valeur  est  approchée  par  défaut  ou  par 
excès;  comme  les  chiures  qui  suivent  9  sont  o3a,  il  est 
évident  que  l'approximation  est  par  excès  {Nouvelles 
Annales,  t.  X,  p.  368  ). 

Dans  les  utiles  applications  que  donne  l'auteur,  on  re- 
grette de  ne  pas  trouver  celles-ci ,  d'une  haute  importance: 
Avec  combien  de  décimales  exactes  faut-il  calculer  casa 
pour  que  l'on  ait  avec  m  décimales  exactes  les  valeurs  de 

et ?  questions  qui  ont  été  si  bien  traitées  par 

cosa       cosa     t  ^  r 

Prony  dans  ses  Éclaircissements  sur  un  point  de  Fhisto- 
rique  des  Tables  trieonomètriques  (ftfèm.  del'Inst.,  t.V, 
p.  671  ;  an  XII).  Ce  point  historique  est  fort  curieux. 

P.  Joachim  (Georges),  surnommé  Rheticus,  néem5i4 
aFeldkirch,  dans  les  Grisons  (Rhetia),  était, en  1 537, pro- 
fesseur de  Mathématiques  à  Wittemberg  (Saxe) .  Ayant  en- 
tendu parler  du  système  de  Copernic ,  il  se  rendit  auprès  de 
l'illustre  chanoine,  en  i53g,  à  Wiarm,  resta  avec  lui, et 
devint  son  ami  et  son  calculateur.  Copernic  était  décou- 
ragé faute  de  livres  sur  la  trigonométrie  ;  aidé  de  Rhe- 
ticus ,  il  composa  une  Trigonométrie  que  Rheticus  publia 
en  i54a  (*)■  Copernic  se  remit  ensuite  à  son  immortel 


(•)  De  lateribuct  flngu/.  trianjjul.  lum  plannr.  rcctilmeur.  (un  tpiutri- 
cor.  libellas  erudiliisimui  et  ullliis.  eum  ad  plerataue  Ploloniai  denaaalrt- 
lionei  intelUgviidai  lum  vero  ud  alia  mutin.  Scriptus  1  clariu.  et  tlwclbl- 
lira  D.  Nicolao  Copswiico  TontMESSi.  Additui  est  cïdod  semissium  111b- 
topurum  rocUrum  linearum  in  circulo.  Vitteb-,  i5ja;  în-4- 

I.a  partis  ajoutée  e<l  probablement  de  Rhctici». 
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ouvrage  De  revokttionibus  orbium  cœlestium,  dont  on 
doit  aussi  la  publication  à  Bheticus,  qui  revint  eu  i54» 
à  Wittemberg. 

Partisan  enthousiaste  du  système  de  Copernic ,  il  résolut 
de  construire  des  Tables  pour  en  faciliter  l'usage.  Il  se 
mit  su  travail  en  i5,jo  et  fit  paraître  en  i55i,  à  Nurem- 
berg :  Georgii  Joachimi  Jîhetici  medici  et  mathematici 
Canon  doctrina  triangulorum.  Une  seconde  édition  pa- 
rut à  Bile  en  i58o,  mais  son  grand  travail  ne  fut  pu» 
Mie"  et  achevé  qu'après  sa  mort  (i  5^6). 

Opus  palatinum  de  triangulis ,  a  Georgio  Joackimo 
Rhetico  cœptum;  L.  Falentinus  Otho,  principes  Pala- 
tini  Friederici  IV electoris  mathematicus  ,  consummavit. 
Ann.  Sal.  Hum.  i5p,6  ;  in  -fol 5  titre,  dédicace,  préface, 

10  pages;  teste,  34i  pages.  A  la  fin  on  lit:  Neostadii  in 
Palatinatu  excudebat  Mattkœus  Harniscus ,  antio  salit- 
tis  i5q6 ,  Metcoroscopium... .  21  pages. 

Ce  Valenlin  Othon ,  étant  à  Wittemberg ,  cultivant  l'as- 
tronomie ,  désira  aussi  une  connaissance  approfondie  de 
la  trigonométrie;  à  cet  effet ,  il  se  rendit  auprès  de  Rhc- 
ticus,  alors  en  Hongrie,  et  en  fut  très-bien  accueilli.  Il  lui 
dit  :  «  Tu  viens  auprès  de  moi  au  même  âge  ou  je  suis 
»  venu  auprès  de  Copernic.  Sans  moi  son  ouvrage  n'au- 
»  rait  pas  vu  le  jour.  JVisi  ego  iilum  adussem  opus,  ipsius 

11  onmino  lucem  non  vidùset.  Moi  aussi  j'ai  interrompu 
n  mon  travailet  n'ai  pas  encore  touché  aux  triangles  obli- 
»  quangles,  car  je  n'ai  achevé  que  ma  troisième  Table  ; 
»  pour  le  moment  je  ne  puis  m'y  mettre  ;  mais,  puisque  je 
n  t'aurai  pour  compagnon  et  associé,  je  le  reprendrai 
»  plus  tard.  En  attendant,  lu  suivras  mes  leçons.   » 

Il  expliquait  alors  leXQI*  et  le  XIVe  chapitre  d'Albate- 
gnius ,  et,  le  cours  terminé,  il  envoya  Othon  à  Cracovie 
poury  chercher  la  première  et  la  deuxième  série  de  ses 
Tables,  qu'il  avait  laissées  dans  cette  ville.  Dans  cet  inter- 
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valle,  Raelicns  invité  chez  an  certain  baron ,  ayant  cou- 
ché  dans  une  chambre  nouvellement  peinte,  gagna  une 
fluxion  de  poitrine,  dont  il  souffrît  lors  du  retour  d'O- 
ilion.  Ils  furent  a  peine  trois  jours  ensemble ,  que  Rhe- 
ticus  reçut  une  autre  invitation  auprès  du  comte  Jean 
Ruber,  Summœ  rei  prœfecto  in  Ungaria.  La  maladie 
s'aggrava  àCassau,  et,  se  préparant  à  mourir,  il  fit  prier 
le  comte,  par  des  amis,  de  remettre  son  ouvrage  à  Oihon. 
Ruber  y  consentit;  quatre  jours  après,  Rheticns  expira 
dans  les  bras  d'Othon,  à  a  heures  du  matin,  en  t5?6 , 
dans  sa  G\ '-  année  (*  ).  Ruber  manda  sa  mort  à  l'empe- 
reur Maximilien  II ,  qui  approuva  non-seulement  la  vo- 
lonté de  Rheticus ,  mais  fit  dire  à  Othon  qu'il  se  charge- 
rait des  frais  de  l'impression.  Othon  se  mît  tout  de  suite  à 
travailler  à  la  troisième  série.  L'empereur  étant  mort, 
l'impression  ne  put  avoir  Heu.  Après  diverses  vicissi- 
tudes, Othon  se  rendit  dans  le  Palatinat  et  y  trouva 
moyen  de  subvenir  aux  frais.  Delambre  donne  une  des- 
cription incomplète  de  l'ouvrifçe(  Astron.  moderne)  ;  c'est 
Kâstner  qui  en  donne  une  idée  complète  (Geschichtc  der 
Mathematih,  t,  I,  p.  590),  et  aussi  J.  BernouDi  (Mé- 
moires de  l'Académie  de  Berlin,  1786). 

Il  suffît  de  savoir  que  Rheticus  adopte  pour  rayon  l'u- 
nité suivie  de  quinze  zéros ,  et  en  calcule  les  sinus  avec 
quinze  décimales,  de  10  secondes  en  10  secondes  du  qua- 
drant, pour  être  publié  avec  to  décimales;  de  même  les 
tangentes  et  les  sécantes  avec  10  décimales.  Au  lieu  des  dé- 
nominations, sinus,  cosinus,  sécante,  il  emploie  les  dé- 
nominations, perpendicule ,  base,  hypoténuse.  Les  tri- 

(*)  Li  fréquentation  ilea  grands  n'est  pas  favorable  à  la  longévité  drs 
HTlnb.  Kepler  mourut  par  fuite  d'un  rajage  avec  l'empereur  Sigiunaud. 
le  séjour  de  Stockholm,  auprès  d'une  folle  couronnée,  abrégea  la  vie 
da  Descartea.  Le»  peiiis  soupers  ruinèrent  h  sanlë  de  d'Alcmberl  cl  me- 
nèrent de  bonne  heure  Claires!  au  tombeau. 
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angles  sphériques  obliquangles  sont  le  travail  d'Othou , 
qui  était  de  Naples  (Parthenopolitanus)  et  doit  être  né 
vers  i53o. 

Une  partie  de  l'ouvrage  porte  pour  titre:  L.  Païen. 
Oth.  Parthenopol.  Meteoroscopium  numerorum  primam 
monstrans  proportionem  singul.  paratt.  ad  œquatorem 
vel  meridianum.  Meteoroscopium  signifie  ici  mesure 
des  hauteurs  célestes;  c'est  une  Table  pour  calculer  les 
quantités  cos(3sind,  cos(3cosd.  (3  est  la  distance  d'un 
parallèle  à  l'équateur  et  S  un  arc  quelconque  pris  sur  ce 
parallèle  depuis  J  =  1"  jusqu'à  à  =  890,  et  (3  aussi  de  1  à 
89  degrés.. 

L'ouvrage  devait  porter  le  titre  Opus  saxonum;  des 
circonstances  ultérieures  ont  fait  changer  le  titre.  Une 
seconde  édition  de  ce  célèbre  ouvrage  parut  sous  un  autre 
titre  également  célèbre  : 

Thésaurus  mathematicus ,  sive  Canon  sinuttm  ad  ra- 
dium 1  00000  00000  00000  et  ad  dena  quœque  scrupula 
secundo  quadrantis  una  cum  sinubus  primi  et  postremi 
gradus,  adeundem  radium.  Adjunctis  ubùfue  differen- 
tiïs  primis  et  secundis,  atque  ubi  res  tulit  etiam  tertiis. 
Jam  oiùn  quidem  incredibile  labori  et  sumtu  a  Geor- 
gio  Joachùno  Rhetico  supputants ,-  at  nunc  prùnum  in 
lucem  editus  et  cum  viris  doc  tir  communicatus  a  Sartko  ■ 
lomœo  Pitisco  Grunbergensi  Silesio,  cujus  etiam  accesse- 
runt  :  I.  Principia  sùtuum  a 


.  1 00000  00000  00000  00000  00000 

quam  accuratissime  supputata;  H.  Sinus  decimorum, 
tridecimorum  et  quinquagesimorum  quorumque  scru- 
pulorum  secundorum per prima  etpostrema  35  scrupula 
prima  ad  radium  1  00000  00000  00000  00.  Francqfurti 
excudebat  JVicolaus  Uofmannus  sumtibus  Jouât  Rosœ, 
anno  CI3IDXIII. 
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Pitiscus,  né  n  Schlaun ,  près  Grunbeig,  en  i56i}  théo- 
logien cl  géomètre,  avait  été  chargé  par  l'électeur  palatin 
Frédéric  IV  d'améliorer  les  Tables  de  Rhetîcus,  ce  qui 
n'était  pas  possible  en  prenant  pour  rayon  io10  ,  tel  qu'il 
est  dans  VOpus  palatinum.  Il  conjectura  que  Rbeticus  de- 
vait avoir  calculé  avec  i5  décimales.  S'en  étant  informé 
auprès  d'Othon ,  ce  dernier  en  convint,  mais  ne  sachant 
plus ,  par  affaiblissement  de  sa  mémoire ,  ce  que  les  papiers 
étaient  devenus,  il  croyait  les  avoir  laissés  à  Wittemberg. 
Othon,  à  sa  mort,  légua  ses  papiers  à  Jacob  Giristman»  (*) 
qui  y  trouva  inopinément  les  calculs  de  Bhetîcus.  Lorsque 
Pitiscus  apprit  cela ,  il  examina  ces  précieuses  reliques, 
utiinque  situ  et  sçualore  obsitas  et  peene  f celantes .  11  dit 
que  pour  les  lignes  trigonométriques  des  tangentes  et  sé- 
cantes des  arcs  de  commencement  et  de  la  fin  du  quadrant, 
Othon  avait  commis  de  grandes  erreurs ,  parce  qu'il  avait 
calculé  le  sinus  avec  io  décimales,  tandis  qu'il  en  faut  aa; 
c'est  à  cet  effet  qu'il  calcula  la  Table  qui  est  à  la  Cn  du  The- 
saurus,  au  moyen  de  laquelle  il  recalcula  les  co  tan  génies  et 
cosécantes  des  arcs  depuis  le  commencement  du  quadrant 
jusqu'à  la  fin  du  sixième  degré,  de  10  secondes  fa  io  se- 
condes; il  fit  imprimer  86  pages  de  VOpus  palatinum 
pour  en  faire  un  carton  et  remplacer  les  86  pages  fautives. 
Voici  le  titre  de  cette  réimpression  : 

Georgii  Joachimi  Rhetici  magnat  Canon  doctrinal 
triangtilorum  ad  décades  secundorum  scrupulorum  et  ad 
partes  i  ooooo  ooooo  recens  emendatus  a  Barûtolomata 
Pitisco  Silasio.  Addita  est  brevis  commonefactio  de 
fabrica  et.  usa  hujus  canonù,  etiam  separatim  ab  Opère 
palalino  venditur  in  hibUopola  Harnisckiano. 

Il  parait  que  pen  de  personnes  se  sont  procuré  ce  car- 

(*)  Savuiil  orioiitalislc  eL  |>iiunièlre,  no  uu  Johiiiiiiisbcrc  (Nassau-Hibe- 
rich).  N.  iSM,  H.  lOlî. 
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ton.  C'est  à  Prony  qu'on  en  doit  lu  connaissance;  il  ne 
parle  que  de  deux  exemplaires  existants  à  Paris:  le  sien 
et  celui  de  la  bibliothèque  du  Conseil  d'État;  je  ne  sais 
pas  ce  qu'est  devenu  l'exemplaire  de  Prony.  L'illustre 
analyste  compare  les  Tables  de  VOpus  palatinum,  du 
Thésaurus,  avec  les  grandes  Tables  du  Cadastre,  et  il  fait 
voir  que  pour  avoir  les  sécantes  d'un  arc  de  89°5c/47"  à 
89°  5c/ 56"  avec  10  décimales  exactes,  il  faut  calculer  les 
cosinus  avec  ao  décimales  exactes,  et  d'autres  résultats  ana- 
logues qui  prenaient  naturellement  place  dans  l'ouvrage 
de  M.  Vieille.  Il  me  semble  que  faire  connaître  aux  élèves 
les  gloires  de  la  France  fait  partie  du  professorat  :  ce  n'est 
pas  un  devoir  rigoureux,  j'en  conviens;  toutefois  il  est 
bon  de  le  remplir.  On  ne  cite  pas  davantage  les  travaux  de 
MM.  Guilmin,  Lionne  t,  etc.,  sur  les  approximations  de 
diverses  espèces  et  qui  ne  différent  pas  essentiellement  de 
cellesderanteur.il  parait  que  M.  Vieille  n'a  pas  pris  con- 
naissance de  ce  que  dit  M.  Piobert  sur  la  meilleure  forme  à 
donner  aux  triangles  dans  les  levés  (Nouvelles  Annales, 
t.  IX,  p.  'j34)  ■  il  aurait  présenté  autrement  ce  qu'il  dit  a 
ce  sujet  (p.  ia3).  Le  calcul  approché  des  racines  des  équa- 
tions numériques  est  traité  avec  beaucoup  de  soin;  les 
applications  aux  équations  transcendantes  sont  nom- 
breuses, bien  choisies  dans  Euler;  la  méthode  est  la 
même  que  celle  de  M.  Stem  dans  son  Mémoire  couronné. 
On  ne  dît  rien  ni  des  racines  imaginaires ,  ni  des  équations 
à  plusieurs  inconnues  {Nouvelles  Annales,  t.  X ,  p.  365). 
L'ouvrage  a  le  mérite  de  réunir  sous  un  petit  volume 
des  théories  et  des  pratiques  précieuses ,  exposées  avec  lu- 
cidité, rigueur  et  méthode,  et  ramenées  à  un  petit  nombre 
de  principes  généraux.  Mais  on  dirait  que  l'auteur ,  selon 
l'expression  de  Bacon ,  a  tout  tiré ,  araneœ  instar,  de  lui- 
même  :  c'est  le  mal  français,  comme  dit  La  Fontaine. 
Cette    Théorie  générale  dispense  d'une  multiplicité  de 
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livres  qui  entraîne  perte  (le  temps  et  d'argent;  écoutons 
le  conseil  de  Sénèque':  «  Onerat  discentem  turba,  non 
instruit,  muhoque  satins  paucis  te  auctoribus  traders 
quant  errant  per  multos  [De  tranquilltiale  anûiu",  §  g). 
L'ouvrage  suivant,  dont  je  ne  connais  que  le  titre,  a  de 
l'analogie  avec  celui  de  M.  Vieille  : 

Mundt.  Cari.  jTltn.  De  accuratione,  qua  passif,  quan- 
titas  per  Tabulas  determinuriet  çuidem  cum  per  Tabulas 
universum,  tum  singulatim  par  Tabulas  logarithmicas  et 
trigonometricas.  Grand  in-4 ,   Haunise,  1842,  Leipzig. 


GRANDES  TABLES  LOGARITHMIQUES  DE  L'OBSERVATOIRE  (*). 


Lors  de  l'établissement  du  système  métrique  français, 
l'idée  devait  naturellement  se  présenter  de  reprendre  en 
sous-œuvre  le  travail  de  Briggs  sur  les  divisions  centési- 
malesdu  quadran  l .  D'après  I  a  tendance  de  l'époque  (  an  H) , 
on  résolut  de  construire  des  Tables  sur  une  échelle  qui  dé- 
passât tout  ce  qui  existait.  Prony  fut  chargé  de  l'entre- 
prise, puissamment  protégée  par  Carnot,  Prieur  (de  la 
Côte-d'Or),  Brunet  (de  Montpellier),  membres  de  la 
Convention.  Voulant  faire  usage  du  principe  de  Smith  sur 
la  division  du  travail,  Prony  s'y  prit  de  cette  manière. 
Une  grande  série  de  nombres  quelconques  étant  donnée, 
en  formant  successivement  les  différences  premières,  se- 
condes ,  troisièmes ,  etc. ,  si  l'on  parvient  à  des  différences 


(*  j  Voir  Notice  *ur  les  grandes   Tables  logarithmique! 
trique*  calculées  nu  Bureau  du  Cadastre  sous  la.  direction  du  citoyen  Pro 
ny  {Mémoires  Je  flmiiiut.   t.   V,  p.  jç),  an  XII).  U  Notice  a       "" 
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constantes ,  ou  à  peu  près  constantes ,  on  peut,  au  moyen 
de  cette  différence  constante  et  des  premiers  termes  des 
séries  précédentes ,  trouver  tous  les  termes  de  la  première 
série,  rien  que  par  des  additions  et  des  soustractions. 
Quand  il  s'agit  des  logarithmes  des  nombres,  des  lignes 
trigonométriques  et  de  leurs  logarithmes ,  l'analyse  donne 
des  formules  pour  calculer  les  différences  constantes  et  les 
premiers  termes  des  différences.  On  peut  consulter  â  cet 
effet  les  Notes  de  Legendre  sur  la  trigonométrie  et  les  le- 
çons d'analyse  de  Prony.  Les  travailleurs  furent  distri- 
bués en  trois  sections. 

,  1.  La  section  des  théoriciens,  formée  de  cinq  ou  six 
mathématiciens  éminenls,  parmi  lesquels  figure  Le- 
gendre, dirigeait  et  surveillait  toutes  les  opérations  théo- 
riques. 

S.  La  section  des  calculateurs ,  au  nombre  de  sept  ou 
huit,  composée  d'hommes  familiarisés  avec  les  calculs 
numériques  et  analytiques,  calculait  les  termes  des  se 
ries  par  le»  différences.  Leurs  travaux  étaient  doubles, 
c'est-à-dire,  on  devait  parvenir  aux  mêmes  résultats  par 
des  formules  différentes  ;  moyen  de  contrôle. 

3.  Enfin,  une  troisième  section  de  soixante  à  quatre- 
vingts  personnes  qui  ne  s'occupaient  que  d'additions  et  de 
soustractions  ;  les  neuf-dixièmes  nesavaient  que  les  quatre 
règles  et  les  travaux  étaient  aussi  doubles,  mais  les  mêmes  ; 
les  travailleurs  ne  communiquant  pas  ensemble  devaient 
parvenir  aux  mêmes  résultats  (*  ) .  On  a  remarqué  que  ce 
n'étaient  pas  les  plus  instruits  d'entre  eux  qui  commet- 
taient le  moins  d'erreurs. 

Tous  ces  calculs  forment  dix-sept  volumes  in-folio ,  dé- 
posés et  conservés  à  l'Observatoire  impérial. 

(*)  Prony  a  enraie  beaucoup  d'anciens  coifleuri  que  la  suppression 
tics  perruques  et  des  chetoui  poudrés  avait  laissa  sans  occupation. 
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Voici  le  contenu  : 

i°.  Introduction  ;  contenant  la  théorie  de  toutes  les 
opérations  et  l'usage  des  Tables. 

2°.  Sinus  naturels  pour  chaque  seconde  décimale,  avec 
a5  décimales  et  sept  à  huit  colonnes  de  différences,  pour 
être  publiés  avec  aa  décimales  et  cinq  colonnes  de  diffé- 
rences. 

3°.  Logarithmes  des  sinus  pour  chaque  tierce  déci- 
male; 14  décimales,  5  colonnes  de  différences. 

4D-  Logarithmes  de pour  les  cinquante  premières 

tierces  décimales  j  14  décimales  et  cinq  colonnes  de  diffè- 
re ne  os. 

5°.  Logarithmes  des  tangentes  correspondants  aux  loga- 
rithmes sinus. 

6°.  Logarithmes  — —  t  comme  au  §  4  ;  à  être  publiés 

avec  ia  décimales  et  trois  colonnes  de  différences. 

7°.  Logarithmes  des  nombres  i  à  io*  avec  19  décimales. 

8°.  Logarithmes  des  nombres  10*  à  a.io';  i4  déci- 
males et  cinq  colonnes  de  différences;  à  être  publiés  avec 
1  a  décimales  et  trois  colonnes  de  différences. 

Un  marché  était  conclu  avec  FirminDidot  pour  la  pu- 
blication stéréotype  en  laoo  pages  in-folio,  non  compris 
l'introduction.  Cent  planches  furent  tirées.  La  chute  du 
papier-monnaie  et  le  désordre  des  finances  interrompirent 
l'opération,  qui  ne  fut  jamais  reprise  (*). 

Le  gouvernement  actuel,  qui  a  exécuté  avec  bonheur 
de  si  vastes  travaux,  ajouterait  à  son  illustration  en  éle- 
vant deux  monuments  de  gloire  impérissable. 

i°.   L'achèvement  de  l'œuvre  conventionnelle.  Lorsque 

(  *)  Il  y  a  eu  des  négocia  tic  nu  ù  ce  sujcl   avec   le  gouverne  ment  anfiiiis 
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toutes  les  observations  atteignent  une  si  extrême  précision, 
la  publication  complète  des  Tables  de  l'Observatoire  serait 
sans  conteste  désirable  en  beaucoup  d'occasions.  D'ail- 
leurs, c'est  surtout  dans  les  sciences  que  se  vérifie  cet 
apophtegme  de  Voltaire  :  Le  superflu ,  chose  si  nécessaire, 

a0.  L'imitation  d'une  oeuvre  de  Louis  XIV:  la  con- 
struction aux  environs  de  la  capitale  d'un  observatoire 
digne  de  la  nation ,  observatoire  simultanément  astrono- 
mique, météorologique,  compris  le  magnétisme.  Sobre 
dans  les  constructions,  n'épargnant  rien  pour  l'établis- 
sement et  l'acquisition  des  instruments,  laissant  toute 
latitude  à  l'activité,  au  zèle  intelligent  du  célèbre  direc- 
teur qui  ajouterait  ainsi  une  nouvelle  auréole  a  sa  réputa- 
tion (*)  ;  et  en  outre,  bien  entendu,  un  personnel  suffisant, 
confortablement  logé ,  honorablement  rémunéré ,  et  avec 
la  science  de  nos  astronomes ,  le  talent  de  nos  artistes ,  le 
bon  goût  de  nos  architectes ,  il  est  permis  d'espérer  non- 
seulement  d'atteindre  le  modèle  Pulkova,  mais  de  le  sur- 
passer. L'édilité  parisienne  ne  refusera  pas  de  contri- 
buer à  cette  dépense,  infiniment  moindre  que  celle  qu'en- 
traîne la  création  d'une  rivière  stagnante  au  bois  de 
Boulogne. 

La  démolition  d'une  macédoine  de  murailles,  épaisses, 
de  laide  apparence,  la  vente  du  terrain,  couvriraient  Une 
partie  notable  de  la  dépense  et  embelliraient  une  des  en- 
trées principales  de  la  capitale. 

A  ce  propos,  nous  nous  rappelons  les  réflexions  d'un 
auteur  anglais,  nommé  Thomas  Smith  ;  il  propose  comme 
très- désirable  l'édition  d'un  collection  des  anciens  ma- 
thématiciens,  veterum  mathematicorum  corpus,  et  11 

(■  )  «  Quelle  limile  dois-j  émettre  dans  la  dépense  ?  demandu  M.  Slrnve 
k  l'empereur  Nicolas.  —  Àchclei  tout  ce  qu'il  j  a  de  plus  partait  en  in- 
struments ,  11  n'y  B  pas  d'autre  limite.  •  Réponse  digne  d'un  grand  souve- 
rain ,  digne  de  l'illustre  astronome  de  Pulkovs- 

BalUlin  mathématique,  t.  I«.  (Février  l85S.)  a 
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ajoute  qu'un  tel  projet  ue  peut  se  réaliser  :  Al  si.qu.ando 
auspicatiora  illuxerint  tempora ,  reges  principesque ,  qui 
immensas  in  œdibus  construendis  et  illarum  apparatu 
opes,  ne  dicam  in  luxu  et  voluptatibus  parum  se  dig- 
nes nocivisque ,  et  qiue  cito  effluunt,  longe  gloriosius, 
et  non,  nisipereunte  mundo,  periturum  monumentum, 
tnde  auspicîis  suis  et  munificentta  regalt,  kominum  doc- 
torum  industria  ad  îdprœstanduin  allecta  et  provoçata, 
sibi  condendum  et  erigendum  curarent.  [Admoduni 
rewerendo  et  doctissimo  Roberto  Huntington,  etc.  ; 
•crip tore  Thoka  Smith.  Londini;  «7<>4-) 

On  publie  la  collection  des  médecins  grecs;  pourquoi 
pas  celle  des  arithméticiens,  géomètres,  mécaniciens, 
musiciens  grecs? 


BIBLIOGRAPHIE. 

Application  de  l'Algèbre  à  la  Géométrie,  suivie  de 
la  Discussion  des  coobbes  d'un  degré  supérieur  au 
second;  par  C.  Jacob,  ancien  élève  de  l'Ecole  Poly- 
technique, capitaine  d'artillerie.  Deuxième  tirage  (*). 

Le  premier  tirage  est  de  i843;  ce  second  tirage  répan- 
dra un  ouvrage  dont  il  a  été  rendu  un  compte  avantageux 
par  M.  Gerono ,  professeur  si  compétent  [Nouvelles  An- 
nales, t.  II, p.  192  (**)];  publié  avant  les  nouveaux  Pro- 
grammes ,  il  y  a  là  une  cou  texture  scientifique  qui ,  bien 
loin  de  nuire,  met  les  élèves  en  état  de  résoudre  facile- 
ment les  questions  des  examens  actuels.  L'auteur  est 
mort  le  3o  juillet  1 848 . 


(')  Prix  :  5  francs,  chei  Millet-Bachelier. 
tfile  <R  ce  second  tirage. 
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SYSTEME    DE    ROTATIONS    DES   DIVERSES    OMITES    EMPLOYÉES 

dans  les  sciences  APPLIQUÉES;  par  M.  Didion ,  capi- 
taine d'artillerie  (*).  Mets,  in -8, 1 1  pages.  {Extrait,  des 
Mémoires  de  l'Académie  royale  de  Metz,  1836-37.) 

Voici  les  notations  commodes  proposées  par  l'auteur 
et  dont  plusieurs  sont  ou  méritent  d'être  adoptées. 

SYSTÈME    MÉTRIQUE    DÉCIMAL. 

Unités  simples. 


Litnj. .  ..  l 
Gramme,  g 

Stère  ...  1 
Franc     ..  f 

Unités  multiples 

Unités  ftous-mulliplcs. 

Mjri»  Kilo  Déca 

M        K       D 
Déei  Cenli    Milli    Décimilli  Contimill 

à         c           m            dmm            emm 

L'auteur    remarque    que  cette  notation    est  celle    de 
M.  Vincent  dans  sa  Géométrie. 
Ainsi 

i5Mm  signifie   i5  myria mètres. 

45"""  •        45  millimètres. 

17""  ,  i5a5        »         17  hectares  i5  ares  25  centiares. 

Unités  composées. 

m'  signifie  mètre  carre. 
«•  •       mètre  cube. 

mm'         •        millimètre  carré. 

cm'  •        centimètre  carré. 

(*)  Aujouid'liui  colonel. 
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MÉCASIQUE. 

!>■       signifie  i  kilogramme  élevé  a  i  mètre  de  hauteur. 
jgMiii  *       vitesse  de  i5  mètres  par  heure. 

5  i-  L;h        ,        vitesse  de  5  y  lieues  à  l'heure. 
5ul:"  »        5  mètres  parcourus  en  une  seconde. 

3"''"  ■        écoulement  de  3  mètres  cubes  d'eau  par  se- 

conde. 
ii°  ■       i  kilogramme  d'eau  élevé  a  la  température 

de  i  degré. 
254Eo>  5        ■  .    calorique  nécessaire  pour  élever  a5%45  d'eau 
1  io  degrés. 
^5Sk,:'         •       75  kilogrammes  élevés  à  1  mètre  par  seconde 
—  cheval- vapeur. 

Nous  croyons  utile  de  donner  ici  les  rapports  entre 
les  mesures  françaises  et  les  mesures  anglaises,  plus  dé- 
veloppés qu'on  ne  les  trouve  dans  V  Annuaire  du  Bureau 
des  Longitudes. 


Toise  en  mètres 

Totae  en  yarda 

ToUa  an  pieds  anglais  . . 
Pied  an  pieds  anglais. . , 

Mètre  eu  yard* 

Mètre  en  pieds  anglais  . . 

Mètre  en  poncée  anglais.. . .  =  3g.3 

Myriamèlre  en  mille* = 

Hectare  en  ocres = 

Gramme  en  graini  anglais.  .   =  i 
Gramme  en  liiros  troys . . . .  = 
Gr.  en  litres  aToir-dn- poids.  = 

Kilogramme  en  cwt = 

Litre  en  gallons = 

LitreenpoucescubeiaDglais.  3=  61.0 


Los. 

Colog 

9Îgo3  65g 

0.^898.  99914 

1  71018  0007G 

i3i53  o84 

0.33869  16109 

1.6713a  83791 

3o45g  »5i 

0.8o58i  18736 

9.19418  71144 

o6576  543 

0.01767  i6a53 

9.97131  837(7 

oo363  3067 

o.o3S87  16184 

9.96m  83716 

18089  9'6j 

0.5i5d9  i8S3i 

9.48400  71169 

37079 

1. 59617  41191 

8.40481  58709 

-ji38ï  4l4 

0.79335  89605 

9. 10664  ,0Î!P 

4,m4  3 

o. 39189  79 

9.60710  11 

4feti 

1.18871  49»« 

8.81118  5074 

00:168  0976 

7.41819  1443 

1.57170  7557 

001*06060 

7.34361  6886 

1.65638  3ti4 

019696964 

S. 39439  8864 

1.70360  n36 

IM09  687 

9.34161  3866 

0  6573S  6.34 

«705  1 

1.78551  18873 

8.11447  7.117 

il  dci  Tmbltt  de  SMortfrede.  ) 
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Nodveli.es  Tables  astronomiques  et  hydrographiques, 
contenant  un  Traité  abrégé  des  cercles  de  la  sphère ,  la 
description  des  instruments  à  réflexion ,  diverses  mé- 
thodes pour  obtenir  les  latitudes  et  les  longitudes  ter- 
res très,  une  nouvelle  Table  des  logarithmes,  des  sinus, 
cosinus,  tangentes  et  co  tangente  s ,  de  seconde  en  se- 
conde, pour  les  quatre-vingt-dix  degrés  du  quart  du 
cercle;  par  V.  Bagay,  professeur  d'hydrographie  (*); 
édition  stéréotypée,  gravée,  fondue  et  imprimée  par 
MM.  Firmin  Didot  père  et  fils.  Avertissement  et  ap- 
plication, lxixiv  pages;  Tables  des  logarithmes', 
6t5  pages;  trente-trois  Tables  diverses  de  navigation, 
ia5  pages.  Paris,  in-4°;  1829  (**). 

Voici  un  enfant  du  peuple  qui ,  sans  aucun  secours ,  en 
argent,  en  livres,  en  hommes,  a  fait  un  ouvrage  utile ,  le 
premier  de  ce  genre,  a  vécu  dans  la  misère,  est  mort 
aveugle  et  illuminé.  Nouveau  document  à  l'appui  de  cette 
pensée  de  Juvénal.  Prabitas  laudatur  et  alget.  Honneur 
à  sa  mémoire;  c'est  bien  le  moins  qu'on  puisse  lui  ac- 
corder, 

Bagay  (Valentin)  est  né  le  9  avril  177a  dans  la  com- 
mune de  Bisses-la-Maconnaise,  canton  deLugny  (Saône- 
et-Loire).  En  1794,  étant  entré  dans  l' artillerie  de  la  ma- 
rine (4'  régiment) ,  il  a  traversé  quatre  fois  l'Atlantique, 
et  a  assisté  à  plusieurs  combats  de  mer  ;  parvenu  au  grade 
de  fourrier,  il  enseigna  pendant  six  années  les  mathéma- 
tiques au  régiment  et  prit  son  congé  en  1 806 ,  à  Lorient, 
où  il  s'est  marié,  et  donna  des  leçons  aux  aspirants  de 
marine  et  aux  capitaines  de  long  cours.  Ses  relations  avec 
les  officiers  de  marine  lui  apprirent  qu'on  désirait  beau- 

(*}  Professeur  non  otUciel. 

(*')  Prix  :  1J  franc»,  chez  Mallcl- Bachelier. 
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loup  d'avoir  des  Tables  tri  goo  orné  triques  calculées  de 
seconde  en  seconde;  le  i"  mai  1820  il  entreprit  ce  travail 
qui  fut  présenté,  le  24  mars  1824,  a  l'Académie  sous  le 
ministère  de  Clermont-Toimerre.  Le  Rapport  ne  futpoiot 
très-favorable.  On  reproche  à  l'auteur  de  n'avoir  interpolé 
qu'avec  7  décimales  les  petites  Tables  de  Collet,  ce  qui  oc- 
casionne des  erreurs  sur  les  ji>n"  décimales  ;  erreurs  qu'il 
a  corrigées  à  la  Bu  de  son  ouvrage;  il  en  reste  74  qu'il 
annonce  devoir  publier.  Les  officiers  de  la  marine  royale 
firent  des  déma relies  auprès  dugouvcrnement,el  fln  do  1 8  a  ri 
une  souscription  fut  accordée  sous  le  ministère  de  Cha- 
brol. Alors,  en  1826,  Bagay  se  rendit  à  Paris,  et,  porteur 
d'une  liste  de  2,40  officiers  de  marine  souscripteurs,  il 
traita  avec  Didot  père  et  fils  pour  le  stéréotypage  de  sou 
ouvrage,  avec  la  clause  de  ne  recevoir  aucune  rémunéra- 
tion qu'après  la  rentrée  de  tous  les  frais,  qui  se  montè- 
rent a  aSooo  francs.  En  1841,  il  n'y  avait  encore  que 
13000  francs  de  rentrés  ,  et  Bagay  atteignait  fa  soixante- 
neuvième  année  sans  avoir  rien  reçu.  Le  gouvernement 
anglais  lui  avait  accordé  1 000  francs  pour  soixante-dix- 
neuf  erreursqu'il  avait  signalées  dans  les  Tables  de  Taylor. 
En  1826,  le  même  gouvernement  lui  avait  fait  offrir 
3oooo  francs  pour  ses  Tables  (  offre  qu'il  refusa  par  motif 
patriotique  (*).  Ayant  une  nombreuse  famille  à  faire 
subsister,  il  fut  réduit  à  établir  une  espèce  de  cantine ,  où 
il  vendait  des  leçons  aux  aspirants,  et  des  liqueurs  et 
comestibles  aux  matelots.  En  1 83  a,  ayant  subi  un  examen 
pour  être  professeur  d'hydrographie ,  il  fut  refusé;  ce  qui 
n'a  rien  de  surprenant,  car  il  n'avait  mal  Heureusement 
reçu  aucune  instruction  littéraire.  Il  n'a  jamais  voulu 
faire  connaître  les  procédés  qu'il  employait  pour  faire  ses 
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calculs ,  auxquels  il  faisait  travailler  toute  sa  famille.  Ac- 
cablé de  fatigues,  de  misère  et  d'ingratitude,  Bagay  eut 
des  hallucinations,  se  figurant  que  Dieu,  pour  le  récom- 
penser de  ses  travaux  mal  appréciés  sur  la  terre,  lui  en- 
voyait la  nuit  des  visions  célestes,  et  madame  Bagay  écri- 
vait chaque  matin  sur  une  Connaissance  des  Temps  les 
visions  nocturnes  de  son  infortuné  mari,  qui  fut  délivré  de 
ses  maux  et  de  la  vie  le  i5  février  i85i. 

Bagay, dans  sa  jeunesse,  avai tcédé à  son  frèrcaîné  toute 
sa  part  d'héritage.  Bagay,  mieux  que  savant,  était  un 
homme  de  coeur  et  n'a  légué  a  sa  famille  qu'un  souvenir 
honorable  et  des  bras  pour  travailler.  Septuagénaire,  il 
avait  offert  à  la  maison  de  Didot  la  cession  de  tous  ses 
droits  en  échange  d'une  pension  viagère  de  4°o  francs. 
La  proposition  fut  acceptée  et  non  réalisée.  Devant  le  tri- 
bunal de  l'équité,  il  semble  que  la  famille  a  droit  à 
quelque  indemnité. 

Bagay  est  le  premier  qui  ait  calculé  des  lignes  trigono- 
métriques  de  seconde  en  seconde,  car  l'ouvrage  analogue 
de  Shortrède  estde  i844-  C'est  encore  le  seul  qui  existe 
en  France.  D  dispense  de  l'emploi  incommode  des  par- 
lies  proportionnelles. 

Dans  un  écrit  daté  de  Lorient  i"  décembre  182 1 ,  signé 
par  neuf  capitaines  de  vaisseau,  deux  capitaines  de  fré- 
gate, seize  lieutenants  de  vaisseau  et  sept  enseignes,  on 
Ut  :  0  Comme  navigateurs,  nous  devons  applaudir  d'a- 
vance au  succès  que  M.  Bagay  ne  pourra  manquer  dob- 
tenir,  et  nous  nous  empressons  de  lui  exprimer  notre 
gratitude  en  héritant  du  fruit  de  -ses  veilles. 

EnFrance,  la  gratitude  publique  est  très-souvent,  un 
arbre  qui  montre  de  bulles  fleurs,  mais  qui  ne  se  nouent 
pas  eu  fruit. 
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Oie  geometiuscheb  Konstucctionen  àcscefuhrt  mit- 
telst  bee  geradeh  l1hie  uhd  eihbs  peste»  kïlelsës,  etc. 
Les  Constructions  géométriques  exécutées  au  moyen 
delà  ligue  droite  et  d'un  cercle  fixe,  comme  sujet  d'é- 
tude ,  dans  les  hautes  institutions  et  pour  l'utilité  pra- 
tique; par  Jacob  Sleiner,  docteur  en  philosophie, 
professeur  royal  ordinaire  à  l'École  d'industrie  à  Ber- 
lin. Berlin,  1 833;  în-8,  no  pages;  a  planches  en  taille- 
douce  (*}. 

Introduction  (1-6).  Mascheroni  (N.  1750,  M.  1808) 
a  montré  comment  on  peut  construire  les  problèmes  à 
l'aide  du  compas  seul.  Le  but  du  présent  ouvrage  est  de 
construire  les  problèmes  à  l'aide  de  la  règle  et  d'un  cercle 
fixe  donné  de  grandeur  et  de  position.  Il  est  divisé  en 
quatre  chapitres. 

Chapitre  I"  (6-29).  Faisceaux  et  points  harmoniques, 
transversales.  A  l'aide  de  ces  propriétés,  les  problèmes 
suivants  peuvent  se  résoudre  avec  la  règle  seule. 

1°.  Étant  donnés  trois  points  sur  une  droite ,  trouver 
un  quatrième  point  harmonique  sur  cette  droite. 

a".  Étant  donnés  les  trois  rayons  d'un  faisceau,  trou- 
ver le  quatrième  faisceau  harmonique. 

3°.  Un  angle  droit  et  un  angle  quelconque  ayant 
même  sommet  et  un  côté  commun,  doubler  ce  dernier 
angle. 

4°.  Étant  donnés  un  angle  et  sa  bissectrice ,  construire 
la  bissectrice  de  l'angle  adjacent. 

5°.  Par  un  point  donné,  mener  une  droite  vers  l'inter- 
section inaccessible  de  deux  points. 

6".  G,  H,  I  sont  trois  points  donnés  sur  une  droite 

(*)  Traduit  eu  français  par  Cai  elle  et  ta  allemand  par  Gnison  (181S) 
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GH  =  HI ,  mener  par  un  point  quelconque  K  une  paral- 
lèle à  la  droite  GHI. 

j°.  Les  droites  GF ,  HI  sont  parallèles ,  GF  est  donne 
de  grandeur  et  de  position  ;  trouver  le  milieu  de  GF. 

8".  Deux  parallèles  sont  données,  mener,  par  un  point 
donné ,  une  troisième  parallèle. 

9°.  GF,  HI  sont  deux  droites  parallèles ,  GF  est  donnée 
de  grandeur  et  de  position  :  a.  prendre  sur  la  même 
droite,  àparlir  du  point  donné  M,  une  longueur  MN qui 
soit  un  multiple  donné  de  GF;  b.  partager  GF  en  un 
nombre  donné  de  parties  égales  ou  en  deux  parties  qui 
soient  en  rapport  donné;  c.  trouver  sur  la  même  droite 
une  longueur  MN  qui  soit  dans  un  rapport  donné  avec  GF. 

io°.  BD,  DC  sont  deux  segments  adjacents  d'une 
droite  et  dans  un  rapport  rationne)  donné;  par  un  point 
donné  mener  une  parallèle  à  la  droite. 

1 1°.  Un  parallélogramme  étant  donné  et  une  droite  : 

a,  mener  par  un  point  donné  une  parallèle  à  la  droite  ; 

b,  une  longueur  étant  donnée ,  la  multiplier  ou  la  diviser 
un  nombre  donné  de  fois. 

ia°.  Dans  un  plan  on  donne  une  de  ces  quatre  données: 

«.  Trois  parallèles  qui  coupent  une  droite  en  deux  seg- 
ments ayant  un  rapport  rationnel  donné; 

f3.  Deux  parallèles,  une  longueur  sur  la  première  et 
une  longueur  sur  la  seconde  et  qui  sont  dans  un  rapport 
rationnel  donné  ; 

y.  Deux  parallèles  et  une  droite  partagée  en  deux  seg- 
ments qui  sont  dans  un  rapport  donné; 

S.  Deux  longueurs  non  parallèles;  chacune  est  divisée 
en  deux  segments  suivant  des  rapports  rationnels  donnés. 

Il  s'agit  :  a.  de  mener  une  parallèle  suivant  une  direc- 
tion donnée;  b,  de  partager  une  longueur  donnée  selon 
un  rapport  donné. 
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i3".  Ud  carré  est  donné  •,  il  s'agit ,  dans  le  plan  du  carré  : 
a.  d'abaisser  d'un  point  donné  une  perpendiculaire  sur 
une  droite  donnée  ;  b.  de  mener  la  bissectrice  d'un  angle 
droit  donné;  c.  de  construire  un  multiple  donné  d'un 
angle  donné. 

C'est  à  Lambert  qu'on  doit  toute  cette  géométrie  de  la 
règle.  . 

Chapitre  II  (ao-58).  Propriétés  harmoniques ;  pôles 
et  polaires  (29-37)  ;  points  de  similitude  (38-58)  ;  prin- 
cipaux théorèmes  qui  s'en  déduisent  et  que  l'auteur  a 
donnés  dans  son  Développement  d'une  série  de  théo- 
rèmes relatifs  aux  sections  coniques  (Gergonne,  t. XIX; 
1828)  ;  puissance  d'un  point  relatif  au  cercle;  lieu  d'égale 
puissance  (59-67).  Nous  ne  citons  pas  ces  théorèmes  qui 
sont  maintenant  du  domaine  public. 

Chapitre  HI  (67-89).  Solution  de  tous  les  problèmes 
de  géométrie  avec  la  règle ,  lorsqu'un  cercle  fixe  est  donné. 
Les  deux  précédents  chapitres  donnent  les  moyens  de  solu- 
tion des  problèmes  du  chapitre  III,  but  essentiel.  11  est 
évident  que  le  cercle  fixe  fournit:  i°  un  système  de  droites 
dont  on  connaît  les  milieux;  a"  un  système  de  couple  de 
droites  parallèles-,  3°  un  système  d'angles  droits;  4°  un 
système  d'angles  égaux  ;  5°  un  système  de  droites  égales. 

Problème  I.  Par  un  point  donné,  mener  une  paral- 
lèle à  une  droite  donnée. 

Lorsque  la  droite  donnée  est  une  corde ,  on  construit 
la  corde  parallèle,  et  l'on  est  ramené  à  l'un  des  problèmes 
précédents . 

Lorsque  la  droite  ne  coupe  pas  le  cercle,  par  un  point, 
quelconque  a  de  la  droite  on  mène  un  diamètre ,  par  un 
autre  point  quelconque  du  cercle  on  mène  une  corde 
parallèle  à  ce  diamètre,  on  construit  uue  seconde  corde 
égale  et  parallèle  à  la  première  ;  les  deux  cordes  prolon- 
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gécs  coupent  la  droite  donnée  en  deux  points  b  et  c; 
on  a  ai  =  ac,  et  l'on  est  encore  ramené  à  l'un  des  pro- 
blèmes précédents. 

Problème  II.  Sur  une  droite  une  longueur  est  donnée, 
trouver:  i°  une  autre  longueur  multiple  donnée  de  la 
première;  2°  partager  la  longueur  en  un  nombre  donné 
de  parties  égales;  3°  une  longueur  qui  ait  un  rapport 
rationnel  donné  avec  la  longueur  donnée. 

On  mène  une  parallèle  à  la  droite  donnée ,  et  l'on  re- 
vient à  un  problème  déjà  résolu. 

Problème  III.  Par  un  point  donné  abaisser  une  per- 
pendiculaire sur  une  droite. 

Solution.  Par  le  centre  on  mène  une  parallèle  à  une 
droite  et  deux  cordes  cd ,  c'  d'  égales  et  parallèles  à  ce 
diamètre  ;  la  corde  cd'  est  perpendiculaire  au  diamètre.  Il 
suffit  de  mener  par  le  point  donné  une  parallèle  à  celle 
dernière  perpendiculaire. 

L'auteur  donne  encore  cinq  autres  problèmes  qui 
peuvent  toujours  se  ramener  à  la  géométrie  de  la  règle. 
Le  dernier  problème  est  celui-ci  :  Connaissant  les  centres 
et  les  rayons  de  deux  cercles ,  construire  les  points  d'in- 
tersection ,  bien  entendu  sans  décrire  les  cercles.  En  disant 
que  toutes  les  constructions  portent  l'empreinte  d'une 
grande  élégance ,  nous  n'apprenons  rien  de  nouveau  à  nos 
lecteurs ,  qui  connaissent  depuis  longtemps  le  célèbre  géo- 
mètre de  Berlin. 

L'ouvrage  est  terminé  par  un  appendice  qui  contient 
vingt  problèmes  divers  sur  les  coniques. 

En  voici  quelques  énoncés  : 

Une  conique  est  donnée  par  cinq  points  ou  cinq  tan- 
gentes ;  i°  trouver  l'intersection  de  cette  conique  par  une 
droite  donnée;  a"  par  un  point  donné,  mener  les  tan- 
gentes à  la  conique. —  Une  conique  est  donnée  par  quatre 
points  et  une  tangente,  trouver  le  point  de  contact.  — 
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Une  conique  est  donnée  par  quatre  tangentes  et  un  point, 
mener  la  tangente  en  ce  point.  —  Une  conique  est 
donnée  par  trois  points  et  deux  tangentes,  trouver  les 
deux  points  de  contact  et  les  tangentes  passant  par  les 
trois  points  ;  et  autres  problèmes  du  même  genre  dont 
beaucoup  ne  sont  qu'énoncés. 

Deux  coniques  sont  données  par  deux  points  en  com- 
mun et  chacune  encore  par  trois  points ,  trouver  les  deux 
autres  points  communs.  —  Deux  coniques  sont  données 
par  deux  tangentes  communes  et  chacune  par  trois  autres 
tangentes,  trouver  les  deux  autres  tangentes  communes. 
Ces  problèmes  sont  résolus.  Le  problème  final  est  d'une 
utilité  pratique  :  on  donne  un  point  d'un  cercle  dont  le 
centre  est  visible,  mais  non  accessible  ;  il  s'agit  de  décrire 
le  cercle  par  points. 

ZlJSATZE  ZU  OEN  LOGAMTMISCHEN  UNO  TK1GOHOKETKISCHEIT 
Ta  BELLES  ZtJB  ERLEICHTBCNG  UNO  ABKUBZUKG  DE1  BEY  AN 
WENDUHG  DEB  MATHEHATIK  VOBFALLENDEN  BerECHNUN- 

ceh  ausgefeetigt  ;  vou  J.~H.  Lambert.  Berlin,  bey 
HaudeundSpenerKonigl.undderAcad.  derWissench. 
Buchhandler,  1770;  in-8.  Titreet  préface,  a  p.;  intro- 
duction, 98  pages  ;  Tables ,  aïo  pages. 

Ces  Tables,  à  joindre  À  celles  des  logarithmes,  sont  au 
nombre  de  quarante-quatre  ;  plusieurs  ont  été  adoptées  et 
étendues.  Un  semblable  recueil  serait  d'une  immense 
utilité. 

i°.  Les  plus  petits  diviseurs  des  nombresde  là  102000, 
d'après  Pell,  excepté  les  diviseurs  a,  3,  5. 

2°.  Produits  de  chacun  des  nombres  de  la  Table  précé- 
dente par  les  nombres  1,  a,....  9,  aussi  d'après  Pell. 

3°.  Produits  des  nombres  premiers  de  7  à  I73de5en5. 

4°.  Liste  des  trois  derniers  chiffres  (à  droite)  des  carrés 
des  nombres  impairs. 
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5°.  Formules  pour  les  quatre  cas  où  un  nombre  non 
divisible  ni  par  a  ni  par  3  est  la  différence  de  deux  carrés. 
6°.  Table  des  nombres  premiers  de  i  à  102000. 
y°.  Les  soixante-dix  premières  puissances  de  a. 
8°.  Les  cinquante  premières  puissances  de  3. 
9°.  Les  cinquante  premières  puissances  de  5. 

io°.  Formules  pour  e*. 

ii°.  Table  pour  or*. 

i  a°.  Formules  pour  les  logarithmes  hyperboliques. 

i3°.  Logarithmes  hyperboliques  de  i  à  ioo,  avec  y  dé- 
cimales calculées  par  Lambert.  * 

i4°-  Logarithmes  hyperboliques  des    dix   premières 
puissances  de  io. 

i5°.  Logarithmes  hyperboliques  d'après  Simpson ,  de 
i,oi  à  io,oo. 

16".  Les  dix  premiers  logarithmes  hyperboliques  avec 
t5  décimales  d'après  Euler. 

ij°.  Tables   des   nombres  compris  dans    la  formule 
a*".3".5'.7*deià  io*. 

i8°.  Formules  pour  les  sinus,  cosinus,  tangentes  hy- 
perboliques. 

190.  Expressions  algébriques  des  sinus  de  3  degrés  en 
3  degrés. 

ao°.  Formules  t  ri  gonomé  triques. 

ai°.  Formules  pour  la  résolution  des  triangles  rectan- 
gles et  obliquangles  sphériques . 

21°.   w  en  fractions  rationnelles. 

33°.  Longueurs  des  arcs  de  cercle  de  degré  en  degré. 

a4°.  Formules  cyclométriques. 

35°.  Table  de  Pythagore  pour  les  si  nus  de  chaque  degré. 

260.  Sinus,  tangentes,  sécantesetlogarithmesdcssinus 
et  tangentes  pour  tous  les  90  degrés. 

27°.  Formules  pour  la   résolution  des  équations  el 
principalement  les  équations  de  a*  et  5e  degré. 
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a8".  Formules  pour  les  équations  cubiques  dont  toutes 
les  racines  sont  réelles;  exemples. 

39°.  Ces  racines  depuis  0,001  jusqu'à  i,i55. 

3o°.  Formules  pour  toutes  sortes  d'équations  cubiques. 

3i°.  Divers  cas  d'équations  bi-quadratiques. 

3  a".  Fonctions  hyperboliques  semblables  aux  fonc- 
tions circulaires. 

33°.  Comparaison  de  l'hyperbole  équîlatère  avec  le 
cercle.  • 

34°.  Quelques  expressions  relatives  aux  racines  carrées 
et  cubiques. 

35°.  Les  1000  premiers  carrés. 

36°.  Les  1000  premiers  cubes. 

37°.  Nombres  figurés. 

38°.  Formules  d'interpolation. 

390.  Puissances  de  séries  infinies. 

4o°.  Puissance  des  centièmes  d'unité. 

4i°-  Racines  carrées  des  100  premiers  nombres  avec 
7  décimales. 

4a".  Racines  carrées  approchées  en  fractions. 

43°.  Racines  carrées  de  a  zt  <Jb,  etc. 

44°-  Les  coefficients  de  (n-.r)'  et  (1  -\- x)  '. 


SUR  LA  DÉFINITION  fiiOMBTftlQDB  M  Mltl 


On  lit  un  historique  instructif  sur  cette  célèbre  défini- 
tion dans  l'ouvrage  suivant,  à  la  page  3  : 

Pensées  de  Pascal,  publiées  dans  leur  texte  authen- 
tique, précédées  de  la  Fie  de  Pascal,  par  M""  Perrier, 


bV  Google 


(3,  ) 
avec  un  Supplément ,  et  d'une  Etude  littéraire,  et  ac- 
compagnées d'un  Commentaire  suivi  (sic);  par  Ernest 
ffavet,  agrégé  près  la  Faculté  des  Lettres  de  Paris.  In-8 , 
lvhi-548  pages  ;  i85a  (*). 

Vincent  deBeauvais,  précepteur  des  enfants  de  saint 
Louis,  mort  vers  ia6o,  dans  son  Spéculum  majus,  es- 
pèce d'encyclopédie,  imprimée  en  10  volumes  in-folio,  à 
Strasbourg,  eu  ityi,  dit  au  premier  chapitre  du  Miroir 
historique  :  Empedocles  quoque  sic  Deiun  dijfinirefer- 
tur:  Deus  est  sphœru,  cujus  centrum  ubùjue,  circurnfc- 
renlia  nusquam.  Et  il  dit  {Miroir  de  la  Nature,  I ,  4) 
qu'il  a  emprunté  cette  assertion  à  Hélinand,  poète  du 
zii*  siècle,  devenu  moine  et  chroniqueur,  et  dont  les  écrits 
sont  perdus. 

On  trouve  la  même  pensée  chez  saint  Bonaventure 
(1121-1174)5  contemporain  de  Vincent  de  Beauvais, 
dans  son  Itinerarium  mentis  in  Deum  (  Œuvres ,  t.  VD , 
p.  3a5;  Mayence,  1609).  C'est  de  là  que  le  célèbre  Gerson 
(JeanCharîier  de)  (i363-i4ay)  a  tiré  cette  même  défi- 
nition. Dans  un  ouvrage  grec,  intitulé  lUifUtffM,  le  Pas- 
teur, et  attribué  à  Mercure  Trismégîste,  personnage  fabu- 
leux ,  on  lit  à  la  fia  du  XIII*  dialogue  : 

(Y  aùitAof  i  î&ÀiUrat  ma   ©l»S  *oaJ'(Ç«r3*  ftm  toi  A*ys>. 

h  Le  cercle  immortel  de  Dieu  accueille  mon  discours.  » 
(Édition  de  Berlin,  i85a.) 

C'est  par  réminiscence  que  Rabelais  dit  (livre  III, 
chapitre  XDI)  : 

a  Nostreasme,  lorsque  le  corps  dort...,  s'esbat  et  re- 


{•)  C'est  ta  seule  édition  qu'on  dem  désormais  consulter.  On  y  hit 
une  parfaite  dichotomie  de  Pascal,  génie  profond  et  toutefois  janséniste 
timoré.  Cette  CBUire  Délaisse  rien  h  désirer  bous  le  rapport  de  la  philoso- 
phie, théologie,  histoire  et  bibliographie.  Quand  nous  donnerit-t-on  un 
semblable  travail  sur  les  Provinciale!  ? 
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veoit  sa  patrie ,  qui  est  le  ciel.  Delà  receoit  participation 
insigne  de  sa  prime  et  divine  origine,  et  en  contempla- 
tion de  ceste  infinie  et  intellectuelle  sphère,  le  centre  de 
laquelle  est  en  chose  un  Heu  de  l'univers,  la  circonfé- 
rence point  (c'est  Dieu  selon  la  doctrine  de  Hermès  Tris- 
mégiste)  à  laquelle  rien  n'advient,  rien  ne  passe,  rien 
ne  déchet,  tous  temps  sont  présents ,  note  non-seulement 
les  choses  passées...  mais  aussi  les  futures.  » 

Pascal ,  qui ,  ainsi  que  Mallebranche  et  Descartes ,  fai- 
sait peu  de  cas  de  l'érudition  historique ,  puisait  la  sienne 
dans  les  Essais  de  Montaigne;  et  on  Ht  dans  l'édition 
publiée  par  mademoiselle  de  Gournay,  en  i635  . 

«  Trismêgiste  appelle  la  Déilé  cercle  dont  le  centre 
est  partout;  la  circonférence  nulle  part.  » 

Il  résulte  de  tout  ceci  que  l'idée  est  d'origine  grecque. 
Voltaire  l'attribue  à  Timée  de  Locres.  En  effet,  it  y  a  des 
idées  analogues  ilans  le  Timée  de  Platon;  c'est  ce  qui  a 
induit  en  erreur  la  mémoire  de  l'illustre  philosophe.  A 
cette  occasion,  M.  Havet  se  permet  dédire  :  «  C'est  une 
de  ses  légèretés ,«  pour  ne  pas  dire  plus.  » 

C'est  parler  avec  beaucoup  de  légèreté  d'une  des  plus 
vastes,  des  plus  belles  intelligences  qui  aient  paru  sur  le 
sol  de  la  France.  Nous  ne  saurions  parler  avec  trop  de 
modestie  respectueuse  de  ces  génies  créateurs ,  lors  même 
qu'ils  s'égarent;  car  notre  littérature,  notre  philosophie 
actuelles,  comme  ces  goules  qu'on  rencontre  dans  les 
Mille  et  une  Nuits-,  ne  se  repaissent  que  de  cadavres,  ne 
vivent  plus  que  des  morts. 
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GAUSS. 

Eulcr  et  Gauss,  deux  génies  identiques,  ont  tons  deux 
[il ofondémrnt  labouré,  richement  fécondé  toutes  les  places 
du  vaste  sol  mathématique.  Euler  répandait  sur  ses  dé- 
couvertes un  océan  cle  lumière,  dont  les  rayons  pénètrent 
dans  les  recoins  les  plus  obscurs;  variant  les  expositions, 
ramifiant  les  applications,  il  sait  assouplir  ses  médita- 
tions et  les  adapter  aux  intelligences  de  toute  dimension. 

Gauss  ne  vise  qu'à  la  perfection  logique  et  littéraire, 
ne  veut  produire  que  des  œuvres  accomplies,  d'une  ri- 
gueur inexorable;  accumulant  les  preuves,  ne  les  affai- 
blissant jamais  par  condescendance;  présentant  la  théo- 
rie sous  diverses  faces,  mais  conservant  toujours  la  di- 
gnité de  la  sévère  abstraction.  Il  a  peu  écrit;  mais  chaque 
écrit  est  un  modèle  de  style,  un  chef-d'œuvre  de  raison- 
nement. Dans  la  géométrie  vulgaire  et  supérieure,  dans 
l'algèbre  des  quantités  finies  et  infinitésimales,  dans  la 
mécanique  rationnelle,  en  dynamique  céleste,  partout  on 
rencontre  l'empreinte  de  ses  pas  :  des  pas  de  géant.  Quels 
magnifiques  théorèmes  sur  l'élément  superficiel,  sur  l'é- 
lément attractif  potentiel,  surrélémentmagnétîquc!  Quel 
admirable  remaniement  des  méthodes  géodésiques ,  des  or- 
bites planétaires  et  cométaires!  Et  toutefois  ce  ne  sont  pas 
là  les  plus  brillants  joyaux  de  sa  couronne  d'immortalité. 

La  science  de  la  quantité  se  divise  en  deux  parties  bien 
distinctes  :  l'une  renferme  pour  ainsi  dire  quelque  chose 
de  terrestre,  de  matériel;  l'idée  du  nombre  est  attachée  à 
deux  formes  :  espace  et  temps;  formes  inhérentes  à  une 
intelligence  humaine,  à  un  esprit  asservi  à  des  organes, 
Dans  l'autre  partie,  qu'avec  Ampère  nous  nommons  arith- 
mologic,  règne  l'idée  pure,  le  nombre  est  débarrassé  de 

flallrtin  mathématique,  t.  1".  (Mars  iSIf.  3 
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ses  deux  entraves  anthropologiques;  idée  pure,  qui  est 
pour  ainsi  dire  un  reflet,  l'ombre  du  paradigme  divin, 
comme  s'expriment  les  écoles  de  Pyihagore  et  de  Platon. 
Il  y  a  encore  une  autre  différence  moins  essentielle  et  très- 
importante.  Dans  les  questions  qui  s'agitent  dans  la  pre- 
mière partie, l'esprit  découvre  presque  toujours  à  première 
vue  des  points  d'appui  d'où  il  peut  prendre  son  essor,  des 
guides  pour  diriger  cet  essor,  des  instruments  très-com- 
modes, aisément  maniables,  pour  opérer  avec  prompti- 
tude et  facilité ;- tandis  que,  dans  la  seconde  partie,  la 
science  du  nombre  pur,  tous  ces  moyens  font  défaut.  Dé- 
pourvu d'auxiliaires,  livré  à  lui-môme,  l'esprit  est  obligé 
de  tout  créer,  d'inventer  de  toute  pièce  la  solution  de 
chaque  question.  Aussi  l'arithmologie  semble  être,  en 
mathématique,  le  vrai  critérium  de  l'intensité  intellec- 
tuelle. Où  cette  intensité  se  manifestc-t-elle  avec  plus  de 
vigueur,  sujet  incessant  de  surprise  et  d'admiration ,  que 
dans  les  Disquisiliones?  Chaque  chapitre  développe  une 
idée  nouvelle;  chaque  idée  nouvelle  est  une  création.  Les 
congruences,  les  résidus  potentiels,  les  nombres  com- 
plexes, les  formes  similaires  rattachées  aux  déterminants 
ont  fondé  un  monde,  inauguré  une  ère,  l'ère  de  Gauss. 
La  statue  qui  transmettra  ses  traits  à  la  postérité,  pour 
représenter  fidèlement  la  physionomie  intérieure,  devrait 
dépasser  nature;  et  que  de  richesses,  hélas!  Gauss  em- 
porte au  tombeau.  Sa  mission  est  terminée  ;  remercions  la 
Providence  d'avoir  accordé  au  genre  humain  un  tel  mis- 
sionnaire pendant  une  longue  carrière.  On  peut  dire  de  lui 
ce  que  Cicéron  dit  de  l'orateur  Calidius  {de  Ctar.  Oral.. 
LXXIX)  :  Nom  fuit  geometra  tjhes  e  multis,  potics  in- 

TER  MULTOS  PROPE  SINCULÀMS  FUIT. 

Gauss  a  vu  le  jour,  le  a3  avril  1777,  dans  le  duché  ùV 
Brunswick.  Ayant  donné  des  indices  très -précoces  d'heu- 
reuses dispositions,  il  attira  l'attention  du  duc  régnant, 
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Charles-Guiilauinc-Fcrdinand,  qui   ne  cessa   de  proté- 
ger toute  la  carrière  scientifique  de  sou  illustre  sujet. 
Honneur  à  l'illustre  mécène! 

Gauss  fut  nommé  professeur  à  l'université  de  Go  t  lingue 
en  1807;  conseiller  de  cour  [hofrath)  un  1816,  et  ensuite 
directeur  de  l'observatoire  astronomique  et  de  l'observa- 
toire magnétique;  il  est  mort  à  Gottinguele  a3  février  1 855, 
âgé  de  soixante-dix-huit  ans. 

Ses  principaux  ouvrages  sont  : 

i°.  Démonstratif}  nova  theorematis  onuiem  Junctio- 
ncm  algebraicam  rationalem  intégrant  unius  variabilis 
in  factores  reaies  primivelsecundi gradus  resolviposse. 
In-4;  Helmstadl,  1799.  {Voir  Prouhet,  Nouvelles  An- 
nales, tome  IV,  page  44'-) 

i".  Disquisitiones  arilhmcticœ.  In-8,  1801. 

3".  Tfteoria  motus  corporum  cœlestium.  In-4,  1809. 
A  contribue  puissamment  à  faire  entrer  l'esprit  d'exacti- 
tude dans  les  calculs  astronomiques. 

4°.  Tfteoria  combinationisobservationum  errotibusmi- 
nimis  obnoxiœ.  Premier  emploi  delà  méthode  des  moin- 
dres carrés  en  Allemagne. 

5°.  Dissertations  sur  la  haute  géodésie.  Par  ordre  du 
gouvernement  il  continua ,  à  travers  le  royaume  de  Ha- 
novre, l'arc  du  méridien  mesuré  en  Danemark.  A  cette 
occasion  il  iuventa  un  fié/iostat,  instrument  qui  rend 
visibles,  par  la  réflexion  des  rayons  solaires,  les  stations 
les  plus  éloignées. 

6°.  Observations  magnétiques,  publiées  annuellement 
depuis  1837,  avec  la  collaboration  de  Weber  (Willhclm). 
Le  gouvernement  fît  élever,  à  côlé  de  l'observatoire,  un 
édifice  destiné  aux  observations  magnétiques.  Gauss,  par 
ses  travaux  sur  le  magnétisme  terrestre,  donnant  à  cette 
iliéorie  difficile  une  nouvelle  face,  se  livra  à  de  nombreuses 
observations,  consignées  aussi  dans  Y  Atlas  du  magné- 
tisme terrestre.  Leipzig,  i84". 
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7°.  Los  Commentaires  de  la  Société  royale  de  Got- 
tingue  contiennent  un  grand  nombre  de  Mémoires  de 
Gauss ,  remarquables  par  la  profondeur  des  recherches  et 
aussi  par  l'élégance  du  style.  Nous  en  donnerons  la  liste  ; 
espérons  qu'on  en  publiera  la  collection. 


BIBLIOGRAPHIE 

Algèbre  élémentaire,  à  l'usage  des  candidats  au  Bacca- 
lauréat es  Sciences  et  aux  Ecoles  du  Gouvernement; 
par  M.  E.  Lionnet ,  agrégé  de  l'Université,  professeur 
de  Mathématiques  pures  et  appliquées  au  Lycée  impé- 
rial Louis-le-Grand ,  examinateur  suppléant  d'ad- 
mission à  l'Ecole  Navale.  Rédigée  conformément  aux 
Programmes  officiels  des  Lycées.  Paris,  i855;  in-8  de 
245  pages  (*). 

Ouvrage  classique,  bien  soigné ,  entièrement  conforme 
au  règlement  d'exercices  qui  régit  maintenant  l'ensei- 
gnement universitaire.  La  réputation  de  l'auteur  est  si 
bien  établie ,  qu'il  est  presque  superflu  de  dire  que  sa  tache 
est  remplie  et  son  but  atteint.  L'autenr  établît  très-clai- 
rement la  division  sur  le  principe  de  l'homogénéité  algé- 
brique; la  multiplication  repose  sur  la  définition  d'Eu- 
clide  :  c'est  la  bonne'maniérc  et  qui  donne  sans  embarras 
la  règle  des  signes.  Il  y  a  quelques  énoncés  qu'on  pouvait 
omettre  ;  par  exemple  celui-ci  :  Lorsque  plusieurs  frac- 
tions sont  égales  entre  elles,  la  somme  des  numérateurs 
divisée  par  celle  des  dénominateurs  forme  une  fraction 
égale  àl' une  quelconque  des  fractions  proposées  (p.  4i)> 
11  ne  faut  pas  trop  se  défier  de  la  spontanéité  du  lecteur. 
Le  livre  II  (p.  4^)  traite  des  équations  du  premier 

[■)  Chci  Mallel-Raclielier,  libraire.  Pril  :  3fV.o. 
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degré.  Avant  de  résoudre  une  équation,  on  enseigne, 
comme  principe,  la  manière  d'altérer  une  équation  (p.  47). 
Cette  disposition  ne  me  semble  pas  naturelle.  Ainsi ,  on 
dît  qu'on  altère  l'équation  x—  3  =  o  en  l'élevant  au 
carré  (x —  3)(x —  3):=o,  parce  que  celle-ci  admet 
deux  fois  la  solution  x  =  3 ,  tandis  que  la  première  équa- 
tion ne  l'admet  qu'une  Jois.  Cela  suppose  des  idées  que 
l'élève  ne  peut  avoir  en  ce  moment-ci. 

L'auteur  établit  la  notion  des  quantités  négatives  sur 
des  considérations  cinématiques  et  aboutit  à  des  conven- 
tions :  il  suffira  de  convenir  (p.  70).  Avec  d'autres 
conventions  on  obtiendrait  donc  d'autres  solutions; 
assertion  singulière.  Il  me  semble  que  tout  se  ramène 
à  ces  deux  questions  :  Dans  l'équation  x  -4-  1  =0,  que 
doit-on  écrire  au  lieu  de  x?  Réponse  :  —  1.  Un  homme 
a  1  franc  d'actif,  que  doit-on  lui  donner  pour  qu'il 
n'ait  rien  ?  Réponse  :  I  franc  de  passif.  César  est  le  pre- 
mier qui  ait  eu  une  idée  nette  des  quantités  négatives. 
Il  disait  :  «  Si' quelqu'un  medonuait  quinze  millions  de 
sesterces, je  serais  au  niveau  d'un  homme  qui  n'a  rien.  » 
Il  avait  autant  de  dettes.  Il  en  est  de  même  des  quaniir.es 
imaginaires.  Daus  l'équation  x*  —  4  =  0,  que  doit-on 
écrire  pour  x?  Réponse:  ■+-  fâ  ou  —  ^4  ad  libitum. 
Que  doit-on  écrire  pour  x  dans  l'équation  x1  4-  4  —  o? 
Réponse:  écrivez  — 4  au  l'eu  de  x*,  ou,  mnémonique- 
ment,  écrivez  au  lieu  de  x,  ■+•  V —  4  ou  —  V —  4  ;  signe 
qui  rappelle  qu'il  faut  remplacer  x'  par  —  4- 

II  est  utile  pour  les  commençants  d'employer  un  signe 
particulier,  par  exemple»— »  pour  désigner  les  quantités 
positives  et  le  signe  •- «  pour  les  quantités  négatives ,  et  de 
montrer    ensuite  qu'on   peut  se  dispenser  d'écrire   ces 

L'affirmation  étant  l'opposé  de  la  négation  ,  les  quan- 
tités positives  devraient  s'appeler  quantités  affirmatives. 
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Ces  dénominations  erronées  proviennent  du  jeu  qui  a 
donné  naissance  à  l'Algèbre.  Quand  on  était  amené  à  re- 
trancher un  nombre  d'un  autre  plus  petit,  on  niait  l'exac- 
titude des  données  ou  bien  on  déclarait  le  problème 
impossible  ;  de  là  le  nom  de  fausses  donné  aux  quantités 
négatives.  Les  dénominations  progressives  et  régressives 
me  semblent  plus  convenables. 

L'auteur  passe  en  revue  les  cas  d'impossibilité ,  d'in- 
détermination, avant  d'aborder  la  discussion  des  équa- 
tions du  premier  degré  à  une  et  à  deux  inconnues. 

Le  livre  III  est  consacré  à  l'équation  du  deuxième  degré. 
À  la  page  i63,  on  lit:  Les  racines  imaginaires  d'une 
équation  n  'indiquent  pas  toujours  l 'impossibilité  du  pro- 
blème; proposition  chanceuse.  II  s'agît  de  diviser  la  droite 
AB  en  deux  segments  tels ,  que  la  longueur  AB  ='  a  soit 
moyenne  proportionnelle  entre  les  deux  segments.  Soit  C 
le  point  de  division  ;  en  prenant  ce  point  C  entre  A  et  B , 
les  deux  segments  CA,  CB,  de  directions  opposées,  doi- 
vent, suivant  le  principe  de  M.  Chasles,'ètre  de  signes 
opposes:  l'un  étant  désigné  par  -+-  x,  l'autre  doit  être 
désigné,  non  para — x,  mais  par  x  —  a,  et  l'on  a 

les  deux  racines  sont  réelles  et  indiquent  deux  points,  l'un 
situé  à  la  droite  de  B  et  l'autre  à  la  gauche  de  A. 

En  général,  pour  toute  question,  quelle  qu'elle  soit, 
l'Algèbre  ne  donne  que  des  solutions  numériques,  mais 
elle  ne  prétend  pas  donner  des  règles  pour  l'interpré- 
tation de  ces  solutions.  Elle  s'en  rapporte  au  bon  sens, 
dont  rien  ne  dispense. 

La  théorie  élémentaire  des  niaxima  et  minima  est 
donnée  d'une  manière  complète  et  rigoureuse, 

Le  livre  IV  et  dernier  contient  les  deux  progressions  , 
les  logarithmes,  les  intérêts  composés  et  les  annuités. 


3,g,1,zedby  G00gle 


(3S) 

Chaque  livre  est  terminé  par  un  bon  nombre  de  ques- 
tions intéressantes  auxquelles  s'exerceront  utilement  les 
'  candidats  aux  Ecoles  du  Gouvernement. 

On  ne  trouve  dans  cet  ouvrage  aucun  nom  propre, 
aucun  renseignement  historique;  suppléons-y. 

Les  signes  -4- ,  —  se  trouvent  pour  la  première  fois 
dans  la  Coss  de  Christophe  Rudolf  (  i5a4)-  Le  signe  = 
est  de  Robert  Record  {J7iowhetstoneofw't,etc;t55j). 
Descartes  se  sert  encore  de  la  lettre  a  retournée  (»). 
Viète  (i54o-i6o3)  est  te  premier  qui  ait  représenté  des 
nombres  par  des  lettres ,  mais  par  des  lettres  capitales; 
les  petites  lettres  sont  de  Thomas  Harriot  (jirtù  ana- 
lyûcœ  praxis,  etc;  i6a3).  Les  signes  >}  <^  sont  aussi  de 
Harriot.  Les  parenthèses  entre  crochets  sont  d'Albert 
Girard  (Invention  nouvelle,  etc.;  i6ac;). 

Cet  ouvrage,  dont  nous  avons  cru  devoir  cri  tiquer  quel- 
ques parties ,  se  dislingue  par  un  esprit  de  rigueur  bien 
rare  aujourd'hui.  La  médiocrité  seule  est  à  l'abri  de  toute 
critique. 

11  Algèbre  élémentaire  de  M.  Lionnet  sera  prochaine- 
ment suivied'un  autre  ouvrage,  qui  complétera  la  pre- 
mière année  d'algèbre  pour  les  candidats  à  l'Ecole  Po- 
lytechnique, et  eu  qui  est  exigé  pour  l'admission  à  l'Ecole 
centrale  des  Arts  et  Manufactures  (*). 

(■)  Compté,»,:,!  f.UfMrt!  élémentaire.  {  Sous  presse.  )  In-K.-  Prix  :  i  U 
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t  LA  DÉCOUVERTE  DES  LOGARITHMES 


Ncper  étant  mort  en  1617,  son  (ils  Robert  publia 
en  1619  cette  seconde  édition  de  l'œuvre  de  son  père, 
où  te  procédé  des  logarithmes  est  expliqué  (*). 

Mirifici  logarithmorum  Canonis  descriptio,  ejusque 
usus  in  utraque  Trigonometria ,  ut  etiam  in  omni  lo- 
gistica  mathematica ,  amplissimi ,  facillimi  et  expedi- 
tissimiexplicatio.  Accesserunt  opéra  posthuma  :  Primo, 
Mirifici  ipsius  Canonis  constructio  et  logarithmorum  ad 
naturaîes  ipsorum  numéros  habitudines.  Secundo,  Ap- 
pendix  de  alia,  eaque  prœstantiora  logarithmorum 
specie  construendis.  Tertio ,  Propositiones  quœdam  emi- 
nentissimœ ,  ad  triangula  sphœrica  mira  Jaciiitate 
resolvenda;  authore.  acinventore  JoAhmb  NEPEEO,baronc 
Meuchistosii , etc., Scoto.  Edinburgi ,  excudebat  Andréas 
Hart,  anno  1619;  in-4',  18  feuilles  trois  quarts. 

Les  Opéra  posthuma  ont  ce  litre  particulier  : 

Mirifici  logarithmorum  Canonis  constructio  una  cum 
appendice  de  aliaatque  prœstantiora  logarithmorum  spe- 
cie condenda,  quibus  accessere  propositiones  ad  trian- 
gula sphœrica  faciliore  calcula  resolvenda:  Una  cum 
annotalionibus  aliquot  doctissimi D .  Henrici  Briggii,  in 
cas  et  memoratain  appendicem;  authore  et  invenlorc 


(*)  Un  exemplair»  de  la  première  édition  (iGifl)  eal  0  la  hibliolhèqoe 
de  l 'Institut,  Il  a  été  acquis  cil  |K34  il  la  vente  dos  livres  de  J. -F.  França is, 
professeur  d'art  militaire  ù  l'École  d'Application  de  Metz.  Ces  livres  oui 
appartenu  il  Arbogast,  qui  les  a  légués  à  son  disciple  et  neveu  P.  Fran- 
çais,  mort  en  1810,  professeur  il  l'F.cele  d'Artillerie  de  Mavcnce;  c'est  li' 
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Joa.nne  Nepeuo,  baronc  Mehchistonii,  ctc.,Scoto.  Edin- 
burgi ,  cxcudcbat  Andréas  Han,  anno  Domini  1619. 

En  tète  des  Opéra  posthuma  est  une  préface  de  Robert 
Neper  où  il  donne  en  deux  pages  le  contenu  de  ces  oeuvres 
posthumes. 

Dans  la  Canonis  constructio ,  J.  Neper  dévoile  le  secret 
du  calcul  des  logarithmes.  Il  fonde  ce  calcul  sur  cette  consi- 
dération cinématique.  Soient  deux  points  tixesÀ  et  B  pris 
sur  une  droite  indéfinie;  deux  points  Let  N,partenlsimul  ta- 
némentde  A  et  se  dirigent  vers  B,  avec  la  même  vitesse  in  i- 

tiale,  représentée  par  — —  >  où  n  est  un  nombre  donné;  le 

point  L  conserve  toujours  la  même  vitesse  —  ;  desorte  qu'il 

décritd'un  mouvement  uniforme  la  droite  AB,  indéfini- 
ment  prolongée.  Il  n'en  est  point  ainsi  du  point  N,  dont 
la  vitesse  va  sans  cesse  en  diminuant, .car  elle  est  toujours 
présentée  par  la  distance  de  ce  point  au  point  fixe  B,  dis- 
tance divisée  par  n  ;  ainsi  P  étant  le  point  d'arrivée  de  N 

au'  bout  du  temps  t,  la  vitesse  sera  représentée  par  — ; 

l'espace  segmentaire  que  décrit  le  point  N  va  donc  tou- 
jours en  diminuant,  et  il  mettra  un  temps  infini  a  par- 
venir en  B  où  sa  vitesse  sera  éteinte,  pour  devenir  négative 
au  delà  de  B.  Voici  comment  Neper  définit  ces  deux 
mouvements  : 

Arîthmetice  crescere  est  œ quai 'ib us  temporibus  œquali 
semper  quantitate  augeri  ( page  5  )  ; 

C'est  le  mouvement  du  point  L. 

Geometrice decrescere  est  œqualibus  temporibus  quan- 
titatem  primo  totam  indc  aliam  ejtts  partent  superstiteni 
simili  semper  proporiionali parle  dccrcsccrc  (page  14)  i 

C'est  le  mouvement  du  point  N . 

Ncpci  ajoute  : 
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Numerus  ariificialis  (*)  sinus  dati  esl  qui  ariihmetice 
crépit  tariia  scmper  velocitaîe  quanta  sinus  lotus  incipit 
geometrice  decrescere; 

C'est-à-dire  le  nombre  artificiel  d'un  sinus  donné  est 
celui  qui  s'est  accru  arithmétïquemcnt,  avec  la  même  vi- 
tesse constante  qu'avait  le  sinus  total  lorsqu'il  a  commencé 
à  décroître  géométriquement;  accroissement  qui  a  eu  lieu 
dans  le  même  temps  que  le  sinus  total  a  mis  pour  devenir 
égal,  en  décroissant,  au  sinus  donné.  Att  est  le  sinus  total; 
le  but  essentiel  de  Neper  étant  de  faciliter  les  calculs  tri- 
gonom  étriqués ,  il  s'attache  principalement  aux  loga- 
rithmes des  lignes  tri  gonomé  triques. 

Traduisons  ces  considérations  en  caractères  algé- 
briques. 

Soient  : 

d  =  AB  =  sinus  total  ; 

X  =  chemin  décrit  arithmétiqucracnl  par  le  point  L, 
dans  le  temps  T; 

y  =  chemin  décrit  géométriquement  par  le  point  ÎN, 
dans  le  même  temps  T  ; 

mil  =  vitesse  initiale  commune  aux  points  L  et  N; 

H  — y  =  distance  du  point  N  au  point  B ,  au  bout  du 
temps  T. 

Soit  T  partagé  en  un  nombre  n  infiniment  grand  de 
temps  égaux  t  infiniment  petits,  de  sorte  que  T  =  nt\ 
prenons  t  pour  unité  de  temps;  alors,  ;i  la  fin  des  temps, 
o,  tt  il,  3ï,...,  ni  les  valeurs  correspond  an  tes  de  x  seronj 
o,  md ,  imd,  imd,...,  nmd  et  les  valeurs  correspon- 
dantes de  d  —  y  seront 

d,d{i-,n),d{i-my,   rf(,-*V....frf(i-    m)': 

;■)  Oli  liL  un  murg,.  ]«  mol  Lugjrith.  .\uih.';b.  «< ■iilU-uiliml  le  [irsini^ 
nom  qu'avuii  adoj.li>  Jic|ier  ;  il  n'a  iruiiu  Le  raol  It^rithmr  qui'  10113- 
•emjw  nnri-s  la  composition  Jo  ivl  écrit 
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donc  au  bout  du  temps  T  on  aura 

x  =  nmil,     y  =  <t  —  rf(i  —  /»)"  =  rf—  t 

•('-=)'• 

>-d[j        ,.,     „v?+       ,.,.j 

£-■]. 

or  n  étant  infiniment  grand,  on  a 

—  Al  -  —  -  —  -  !         **  1 

r  12       i.a  d"  +  t. 2. 3  rf"        1.2.3.4  rf'+"J' 

où  c  est  la  base  des  logarithmes  hyperboliques 

</  —  r  — J  x  rf —  j- 

-5-  =  «        ■     -s  =  logl.yp.— -, 

î  =  —  d  log  hyp.  — ^ — 

Mais  x  est  le  logarithme  népérien  de  il — y,  donc 

log  nép.  de  d  —  y  =  —  d  log  hyp.  de  ■ — - — 

Ainsi  les  logarithmes  de  Neper  ne  sont  pas  identiques  aux 
logarithmes  hyperboliques.  Lacroix  a  donné  pourtant  le 
nom  de  népériens  aux  logarithmes  hyperboliques,  et 
avec  justice,  afin  d'attacher  à  l'invention  le  nom  de  l'in- 
venteur. 

Neper  prend 

rf:=i  0=51090", 

L'  =  5,o.  =  .i„3.-. 

a 

Dans  ta  Table  de  Neper  on  trouve 

logsin  3o  =  6931471 ,80894-2; 
or 

'^=*->     taghyp.i^-olG9li47i8o5ïçjr,.     .Callm.j 
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Pour  avoir  lu  logarithme  népérien,  il  faut  multiplier  ce 
nombre  par  — io'  (voir  ci-dessus) ,  et  l'on  trouve 
69314771,805599; 

l'erreur  de  Neper  n'est  donc  que  de  3  unités  par  excès  sur 
la  dixième  décimale. 

Pour  calculer  les  logarithmes,  Neper  n'emploie  pas  les 
séries;  il  calcule  directement  les  termes  successifs  de  la 
progression  d,  d(i — m),  d[i — m)1,...,  d(i — m)'") 
et  prend  <£=ioT,  m  =  io-7.  Le  calcul  devient  extrême- 
ment facile  :  il  suffit  de  retrancher  de  chaque  terme  ce 
même  terme  divisé  par  10%  et  l'on  obtient  le  lerme  sui- 
vant. Ainsi  il  fait  emploi  des  décimales  et  les  écrit  comme 
nous  faisons  aujourd'hui ,  à  l'exception  que,  pour  séparer 
les  entiers,  il  prend  un  point  au  lieu  de 'la  virgule.  (Nou- 
velles annales,  tome  XII,  page  ao4-) 
Voici  un  spécimen  de  son  calcul  : 


»)■... 
■.y... 

1 . OOOOOOO 

9999999.0000000 

0 -9999999 

9999998.0000001 

-9999098 

,/(,-, 

9999997.0000003 

cl  continuant  ainsi,  il  trouve 

rf(i  — /»)'"=  9999900.0004960; 
rf(.-fl,)"  =  .o'(i-io-')»; 

si  l'on  développe  le  binôme  et  qu'on  pousse  jusqu'à  io~", 
on  trouve 

rf  (  (  —  m  )"•  =  9999900 .  000499838300393 1  aa , 
ce  qui  diffère  très-peu  du  nombre  de  Neper. 
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Pour  apprécier  le  degré  d'exactitude  de  ses  calculs,  Xe- 

per  démontre,  par  des  considérations  géométriques,  que 

log(d — y)  est  compris  entre  y  et      ;  chaque  fois 

qu'il  a  besoin  d'un  logarithme  exact,  il  calcule  ces  deux 
limites,  et  lorsqu'elles  diffèrent  moins  que  l'ordre  de  la 
décimale  qu'il  veut  conserver,  il  prend  la  moyenne  arith- 
métique entre. ces  limites  pour  logarithme  exact.  Ceci 
peut  s'établir  analvtiquement;  en  effet, 

log  nép.  (/  —  y  =  —  </lo}i  livp.  (i  —  '—  ] 


La  différence  entre  cette  moyenne  et  le  logarithme  népé- 
rien-de  d —  y  ne  commence  qu'au  terme  du  troisième 
ordre;  cette  différence  est 

1  Zl  —  !  Zl  —  '  Zl 

a  H'       3rf'       5  d'' 
Pour  que  cette  différence  s'élève  à  une  unité  de  l'ordre 
io-1*,  il  faut  que  y  soit  égal  à  ^6,  que  y  soit  compris 
entre  i  et  a.  Posons  pour  exemple 

r  =  "> 
alors 

d~y  —  9999999' 
dy     _      io] 
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Tel  est  donc,  à  très-peu  près,  le  logarithme  népérien  de 

9999999  =  '  °'—  '■ 
En  effet,  on  a 

log  nép.  ioT  —  i  =  —  loMoghyp,  i  —  io-' 

=  i  +  -  i  o_!  -t-  =  -  i  o-"  -+-  T  .  i  o-"  -f-  .  .  . 
2  3  4 

=  i  ,oûooooo 5  oooo  3333. 

Le  résultat  de  Neper  n'est  donc  en  erreur  que  d'un  tiers 
d'unité  sur  la  quatorzième  décimale. 

Ainsile  logarithme  népérien  de  io''(i—io""'i)c=  9.999999 
est  i,ooooooo5,  moyenne  arithmétique  entre 

iet  — j et  log  io' (î  —  io-;},M=log99999oo=ioo,ooo5o. 

Ce  nombre  9999900  sert  à  Neper  pour  une  seconde  Table 
de  progression  géométrique  dont  la  raison  est 

99999°°  =  99999  _  '«*—  '_  ,  '       . 

le  cinquantième  et  dernier  terme  de  cette  Table  est 
9995001,222927;. Table  qui  se  calcule  aussi  par  sous- 
traction un  partant  de  d  =  101,  comme  précédemment; 
ayant  le  logarithme  de  999^000,  il  construit  une  troi- 
sième Table  de  progression  géométrique  ayant  pour  raison 

9995000 999' 1 

10'  10'  2000 

Cette  Table  n'a  que  vingt  termes  et  sert  à  calculer  les 
logarithmes  de  9990000  et  9900000. 

A  l'aide  de  ces  trois  Tables,  il  construit  une  quatrième 
Table  qu'il  nomme    Table  radicale,  paire  qu'en  effet 
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elle  est  fond amciil aie.  Celle  Table  consiste  en  so'ixanle- 
neuf  colonnes  verticales  chacune  de  vingt  et  un  termes 
écrits  à  cùté  les  uns  des  autres.  Le  premier  terme  île  In 
première  colonne  est  io7;  ensuite  les  soixante-neuf  pre- 
miers termes,  formant  la  première  ligne  horizontale, 
suivent  une  progression  géométrique  dont  la  raison  est 

99  _  , |_. 

ensuite  les  nombres  de  chaque  colonne  suivent  aussi  une 
progression  géométrique  dont  la  raison  est 


10'—  5oo  3ooo 

Chaque  colonne  est  divisée  en  deux  parties  par  une  ligne 
verticale;  la  première  partie  contient  les  nombres  natu- 
rels, termes  des  progressions  géométriques  dont  on  vient 
de  parler,  et  la  seconde  parue  contient  les  logarithmes 
correspondants  faciles  à  calculer  ;  car,  pour  la  première 
ligne  horizontale,  les  logarithmes  forment  une  progression 
arithmétique  dont  la  raison  est  ioo5o3, 3585a28  ,  loga- 
rithme de  0.0,00000;  de  même,  dans  chaque  colonne  ver- 
ticale, les  logarithmes  forment  une  progression  arithmé- 
tique dont  la  raisen  est  5ooi,a5o4i645,  logarithme  de 
999:1000,  et  ces  deux  derniers  logarithmes  ont  été  calculés 
ei-dessus.  Le  dernier  des  nombres  naturels  de  la  Table 
radicale  est  4998609,4034  1ul  csl  *  V*-'u  Pr''s  'a  moitié 
de  to1,  par  conséquent  à  peu  près  égal  au  sinus  de  3o 
degrés;  son  logarithme  est  fig34253,.{.  Pour  trouver  les 
logarithmes  des  sinus  des  arcs  moindres  que  3o  degrés , 
Neper  fait  usage  de  ce  théorème  : 

est  compris  en 
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Ceux  qui  désirent  plus  de  détails  peuvent  consulter 
l'analyse  étendue  du  Mirifici  lagarithmorum,  etc.,  qu'a 
donnée  M.  liîot  dans  le  Journal  des  Savants  (i835, 
p.  354)i  et  dont  nous  avons  tiré  en  partie  oc  qui  précède. 

Remarquons  que  l'on  a 

log  nép.  a  +  log  nép.  h  =  log  nép.  --j 

log  nép.  a  —  log  nép.  b  =  log  nép.  -,- 1 

formules  incommodes.  Aussi  dans  l'appendice  De  alla 
nique  prœstantiore,  etc.,  Ncpcr  propose  de  prendre(/=  1 
nu  lieu  de  d  =  1  o~  ;  alors 

log  1  =  o     «     log  nép.  a  =  —  log  hyp .  a , 
les  logarithmes  de  Ncper  sont  positifs  ou  négatifs  selon 
que  a  est  moins  grand  ou  plus  grand  que  l'unité. 

John  Speîdcl  a  remédié  à  cet  inconvénient  dans  l'ou- 
vrage suivant  dont  la  irr  édition  est  de  1619,  la  3e  de 
1621  ci  la  6*  de  1624: 

New  logarithmes  the  Jirst  invention  whereof  was  by 
the  lord  IVepair,  baron  of  Merchiston,  andprinted  at 
Edinburg  in  Scotland,  anno  i6i4-  In  whose  use  was 
and  is  required  Oie  hnowledge  of  al gebrical  addition 
and  soubstraction  according  to  -+-  and — .  Thèse  being 
extracted from  and  out  of  them  (they  being  Jirst  over- 
see  corrccfed  and  amended)  require  not  ail  any  skill 
in  algcbra  or  cossihe  numbers,  but  may  be  used  by  every 
one  that  can  onely  adde  and  substract  in  whole  num- 
bers according  to  the  common  orvulgar  arithnielicke  ; 
without  any  considération  or  respect  of  -f-  and  —  ;  hy 
John  Speidel  ,  professor  of  the  Mathematlks ,  and  are  10 
he  sold  al  his  dwelling  house  in  the  fields,  on  the  back 
side  of  Drury  Lanc ,  between  Princes  street  and  the  Play- 
house.  The  3  impression,  in-4,  1621. 

h  Nouveaux  logarithmes,  doiil  la  première    invention 
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est  de  lord  Jean  Nepair,  baron  de  Merchiston,  est  imprimée 
à  Edimbourg  en  i6ii,  mais  dont  l'usage  exige  la  connais- 
sauce  des  additions  et  soustractions  algébriques  fondées  sur 
les  signes  ■+■  et  —  ;  ici  on  a  laissé  ces  signes  de  coté  et  l'on 
n'a  plus  besoin  d'aucune  notion  algébrique  ni  de  nombres 
cossiques:  il  suffit  de  connaître  seulement  l'addition  et  la 
soustraction  selon  l'arithmétique  vulgaire,  sans  égard  aux 
signes  +  ou  — .  Se  vend  chez  l'auteur  à  sa  maison  dans 
les  champs,  près  deDrury  Laue,  etc.    » 

Cette  annonce  explique  le  rapide  débit  de  l'ouvrage. 
Les  nouveaux  logarithmes  de  Speidel  sont  les  complé- 
ments arithmétiques  des  logarithmes  de  Meper  rapportés 
k  d==  i;  de  sorte, que 

logSpeidel  a  =  lognép.  -, 

et  au  lieu  de  faire  décroître  les  nombres  de  i  vers  zéro, 
Speidel  les  fait  croître  de  zéro  à  i  et  trouve  ainsi 

log  10  =  23o2584; 
ce  sont  les  premiers  logarithmes  hyperboliques  que  l'on 
ait  calculés,  il  vont  de  i  à  1000. 

John  Speidel  est  le  père  d'Euclid  Speidel  qui  a  publié  a 
Londres ,  en  1 688 ,  une  Logarithmotechnie ,  où  il  montre 
qu'on  peut  calculer  géométriquement  les  logarithmes 
avec  i5  décimales  en  carrant  des  hyperboles. 


BIOGRAPHIE. 
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Ce  qui  suit  est  extrait  d'une  Lettre  de  M.  Fournerat, 
juge  honoraire  ou  tribunal  civilde  la  Seine,  relire  à  Ancy- 
le-Franc.  Parvenu  à  sou  quinzième  lustre,  il  charme  sa 
vieillesse ,  par  la  lecture  des  ouvrages  des  géomètres  dont 
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il  possède  une  belle  collection.  C'est  bien  là  Oiium  cum 
dignitate. 

h  11  y  a  environ  vingt  ans  (en  i834),  j'ai  eu  1'occasiou  de 
faire  l'acquisition  d'un  fort  bel  exemplaire  du  Thésaurus 
logarithmorum  de  Vega ,  in-folio  ;  1 794  ■  Ce  volume  pro- 
venait de  M.  de  la  Grave,  ancien  proviseur  du  lycée  de 
Pau,  auteur  de  l'article  Sinus  du  Dictionnaire  rie  Ven- 
cyclopédie  méthodique.  Le  même  exmplaire  avait  appar- 
tenu à  Lalande,  qui  en  a  fait  corriger  toutes  les  famés, 
et  lui  avait  été  adressé  en  présent  par  Vega  même,  avec 
une  Lettre  de  sa  main  inscrite  sur  une  desgardes.  Je  vous 
demanderai  la  permission  de  vous  faire  passer  copie  de 
l'autographe  de  cet  habile  et  infort  un  ^calculateur  ,  qui  à 
cette  époque  servait  dans  l'armée  autrichienne.  Peut-être 
est-ce  le  seul  autographe  de  Vega  qui  existe  en  France. 
'  Astronome  longe  celeberrimo  Josepha  Hieron.  La- 
landio  S.  P. 

Accipe,  vircîarissime,  ariùrio  benevolo ,  opus  istud  tor- 
mentorum  inter  tonitru  in  îucem  editum,  sincerœ  meœ 
erga  merila  tua  immorlalia  venerationis  testimonio,  et 
gra/i  anùni pro  jructibus  quos  ex  lucubratione  operum 
tuorum  pauculis  haurire potuipacù  horis  documento  ttbi 
mis  sa  m.  Vote. 

Dabam Manheimiiad  Rhenum.  Die  aa  decemb.  1795. 
Georgius  Vega. 

Manheim  avait  été  alors  repris  sur  les  Français 
commandés  par  Pichegru;  l'armée  autrichienne  était 
commandée  par  Clairfayt.  » 

Note  du  Rédacteur.  En  1 80a,  Vienne  fut  consternée  en 
apprenant  la  mort  de  Vega,  noyé  dans  le  Danube  {*).  On 
pensait  à  un  suicide,  attribué,  dit-on,  au  chagrin  qu'un 
passe-droit  faisait  éprouver  au   colonel.  Telle  était  l'o- 

(>)H«M   l75*. 
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pinion  publique  sur  cette  catastrophe,  lorsque,  sept 
années  après,  en  18-11,  un  régiment  d'artillerie  vint  à 
passer  par  Vienne.  L'officier  qui  surveillait  la  salle  du  des- 
sin vit  entre  les  mains  d'un  canonnier  un  rapporteur  en 
cuivre,  portant  le  nom  de  Vûga,  elle  canonnierditque  le 
bourgeois  chez  lequel  il  logeait ,  lui  avait  prêté  cet  instru- 
ment,  et  il  disait  vrai.  Ce  bourgeois  était  un  meunier;  in- 
terrogé sur  la  possession  de  cet  instrument,  le  meunier  Et 
des  réponses  embarrassées,  et  l'on  se  rappela  que  c'était 
chez  lui  que  Vega  était  descendu  pendant  son  séjour  à 
Vienne.  Instruite  de  ces  faits,  la  justice  fit  des  pour- 
suites. Mis  en  prison,  et  après  plusieurs  interrogatoires, 
le  meunier  fit  cet  aveu  :  «  Lorsque  Vega  vint  chez  moi 
»  en  1802,  j'avais  un  très -beau  cheval  auquel  j'étais  pas- 
u  sionnément  attaché.  Le  colonel  nie  demanda  à  diverses 
m  fois  de  le  lui  vendre.  J'ai  constamment  refusé;  mais  il 
»  finit  par  offrir  un  si  haut  prix,  que  je  cédai,  et  afin 
m  que  je  ne  pusse  changer  de  résolution,  il  me  paya 
»  comptant  et  la  livraison  devait  avoir  lieu  dans  la  soirée. 
»  A  l'heure  convenue , 'nous  nous  rendîmes  à  l'écurie,  et 
m  pour  cela  il  fallait  passer  par-dessus  une  passerelle , 
h  jetée  sur  le  cours  d'eau  dérivé  du  Danube  et  qui  fait 
»  aller  le  moulin.  Arrivé  sur  la  passerelle,  j'eus  un  si 
ii  violent  regret  de  me  séparer  de  mon  cheval ,  que  l'idée 
»  diabolique  s'empara  de  moi  de  garder  l'argent  et  le 
»  cheval.  Il  faisait  très-obscur.  Le  colonel  marchait  de- 
0  vant  moi  :  je  lui  donnai  une  forte  secousse  ;  il  tomba 
»  dans  l'eau  et  disparut.  » 

D'après  celte  déclaration,  l'assassin  mourut  sur  la 
potence.  Ainsi  cet  incident  providentiel  lava  d'un  soupçon 
injurieux  la  mémoire  du  célèbre  artilleur. 

En  France  ,  dans  l'état  actuel  du  jury ,  le  malheureux 
meunier ,  entraîné  par  un  vertige  momentané  de  fébrile 
cupidité,  aurait  obtenu  la  faveur  des  circonstances  atté- 
nuâmes. 
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MÀTHURW  JOUSSE. 

«  Mou  cher  Monsieur  Terquem, 

»  En  recevant  hier  votre  Lettre,  je  me  suis  empressé  de 
faire  des  recherches  au  sujet  de  Mathurin  Jousse,  et  je 
suis  heureux  de  pouvoir  vous  transmettre  quelques  ren- 
seignements ,  ignorés  des  biographes ,  et  d'une  exactitude 
authentique. 

»  La  BiagraphieM\ch&ud  ne  donne  ni  le  lieu  ni  la  date 
de  sa  naissance  et  de  sa  mort;  je  puis,  comme  vous  allez 
le  voir,  combler  cette  lacune  importante. 

u  Je  commencerai  d'abord  par  transcrire  un  passage  re- 
latif à  Mathutïn  Jousse,  que  je  tire  d'un  livre  publié  par 
un  des  fonctionnaires  du  Prytanée  ,  et  intitulé  :  Histoire 
de  V École  de  la  Flèc/te,  depuis  sa  fondation  par 
Henri  IV  jusqu'à  sa  réorganisation  en  Prytanée  im- 
périal militaire;  par  Jules  Gère;  in-18  ;  la  Flèche,  i853. 

»   Je  transcris  donc   à   peu  près  littéralement. 

o  ....  L'enseignement  du  collège  de  la  Flèche  exerça 
»  encore  une  heureuse  influence  sur  le  développement 
»  des  arts  mécaniques  parmi  les  ouvriers  delà  ville.  De  ce 
»  nombre  fut  Mathurin  Jousse,  né  à  la  Flèche  le 
»  zy  août  1607  (*),  et  qui  dut  comme  externe  fréquenter 
»  les  cours  vers  Tannée  1622.  U  se  livra  de  bonne  heure  à 
i>  la  mécanique,  dut  faire  très-jeune  son  lour  de  France 
»  et  aller  en  Dauphiné  et  en  la  Franche-Comté,  d'a- 
»  près  la  manière  dont  il  parle  de  la  mode  de  l'un  et  des 
•ii  petits  hache  reaux  de  l'autre;  et  dès  1637,  n'ayant  que 
n  20  ans,  fit  imprimer  à  la  Flèche  deux  traités  aveegra- 
»  vures  sur  acier  et  sur  bois,  dont  l'un  a  pour  titre  :  La 
»  fidèle  ouverture  de  l'art  du  serrurier,  où  l'on  voit  les 

(')  Celle  dote  œl  authentique,  je  l'ai  encore  relevée  moi-même  >■• 
juunl'liui  iur  les  registres  de  la  ville  de  la  Floche.  (E.  Cotres.) 
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u  principaux  préceptes,  dessins  et  figures  touchant  les 
»  expériences  et  opérations  manuelles  du/lit  art,  ensem- 
i>  ble  un  petit  traité  de  diverses  trempes ,  le  tout  fait  et 
»  composé  par  Mathurin  Jousse  de  la  Flèche.  A  la  pre- 
»  mi  ère  page  se  Ht  une  humble  dédicace  aux  Pères  du  col- 
»  lége  :  Messieurs ,  le  lustre  et  l'éclat  incomparable  de  la 
»  doctrine  et  vertu  que  vous  professez  avec  une  admira  - 
»  tion  singulière  de  tout  l'univers,  sembleraient  me  devoir 
»  rendre  timide  et  craintif  d'approcher  de  vous  pour  vous 
»  présenter  et  consacrer  ce  rude  et  mal  pofy  mien  petit 
o  labeur,  etc.... 

h  Le  second  ouvrage  est  intitulé:  Le  théâtre de  l 'art  du 
»  charpentier  enrichi  de  diverses  figures,  avec  l'inter- 
<i  prétation  d'icelles,  terminé  par  un  brief traité  des  cinq 
»  ordres  des  colonnes.  Ces  deux  ouvrages  différents  ont 
»  pu  faire  croire  crue  Jousse  était  serrurier  ou  charpentier. 
»  Il  fut  encore  l' auteur  d'un  livre  ayant  pour  litre  :  Le 
»  secret  de  l architecture  découvrant  fidèlement  les  traits 
»  géométriques,  coupes  et  dérobements  nécessaires  dans 
_  «  les  bâtiments.  Il  publia  en  dernier  lieu  la  Perspective 
»  positive. 

»  Jousse  commença  par  le  métier  et  arriva  à  l'art  et  à  la 
u  science,  l'érudition  même  marchant  de  pair  à  côté.  Il 
»  cite  Viti-uve,  Diego ,  Lagrcdo,  Vignole;  il  parle  nom- 
»  bres  et  proportions  géométriques  comme  un  mathéma- 
»  ticien  ;  il  versifie  comme  un  poète  du  temps  et  même 
»  mieux,  et  sa  prose,  simple  et  claire,  mais  arriérée,  et 
»  tenant  plus  du  xvi1' que  du  xvn*  siècle,  a  très-souvent  le 
n  charme  du  doux  style  d'Amyot. 

»  L'église  du  collège  est  cmbelliederunedesesœuvres: 
»  il  travailla  aussi  au  château  de  la  Varenne,  et  parmi 
j  les  différentes  inventions  mécaniques  dont  il  fut  l'au- 
»  leur,  on  a  longtemps  admiré  un  fauteuil  et  une  chaise 
»  avec  lesquels  on  pouvait  avancer  ou  reculer  et  se  tour- 
»    ncr  en  tous  sens  par  le  moyen  d'un  seul  ressort  ;   une  . 
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»  main  et  une  jambe  de  ferqui  suppléaient  à  la  main  ou  à 
»  la  jambe  amputées  et  se  mouvaient  à  volonté.  »  (His- 
toire de  l' École  de  la  Flèche .  pages  164  et  it>5.) 

»  J'ajouterai  ce  qui  suit  aux  détails  précédents. 

a  Vous  pourrez  sans  doute  vous  procurera  la  Bibliothè- 
que impériale  les  ouvrages  de  Jousse,  et  collaliouner  les  ti- 
tres que  je  vous  envoie.  Nous  possédons  à  notre  bibliothè- 
que tous  ses  ouvrages,  excepté  le  Secret  de  l'architecture 
et  la  Perspective  positive.  Dans  le  privilège  du  roi  qui 
accompagne  ces  ouvrages ,  vous  verrez  que  Jousse  est  qua- 
lifié de  marchand  et  maître  serrurier  en  noùwille.  delà 
Flèche.  En  tous  cas,  c'était  un  serrurier  précurseur  de 
Vaucanson ,  et  s' occupant  au  besoin  de  mécaniqne  et  d'ar- 
chitecture. Le  titre  d'ingénieur  lui  aurait  mieux  convenu, 
je  crois. 

»  Il  était  très  -  probable ,  d'après  ce  qui  précède,  que 
Jousse  avait  dû  mourir  à  la  Flèche  :  j'ai  été  feuilleter  ce 
matin  les  poudreux  registres  de  la  ville,  et  j'ai  été  assez 
heureux  pour  y  découvrir  l'acte  d'inhumation  de  Mathu- 
rin  Jousse.  Je  transcris  textuellement  ici  cette  pièce,  avec 
sou  orthographe  : 

■  Le  vingt  et  neuvième  et  dernier  jour  de  février  de 
l'année  bissextile  mil  six  cent  septante  et  deux,  a  été 
inhumé  au  grand  cimetière  de  la  paroisse  de  Ut  Flèche 
parmay  vicaire  de  la  paroisse,  Maître  Maihurin  Jousse, 
marchand  orfèvre,  âgé  d'environ  soixante  ans ,  décédé 
d'hier  au  soir.  Ont  été  présents  à  la  sépulture  Jonas 
Jousse  et.  {*)  Jousse  ses  enfant ,  tous  de  cette  paroisse , 
lesquels  ont  signé  avec  nous  ; 

V.  se  la  Planche, 
Pnttn. 
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»  Vous  remarquerez  que  Jousse  est  qualifié  d'orfèvre 
dans celte  pièce,  et  qu'il  était  dans  sa  soixante-cinquième 
année,  quoiqu'on  m:  lui  donne  là  que  soixante  ans.  Il  de- 
meure doue  acquis  à  la  biographie  que  Mathuriu  Jousse 
est  né  à  la  Flèche  le  27  août  1607  et  y  est  mort  à  65  ans 
le  28  février  1673. 

»  Vous  savez  du  reste  que  la  Flèche  revendique  encore , 
comme  illustrations  scientifiques,  le  fameux  astronome 
Jean  Picard,  qui  fonda  en  i6^y  la  6'oH/irtiij«nt.'(;  des  Temps, 
etle  célèbre  physicien  Sauveur,  loua  deux  nés  à  la  Flèche, 
le  ne  cite  pas  Descartes ,  élevé  seulement  au  collège. 

»  Il  ne  reste  pi  us  actuellement  aucune  personne  du  nom 
de  Jousse  à  la  Flèche  :  mais  il  y  en  a  encore  dans  les  en- 
virons. J'ignore  si  ce  sont  des  descendants. 

»  Voilà,  mon  cher  Monsieur  Terquem,  tout  ce  que  je 
puis  vous  transmettre  au  sujet  de  Mathurin  Jousse. 

.  L«  Flèche,  s3  m«r»  i85j.  Emile  Cou*T, 

Professeur.  ■ 

M.  de  la  Gouruerie,  ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées, 
professeur  de  géométrie  descriptive  à  l'École  Polytechni- 
que ,  ayant  été  nommé  professeur  de  la  même  science  au 
Conservatoire  des  Arts  et  Métiers,  y  a  prononcé  un  Dis- 
cours d'ouverture  du  cours  (*),  le  14  novembre  i854- 
On  y  lit  un  historique  très-instructif  du  Irait  stéréotomi- 
que,  qui  rappelle  les  travaux  de  Philibert  de  l'Orme  et  de 
Mathurin  Jousse  appréciés  avec  beaucoup  de  justice.  On 
aurait  désiré  autant  de  justice  à  l'égard  de  Desargues ,  qui 
le  premier  a  donné  une  base  théorique  aux  procédés  gra- 
phiques des  praticiens.  Dans  la  triste  discussion  que  le  cé- 
lèbre géomètre  cuj  a  soutenir  contre  ces  praticiens ,  il  pré- 
tend ne  reconnaître  pour  juges  que  les  géomètres.  M.  de  la 
Gouruerie  blâme  cette  prétention.  D  me  semble  pourtant 
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très-naturel  qu'un  procès  de  théorie  soit  plaidé  devant  un 
tribunal  de  théoriciens.  Si,  par  exemple,  il  s'élevait  une 
discussion  sur  l'excellente  Théorie  des  f otites  que  vient  de 
publier  M.  Yvon  Villarceau  (*) ,  il  faudrait  consulter  ceux 
qui  connaissent  la  dynamique  des  voûtes  plutôt  que  ceux 
qui  savent  seulement  le  tracé  et  l'appareil  des  voûtes.  On 
ne  peut  non  plus  approuver  ce  que  le  savant  professeur  dit 
de  la  belle  invention  de  la  méthode  dite  des  échelles  que 
Desargues  a  introduite  dans  la  perspective,  avant  Lambert. 
Pour  atténuer  le  mérite  de  ces  procédés,  M.  delà  Gour- 
nerîe  dit  que  Monge  n'en  a  pas  fait  usage  dans  les  épures 
destinées  à  l'École  Polytechnique.  Cette  raison  ne  parait 
pas  suffisante;  Monge  n'a  pas  nonplus  employé  la  méthode 
des  cotes  ,  qui  est  pourtant  d'un  usage  journalier  et  que 
le  Mémoire  de  M.  iNoizet  a  rendue  élémentaire  [Mémorial 
du  Génie,  n°  6,  i8a3).  Desargues  était  le  précurseur  de 
Frezicr,  le  précurseur  de  Monge.  Il  ne  lui  a  manqué 
qu'une  qualité,  la  clarté;  clic  est  essentielle  pour  se  faire 
valoir:  c'est  souvent  le  seul  mérite  de  la  médiocrité.  Vol- 
taire dit  que  la  limpidité  des  petits. ruisseaux  lient  à  ce 
qu'ils  sont  peu  profonds. 

Quanta  la  question  de  savoir  si  la  géométrie  descriptive 
est  une  méthode  à  découvertes  ou  non,* elle  est  tout  aussi 
importante  que  celle  desavoir  si  la  logique  est  une  science 
ou  un  art.  Faites  desdécouvertes,  on  ne  s'inquiétera  pas  de 
l'instrument. 

ABEL. 
NieIsHenrikAbel(**)estnéle5  août  i8oaà  Findoë, 
sur  la  côte  occidentale  de  ChristiansandstiiFt,  en  Norvège. 

(*)  Surl'Jtablisiernent  des  arches  âe  pont ,  rm>lsegè  au  point  de  m  de  U 
plut  grande  stabilité ,  et  Tatlcj  pour  faciliter  les  applications  mtmêrlaMti , 
In-fl,  s  vue  fleures  dan*  le  telle  el  ■>  planches.  Cliei  Mallat-Bachelier, 
libraire.  Prii  :  1 1  francs. 

(**)  Nicolas-Henri. 
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Son  père  Sûrn  Georg  Àbel  était  ministre  protestant  dans 
un  village.  En  i8o3,  la  famille  fut  transférée  à  Gierres- 
tadt,  paroisse  voisine  de  Findoë.  Abel  reçut  la  première 
éducation  de  son  père  jusqu'en  i8i5,  où  il  fréquenta 
l'école  épiseopale  de  Christiania.  Il  ne  se  distingua  pas 
dans  ses  études  littéraires;  mais  en  1818  ses  talents  pour 
les  mathématiques  commencèrent  à  se  développer  subite- 
ment. M.  Holmboë,  professeur  à  cette  école,  lui  donna 
des  leçons  particulières.  Ayant  passé  rapidement  les  Élé- 
ments, on  lui  fît  parcourir  F Introduction  et  les  Institu- 
tiones  d'Euler.  Il  étudia  seul  les  ouvrages  de  Lacroix, 
F  rancœur ,  Poisson ,  Gauss  et  surtout  ceux  de  Lagrange , 
et  fit  lui-même  quelques  essais.  Sorti  de  l'école  épiseo- 
pale, il  entra  à  l'Université  de  Christiania.  Son  père  étant 
mort,  il  reçut  des  leçons  gratis,  jouit  d'une  bourse  et  des 
secours  des  professeurs.  Les  deux  années  suivantes ,  il  ob- 
tint une  subvention  du  gouvernement.  A  cette  époque,  il 
composa  plusieurs  Mémoires  insérés  dans  le  Magasin  fur 
die  Naturwissenschaften  [Recueil  d'Histoire  naturelle), 
journal  qui  parait  à  Christiania.  Le  premier  de  ces  Mé- 
moires a  été  imprimé  en  1820,  sous  le  titre  :  Allgemeine 
méthode  functîonen  einer  variabeln  grosse  zu  finden , 
wenn  eine  eigenscfiajï  dieser  funelionen  durcit  eîne 
gleichung  zwischen  zweî  variabeln  ausgedruckt  ist. 
Méthode  générale  de  trouver  les  fonctions  d'une  seule  va- 
riable lorsqu'une  propriété  de  ces  fonctions  est  exprimée 
par  une  équation  entre  deux  variables. 

11  s'occupa  aussi  de  la  résolution  de  l'équation  du  cin- 
quième degré.  Une  fois,  il  crut  l'avoir  trouvée,  mais  ayant 
remarqué  son  erreur,  il  se  proposa  ou  de  la  corriger,  ou  de 
démontrer  l'impossibilité  de  la  résolution  générale  des 
équations  supérieures.  Il  réussit  dans  cette  dernière  lâche 
et  fit  imprimer  sa  démonstration  en  1 824 1  à  Christiania, 
en  français.  S'étanl  extraordinai  remeut  distingué,  Icgou- 
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reniement,  sur  les  recommandations  de  MM.  les  profes- 
seurs R.imuseri  et  Hansteen ,  lui  accorda  des  frais  de 
voyage  pour  continuer  pendant  deux  années  ses  études , 
en  Allemagne ,  en  Italie ,  en  France.  Il  arriva  à  Berlin  en 
i8a5  et  y  resta  six  mois.  M.  Crelfe  dit  que  c'est  à  Abel 
qu'il  doit  l'idée  de  son  journal.  De  Berlin,  Abel  se  rendit 
par  Vienne,  Venise,  Milan,  Turin,  à  Paris,  ou  il  fit  un 
séjour  de  dix  mois, chez  M.  de  Cotte,  ancien  principal  de 
collège,  alors  maître  de  pension  (*).  Abel  était  accompagné 
desoncamaradeMoler,Glsd'unrichepropriétairedemines 
en  Norvège.  M.  de  Cotte,  géomètre  bien  capable  d'ap- 
précier Abel,  m'a  dit  qu'il  était  d'un  caractère  doux ,  ou- 
vert, communies  tif,  très-jovial  et  d'une  extrême  modestie. 
Son  physique  et  sa  tenue  rappelaient  une  origine  Scandi- 
nave. Cette  tenue  n'a  pas  permis  aux  grands  géomètres 
de  Paris  de  deviner  le  génie  d'Abel.  En  effet,  comment 
soupçonner  qu'un  homme  qui  se  présente  en  casquette 
puisse  avoir  du  génie?  En  quittant  Paris,  il  retourna  à 
Berlin  et  de  là  à  Christiania.  Après  une  absence  de  vingt 
mois ,  il  ne  trouva  pas  d'abord  un  emploi  convenable,  et 
ce  ne  fut  que  peu  de  temps  avant  sa  mort  qu'il  obtînt  des 
appointements  fixes. 

En  décembre  1838,  aufort  de  l'hiver,  il  entreprit  uu 
voyage  pour  les  fonderies  de  fer  de  Froland,  où  se  trouvait 
alors  Mademoiselle  Krcmp,  sa  future,  devenue  depuis 
M""Keilhan.Versla  mi-janvier,  il  y  tomba  malade  et  mou- 
rut de  phthisic  le  6  avril  1 839,  entouré  dessoinsde  sa  future 
et  de  M.  Smith,  alors  propriétaire  de  ces  fonderies. 

Le  Ministre  des  Cultes  et  de  l'Instruction  publique  de 
Prusse  avait  résoin  de  lui  envoyer  nne  invitation  pour 
venir  occuper  une  chaire  à  Berlin.  M.  Crelle ,  chargé  de 
i,enécrivittoutdesuiteàAbel;  la  Lettre  arriva 
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peu  de  jours  après  sa  mort.  Il  a  été  enterré  près  de  l'église 
de  Froland,  où  ses  amis  lui  ont  érigé  un  monument  en 
fonte  de  fer.  II  a  laissé  une  mère,  une  sceuret  plusieurs 
frères.  C'est  a  sa  famille  qu'ont  été  adressés  les  i5oo  francs, 
moitiéd'un  prix  de  3ooo  francs  que  l'Institut  a  décerné  à 
lui  et  à  Jacobi  conjointement  en  i83d;  dans  la  Lettre  d'A- 
ragoà  Âbel,  du  34  juillet  i83o,  on  dit  que  le  prix  sera  pro- 
clamé dans  la  séance  publique  du  16  juillet  i83o. 
■     M.  Holmboë ,  ancien  professeur  d'Àbel ,  a  publié  : 

Œuvres  complètes  de  N.  H.  Abel,  mathématicien,  avec 
des  Notes  et  développements ,  rédigées  par  ordre  du  roi 
par  B.  Holmboë,  professeur  de  mathématiques  a  l'Uni- 
versité de  Christiania,  membre  de  ta  Société  physiogra- 
phïque  a  Cbristiania  et  de  l'Académie  royaledes  Sciences 
de  guerre  à  Stockholm. 

Tome  I,r,  contenant  les  oeuvres  de  l'auteur  qui  ont  été 
publiées  auparavant.  Cbristiania,  1839;  iii-41ilc479pages. 

Tome  II,  contenant  les  œuvres  de  l'auteur  qui  n'ont 
pas  été  publiées  auparavant.  Christiania,  1839;  in-4,  de 
a»4  pages. 

Observation .  On  a  omis  dans  cette  édition  du  Mémoire 
d'Abel  sur  l'élimination,  que  l'on  trouve  dans  le  Bulletin 
de  Ferussac. 

Nous  croyons  utile  de  donner  un  résumé  succinct  des 
Mémoires  contenus  dans  ces  deux  volumes. 


JAMNITZER  (Wentzel), 

Mîdullur,  OnjciiH,  OarÉvRE,  MtnuiUTiciKN. 

Né  à  Nuremberg  ou  à  Vienne  vers  i5o8.  Un  manuscrit 
de  Jean  Neudorfer,  mathématicien,  qui  fut  son  ami  et,  à 
ce  qu'on  croit ,  son  parent  par  alliance,  nous  apprend  que 
lui  et  son  frère  Albert  firent  venir  leurs  vieux  parents  de 
Vienne  à  Nuremberg.  Les  deux  frères,  tous  deux  artistes? 
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ont  travaillé  ensemble.  Nous  avons  parlé  de  son  ouvrage 
deperspeclivefiVoui'eW^  Annales,  tome  VIII,  page  1 38). 
Une  médaille  de  1 568 ,  portant  le  portrait  de  Jamnitzer, 
existe  à  la  Bibliothèque  impériale  {Magasin  pittoresque, 
page  286;  i85i).  11  est  mort  à  Nuremberg  le  t5  dé- 
cembre i586. 


SUR  LA  MÉTHODE  DES  ÉQ1UP0LLENCKS; 
Par  M.   Justb  BELLAVITIS. 

L'étude  des  sciences  mathématiques  est  tellement  géné- 
ralisée, qu'il  doit  arriver  fréquemment  qu'on  reproduise 
des  choses  déjà  publiées,  et  il  serait  injuste  d'en  tirer  une 
accusation  de  plagiat,  et  même  futile  d'en  réclamer  la 
priorité;  néanmoins  je  vous  prie,  Monsieur,  de  me  per- 
mettre une  observation  sur  une  assertion  qu'on  trouve 
dans  le  cahier  de  décembre  1 854  des  Nouvelles  Annales, 
tome  XIII,  page  464- 

Dans  les  Annales  des  Sciences,  pour  le  royaume  lom- 
bardo-véni tien  (tome  VII,  1837),  j'ai  publié  uu  long  Mé- 
moire sur  la  méthode  géométrique  que  j'ai  nommée  mé- 
thode des  énuipollences .  Dans  le  volume  I"  («843}  des 
Mémoires  de  VI.  R.  Institut  vénitien ,  et  dans  des  autres 
publications,  j'ai  donné  plusieurs  applications  de  cette 
méthode,  lesquelles  n'étaient  que  de  simples  déductions 
des  principes  déjà  posés  dans  mon  Essai  publié  à  la  fin  de 
l'année  i835  [Annales  des  Sciences,  tome  V).  Jene  sache 
pas  que  M.  Saint-Venant  ait  traité  des  sommes  géomé- 
triques avant  l'année  i845  (Comptes  rendus  du  i5  sep 
tembre,  tome  XXI,  page  630),  et  je  crois  qu'il  n'a  pas 
donné  à  ces  principes  les  extensions  auxquelles  j'étais 
parvenu  dix  ans  auparavant.  Il  me  semble  donc  très- 
inexact  de  dire  que  les  idées  de  M.  Saint-Venant  et  de 
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M.  Cauchy  ont  été  reproduites  par  moi  sous  le  nom  d'é- 
quipollences. 

Permettez-moi  aussi  d'observer  que  les  trois  définitions 
suivantes  sont  tout  à  fait  géométriques  :  i°  une  droite  est 
équipollente  à  une  autre  droite  multipliée  par  un  nombre 
donné  quand  elle  est  parallèle  à  cette  droite,  égale  à  la 
même  multipliée  par  ce  nombre,  et  prise  dans  la  même 
direction;  3°  une  droite  est  équipollente  à  la  somme  de 
deux  ou  de  plusieurs  droites  quand  elle  est  équipollente 
au  dernier  côté  d'un  polygone,  qui  a  les  autres  côtés  équi- 
pollenls  à  ces  droites;  3°  dans  un'plan  on  dira  qu'une 
droite  est  équipollente  au  produit  de  deux  droites  divisées 
par  une  troisième  quand  sa  longueur  est  égale  à  ce  quo- 
tient, et  son  inclinaison  est  égale  à  la  somme  des  incli- 
naisons des  deux  premières  droites  diminuées  de  l'incli- 
nai son  du  la  troisième.  Les  conséquences  que  j'ai  déduites 
de  ces  définitions  et  des  principes  de  géométrie  élémen- 
taire sont  rigoureuses  autant  que  les  théorèmes  d'Eu- 
clîdc. 

S'il  y  a  quelque  chose  de  nébuleux,  c'est,  à  mon  avis, 
l'usage  ordinaire  de  v' — »,  regardé  comme  quantité;  et 
je  crois  que  le  vrai  moyeu  d'interpréter  les  quantités 
imaginaires  est  de  les  considérer  comme  des  quantités  géo- 
métriques. Tandis  qu'une  équation  entre  quantités  réelles 
peut  être  regardée  comme  une  relation  des  distances  entre 
un  point  pris  pour  origine  et  les  points  d'une  droite, 
une  équation  entre  quantités  imaginaires  doit  être  regar- 
dée comme  une  équipollence  en  ire  les  dis  lances  des  points 
d'un  plan,  comptées  d'une  origine  donnée;  les  quantités 
réelles  sont  prises  sur  une  droite  fixe,  et  les  coefficients  de 
\J — i  sont  pris  perpendiculairement  à  cette  droite.  C'est 
la  représentation  des  quantités  imaginaires  proposée  par 
plusieurs  auteurs  et  qui  m'a  donné  la  première  idée  de 
ma  méthode  des  équipollences;  mais,  au  lieu  de  dire  que 
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les  points  d'un  plan  représentent  des  choses  qui  n'exis- 
tent pas  et  qui  sont  impossibles,  je  dis  que  les  binômes 
a  ■+■  b  y — i  représentent  les  points  du  plan  :  de  cette  ma- 
nière, chaque  question  sur  les  quantités  dites  imaginaires 
a  une  véritable  signification  réelle,  et  l'Algèbre  est,  dans 
toutes  ses  parties,  une  science  rigoureuse.  La  signification 
géométrique  que  j'adopte  (et  que  je  crois  la  seule  possi- 
ble) donne  beaucoup  de  clarté  aux  questions  algébriques, 
comme  j'ai  cherché  à  le  faire  voir  dans  un  Essai  sur  l'Al- 
gèbre des  imaginaires,  dont  la  première  partie  a  été  pu- 
bliée dans  le  tome  IV  (i85a)  des  Mémoires  do  l'Institut 
vénitien.  M.  Caur.hy ,  qui ,  à  plusieurs  reprises,  a  cherché 
à  donner  un  sens  précis  au  calcul  des  quantités  imagi- 
naires, a  adopté  dernièrement  la  même  opinion  supérieu- 
rement exposée. 

La  méthode  des  équipollences  est  tout  à  fait  géométri- 
que, et  il  est  accidentel  au  sujet  que,  dans  la  statique,  la 
résultante  de  deux  forces  soit  équipollente  à  leur  somme. 
La  seule  chose  un  peu  nébuleuse  dans  ma  méthode,  mais 
qui  est  tout  à  fait  accessoire,  c'est  la  théorie  des  points 
fictifs,  c'est-à-dire  des  poinU  qui ,  A  la  manière  déjà  con- 
nue, représentent  les  intersections  imaginaires  d'une 
droite  avec  une  courbe,  lesquels  points  fictifs  out  quel- 
quefois des  propriétés  analogues  à  celles  des  intersections 
réelles. 

Vous  augmenterez,  Monsieur, mes  obligations,  si  vous 
avez  la  bonté  de  faire  connaître,  dans  votre  estimable 
journal ,  que,  dans  ma  méthode  des  équipollences,  je  n'a! 
pas  reproduit  les  idées  de  M.  Saint- Venant. 
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Lettre  de  Kepi.be  i  Nicolas  Reihaaus  Uesos. 

Nicolao  Reimaro  Urso  Diethmarsa,  mathematico 
Cœsareo  nobilissimo, 

Prtgam. 
Qui  ignoti  ad  ignotas  in  longinquas  regiones  transmu- 
tant epistolas,  m  ira  biles  sunt  homines.  Te  mihi  iiotum 
pridem  fecît  illustrissima  tua  gloria,  qua  mathematicos 
hujus  œvi  praecedis  unus,  quant  uni  Pljœbus  orbîs  minuta 
sidéra.  Sed  nec  tempus  plura  fert,  nec  mathematicorum 
est  garrulitas.  Hoc  unum  habe,  tanti  a  me  fieri ,  quanti 
omnes  docù  tu  facîunt ,  quorum  judicium  aspernari  arro- 
gantis  est,  coilaudari  modeati  juvenis.  Cùm  itaque,  prae- 
ceptore  te,  id  est  libris  tuis,  hoc  quantulum  est,  cognitio- 
nis  acquisîveriminmaibematicis,œquumduxi  ut  te  in  re 
ardua,  nec  ut  mihi  videtur,  comemnenda,  consulam.  Si 
approbaveris  quod  ago,  beatum  me  piredicabo,  proximum 
felicitatis  gradum  in  eo  statuo,  ut  a  te  corrïgar  :  tanti  est 
mihi  tuum  judicium.  Hypothèses  tuas  amo.  Sed  Coperni- 
cum  salis  admirari  non  posaum,  cujus  hypothèses  hoc 
habent,  quod  his  versibui  complex.ua  sum  : 

Quid  mandas,  quœ  causa  Deo  ratioque  creandi, 
Vnde  Deo  nameri ,  quee  taatee  régula  moli , 
Quidfaeiat  texcircuitus,  quo  qatelibet  orbe 
latervmtia  codant ,  car  tan  tu  Jupiter  et  Mars 
Orbibus  kauri  primii  interttingua*ttir  hiatu  , 
Jccipt  Pythagora;  monstratttm  i/uinque  figuris . 

Nam  inter  Saturnum  et  Jovem  est  cubas,  sic  ut  una  Sa- 
turai periodus,  sit  orbis  circumscriptus  somma  Jovi  în- 
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scriptus;  inter  Jovcm  cl  Marte  m  tetraedron  ,  in  1er  Mar- 
lem  et  Terrain  dodecaedron ,  inter  Terram  et  Venerem 
icosaedron,  inter  Veaerem  et  Mercuriumoctacdron.  Or- 
dinem  hune  corporum  nequc  metaphysici ,  neque  mathe- 
matici  cum  ratione  i  mm  ut  avérant .  Jam  et  medii  motus  se 
accommodant,  est  enim  corum  dupla  ratio  ad  dîstantias, 
scilicet  quia  (vel  eadem  esset  incitatio  partium ,  in  omni- 
bus) propter  majorem  amplitudinem ,  quidem  tardius 
redirent,  et  jam  accedit  debilitalio  in  exterioribus,  qualis 
accïdit  in  lucidi  radii  extenuatione.  l'arum  utrique  ac 
Coperaico  disceditur,  plus  tamen  si  ex  molibus  mediis 
conslituentur  distante,  quam  si  ex  corporibus.  Nam  ex 
correclioue  distantiarum  per  corpora  sequitur  différent!  a 
prosthaphœresin ,  apogaeorum  non  major,  quam  in  Sa- 
turho  la",  in  Jove  ï5m,  in  Marte  iBr,45'",  in  Vcnere  i&r, 
in  Mercurio  5i™.  Plura  non  scribo,  judicium  tuum  ex- 
pectans,  quod  non  gravaberis  in  graliam  nobilissimi  ju- 
venis  D.  Sigismundi  Wagani ,  cujus  instinctu  scribo,  bac 
vel  proxima  occasjone  ad  nos  transmittere.  Vale,  sideribus 
et  nostne  scicnti»,  decus  Germanise. 

Gratii,  i5  Novemb.,  anno  1 5y5 . 

Ex.  turc  discipulus  M.  Joanne  Kepplerus,  illustrium 
Styrite  provincialium  mathemalicus. 

Né  en  15^1  (*),  Kepler  avait  »4  ans)  lorsqu'il  écrivait 
celte  Lettre.  A  cet  âge,  il  était  déjà  en  possession  des  idées 
suivantes: 

1 .  Il  admettait  le  système  de  Copernic ,  qui  n'avait  paru 
qu'en  1 543 ■ 

2.  Il  rattachait  le  nombre  des  planètes  au  nombre  des 
polyèdres  réguliers.  A  cet  effet,  il  imagine  pour  chaque 
planète  une  sphère  d'un  rayon  égal  à  la  distance  moyenne 

(*}  Son  lieu  de  naissance  est  Woil ,  prêt  Stultgerdl.  Beaucoup  de  fa- 
mille* Israélites  patient  ce  nom. 


3,g,1,zedbyGoOgIe 


(  63  ) 
de  la  planète  au  Soleil;  il  inscrit  certains  polyèdres  régu- 
lière, dont  les  faces  touchent  une  sphère  dont  le  rayon 
représente  la  distance  moyenne  de  la  planète  immédiate- 
ment inférieure ,  et  il  trouve  la  planète  supérieure  de  la 
même  manière.  Ainsi,  il  circonscrit  un  dodécaèdre  au- 
tour de  la  Terre  :  la  sphère  qui  passe  par  les  sommets  est 
Mars;  à  cette  dernière  planète  il  circonscrit  un  tétraèdre  : 
la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre  est  Jupiter;  il  place 
de  même  Saturne,  en  circonscrivant  un  cube  autour  da 
Jupiter;  ensuite  il  inscrit  dans  la  Terre  un  icosaèdre  :  la 
sphère  inscrite  dans  ce  solide  est  Vénus;  il  inscrit  dans 
Vénus  nn  octaèdre  :  la  sphère  inscrite  est  Mercure: 

Dans  un  ouvrage,  publié  eni5o6,  il  motive  ces  divers 
solides  par  des  considérations  qui  ne  sont  pas  plus  admis- 
sibles que  l'objet  même. 

Tout  cela  est  la  partie  poétique  ;  mais  voici  des  points 
d'une  immense  importance. 

'  3.  Kepler  a  une  idée  de  l'attraction  (partium  incita- 
tio\t  de  l'action  des  masses  (corporum)  ;  il  compare  la  di- 
minution de  cette  action  (debilitaiio  in  exterioribus)  à 
l'affaiblissement  des  rayons  lumineux  (in  luc.idi  radii  ex- 
tenuatione),  et  cet  affaiblissement  est  en  raison  inversé 
des  carrés  des  distances.  Cette  simple  réflexion,  si  Ke- 
pler l'avait  faite,  lui  donnait  la  loi  newtonniënne. 

■4.  Les  racines  carrée»  des  moyens  mouvements  sont  en 
raison  inverse  des  distances  au  Soleil.  Il  donne  la  raison 
pourquoi  les  distances  dépendent  des  moyens  mouve- 
ments et  non  des  masses. 

Les  provinces  styriennes ,  étant  catholiques ,  avaient 
adopté  la  réforme  grégorienne  et  appelé  Kepler  à 
Gralz,  en  i5o3,  pour  enseigner  l'astronomie  et  faire 
des  calendriers.  Reimarus  Ursus  (en  allemand,  Bar),  de 
Dithinar(Holstein),  était  un  g  ardeur  de  porcs,  qui  apprit 

Bulletin  mmhimntiqur,  I.  I".  (Mat  i855.)  6 
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plusieurs  langues  et  les  mathématiques  tout  seul,  et  a 
composé  beaucoup  d'ouvrage»;  le  plus  célèbre  est  ce- 
lui où  il  prétend  que  le  système  de  Tycho  de  Ërahé  lui 
appartient,  et  accuse  de  plagiat  et  très-grossierement 
l'illustre  astronome  qui ,  arriïé  a  Prague  en  1 5a6T  où  se 
trouvait  alors  Ursus,  lui  intenta  un  procès  en  calomnie. 
L'empereur  institua  une  commission  de  jnges  ;  mais  la 
mort  dlJrstts,  en  iSon,  mit  fin  à  la  procédure.  Du'  reste, 
il  n'est  pas  impossible  qu*Ursus  ne  fut  parvenu  an  même 
système  que  Tycho.  Selon  le  dire  de  celui-ci ,  Kepler  se 
disposait  à  écrire  contre  Ursus,  qui  avait  inséré  dans  un 
de  ses  ouvrages  la  Lettre  rapportée  ci-dessus. 


Nouvelle  Arithmétique  appliquée  av  Commerce  et  i 
la  Marine  ,  mise  en  vers  par  L.  Chavignaud,  ex- 
maltre  de  pension,  ancien  professeur  de  Mathémati- 
ques à  l'Institut  Rollin,  auteur  de  plusieurs  ouvrages. 
4*  édition ,  revue  et  corrigée.  Toulouse ,  imprimerie 
Dclsol.  In-8  deçà  pages;  i843  (*). 

Je  plata  en  ftMlralunt,  m  ma  ttniie  f»eiie 
Répand  sur  la  janneise  on*  Kiames  otffc 

L'Épitre  dédiée  aux  marins  termine  par  ces  trois  vers  : 

Traduisant  de  Bourdon  la  docte  Arithmétique, 

Je  serai  trop  heureux  ,  si  mes  utiles  vers , 

Bit  charmant  vos  instants ,  vous  suivent  sur  les  mers. 

L'auteur  décrit,  en  effet,  toutes  les  opérations  de  l'a- 
rithmétique Bourdon  en  vers  techniques  d'assez  bonne 
facture.  On  est  préparé  d'avance  h  y  trouver  des  ehevSki 

(*)  II  y  i  nus  édition  de  Lyon,  1SJ6,  éditas  par  la  tcuto  (chei  Maltai- 
Bachelier,  libraire). 
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en  abondance.  L'auteur  débute  ainsi  : 

Définitions. 
L'utile  Arithmétique ,  en  ses  peintures  sombres , 
Nous/ait  connaître  à  fond  la  science  des  nombres  , 
Dans  ses  divers  rapports  les  fait  envisager, 
Assembler,   retrancher,  composer,  partager, 
Donne  des  moyens  sûrs  à  l'homme  qui  t'exerce, 
Et  grave  en  son  esprit  les  régies  du  commerce . 

Les  opération»  sont  en  général  bien  indiquées  pour 
ceux  qui  les  connaissent,  et  ces  vers  peuvent  servir  à  cer- 
taines intelligences  pour  les  retenir. 
Voici  le  débat  de  la  règle  d' escompte  : 
Lorsque  le  créancier  veut  faire  une  remise, 
Le  débiteur  alors ,  et  la  M  l'autorise , 
E n  retranche  t'escompte  au  susdit  commerçant , 
Qui  change  son  billet  pour  de  l 'argent  comptant. 

Cela  suffit  pour  donner  une  idée  de  l'ouvrage.  Oti  a 
omis  les  extractions  des  racines. 

Un  Anglais  nommé  Guillaume  Buckley  a  publié  uue 
Arithmetica  memorativa  en  vers  latins.  Wallis  a  acheté 
cet  ouvrage  qui  était  joint  a  la  Logique  de  Seton ,  publiée 
à  Cambridge  en  ib'3i.  Il  ignore  si  Y  Arithmétique  estante* 
rieureounon  à  la  Logique  (Wallis,  Opéra,  i.  II,  p,  38), 
On  y  trouve  le  plus  ancien  exemple  connu  de  l'extraction 
approchée  de  la  racine  carrée,  au  moyen  des  décimales) 
en  ces  quatre  vers  hexamètres  ; 

Quadrato  numéro,  senas  prçefigito  cjpkras  : 
Produeti  quadri  radix  per  mille  teeetttr, 
Integra  dat  qttotieas  [  et pars.ita  recta  manebit 
Radici  ut  verte  ne  pars  miltt'sima  destt  (  subi  nlel  lige  Unias). 
Heilbronner    écrit  erronément  Guillielraus   Budcus 
(I/ist.  matheseos,  p.  783).  Il  était  de  Lichtfeld  et  très- 
5. 
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aimé  d'Edouard  VI.  Mort  vers  1 55o ,  il  était  contemporain 
du  célèbre  Robert  Record. 

Leslîe,  dans  sa  Philosophy  of  aritkmetic  (p.   a3;"), 
donne  les  extraits  suivants  de  cette  Arithmétique. 

De  numéral ton e. 

.  . .   Namerorum  signa  decem  sunt 
Quorum  significant  aliquidper  se  omnla ,  prœter 
Postremam,  nihiti  quat  dicitur  esse  figura . 
Circulas  hase  alias,  alias  quoquc  crphra  vocatur, 
Quat  supplcfe  loeum  nota  est  non  signifie  an-. 
Ai  ckaractcrrSf  prima  si  sede  tocentur, 
Significatif  se  simpliciter,  politique  secunda 
Significatif  dccies  se;  quod  si  tertius  illis 
Obligent  locus ,  ad  centum  se  porrigit  usque 
Sumtna;  locus  quartus  solus  tibi  milita  fundit , 
Et  quartum  quintus  tlecies  cnitiplectitar,  huncqur 
Tantumdem  sextus  supetxa.  Quîd  multa  f  scqurns  runt 
Qulsque  locus  soleat  dccies  au  gère  priartm. 

Ratio    numeris   tum   scribendi  ttun    expriment!!. 


Stripturis  numerum  a  dextrisfac  incipias ,  ktnc 
In  lœvam  tendent ,  dottec  conscripseris  omnes, 
Post  signa  minimis  loca  quarternaria  punctis 
Panctaque  quat  fuerint ,  totidem  tibi  milita  montrant. 
A  lotira  vero  namerorum  expressio  fiât. 

PoUr  la  division ,  il  indique  cette  disposition  : 
Au-dessous  du  diviseur,  on  tire  deux  traits  laissant 
entre  eux  un  certain  intervalle,  pour  écrire  les  chiffres 
successifs  du  quotient  ;  on  écrit  le  diviseur  au-dessous  du 
dernier  trait  et  vers  l'extrémité  gauche;  on  cherche  le 
quotient  qu'on  meta  la  place  indiquée;  on  fait  le  produit 
et  l'on  écrit  le  résidu  au-dessus  du  diviseur;  on  barre  la 
partie  du  dividende  employée;  ensuite  on  fait  avancer 


3,g,1,zedby  G00gle 


(69) 
le  diviseur  vers  la  droite,  et  ainsi  de  suite.  Il  résume  ces 
diverses  opérations  dans  un  seul  vers  : 

Divide,  multiplica ,  stibduc,  tmnsfenjue  secimlam. 
Voici  la  preuve  : 

Per  diflsorem,  qaatientem  muUiplieabis  ; 
Producto  reliquum,  si  quod/ait ,  addi:  prion/ue 
Exhibet  numtrui,  nisi  te  deceperit  error. 

Le  Litre  de  l'ouvrage  est  :  Amthmbtica  memokativa  , 
sive  Cokpebdiakia  ABiTBMETicà:  Tràctatio,  non  solum 
tironibus,  sed  etiam  veteranis  et  bene  exercitatis  in  ea 
tirie  tu'rù,  memoriœ  juvandœ  gratta,  admodum  neces- 
saria,  authore  Gulielmo  Budœo,  Cantabriensi. 

Neper,  dans  sa  Habdologic,  a  inséré  des  Vers  mnémo- 
niques pour  expliquer  l'emploi  de  ses  baguettes. 

■On  sait  que  le  LUavati,  qui  remonte  au  xnc  siècle  de 
notre  ère ,  est  écrit  en  vers  sanscrits  mnémoniques. 

Chavigmaud  (Pierre-Léon),  né  à  Saintes  (Cba  rente-In- 
férieure), en  1791,  fils  d'un  négociant  honorable,  s'appli- 
qua de  bonne  heure  aux  mathématiques  et  se  destinait  à  la 
marine  de  guerre,  dont  un  de  ses  oncles,  Clavier,  lieute- 
nant de  vaisseau, devaitlui  faciliter  l'entrée,  alors  assez 
difficile.  La  rentrée  des  Bourbons  mit  obstacle  à  ses  projets. 
Dès  lors  se  livrant  à  l'enseignement  des  mathématiques  et 
des  langues  étrangères ,  il  professa  les  mathématiques  dans 
un  des  collèges  royaux  de  la  capitale  et  donna  des  leçons 
d'anglais  et  d'allemand.  Depuis ,  il  obtint  la  chaire  de  ma- 
thématiques de  Chàteauroux,  et,  en  i8ao,  vint  se  fixer 
à  Saintes,  sa  ville  natale.  Chargé  de  l'organisation  des 
écoles  primaires  et  supérieures  de  l'arrondissement,  il 
dirigea  l'école  d'enseignement  mutuel  de  la  ville  de 
Saintes.  C'est  alors  qu'il  fit  paraître  la  première  édition 
de   sa   Méthode   de  lecture,  imprimée,  en  i8a3,  chez. 
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Uns  (Alexandre) ,  cl  ensuite,  en  18^4,  son  Hhtou-e  de 
franco  en  vers  lyriques,  et  an  an  plus  tard  sa  Grammaire 
en  vers  alexandrins,  in-ia  de  i5o  pages,  imprimée  à 
Nantes  en  i8a5  par  M.  Laforest.  Ayant  fait  usage  de  ces 
deux  ouvrages  dans  son  école  d'enseignement  mutuel,  ïleii 
obtint  les  meilleurs  résultats ,  malgré  les  critiques  qui  ne 
lui  manquèrent  pas  ainsi  qu'à  tous  les  novateurs.  D'après 
ce  succès  il  s'occupa  de  son  Arithmétique  en  vers,  œuvre 
à  laquelle  il  s'attacha  plus  spécialement  et  qui  était  son 
œuvre  de  prédilection.  Il  s'attacha  à  mettre  toute  la  clarté 
possible  dans  les  définitions  et  à  éviter  toute  redondance  et 
toute  superfluité.  Cet  ouvrage  est  le  plus  parfait  en  ce 
genre  comme  facilité  de  vers  et  rectitude  d'impression. 
Les  définitions,  quoique  en  vers,  ont  beaucoup  de  clarté 
et  de  précision.  La  première  édition  parut  en  i83o,  à 
Cognac,  imprimerie  Fournier.  En  i83o,  il  mit  la  Charte 
eu  vers  et  fit  des  développements  en  vers  sur  le  Pater, 
Y  Ave  et  le  Credo,  publiés  par  les  soins  du  fils  de  l'auteur, 
à  lVant.es,  en  184°-  Dix  éditions  successives  se  sont  écou- 
lées de  la  Grammaire  et  de  Y  Arithmétique  en  vers,  par 
les  soins  du  fils  et  de  la  veuve  de  l'auteur,  et  bien  des  per- 
sonnes ont  réappris ,  à  l'aide  de  ces  deux  ouvrages ,  les 
éléments  de  la  grammaire  et  de  l'arithmétique. 

I. 'auteur  ne  se  faisait  point  un  jeu  d'esprit  en  mettant  en 
vers  des  choses  aussi  arides:  son  désir  était  de  se  rendre 
utile  en  rendant  faciles,  parla  mnémotechnie ,  les  prin- 
cipes de  Lhomond  et  de  Bezont,  et;  en  répandant  quel- 
ques Heurs  sur  un  chemin  aride  et  épineux.  Sur  les  der- 
nières années  de  sa  vie,  il  devint  imprimeur  et  créa  VA- 
beitte  saintongeoite.  11  mourut  en  1837. 

,   ( Contmumquéptr  M. CSAVIGU»  fila.; 
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CHRISTOPHE  RUDOLF. 

Le  plus  ancien  ouvrage  d'algèbre  en  Allemagne  est  ce- 
lui de  Christophe  Rudolf  de  Jauer  (  *  ) ,  el  a  paru  en  1 5a4  ■ 
Je  n'ai  vu  nulle  part  la  description  de  celte  première  édi- 
tion. Eu  i55s,  l'ouvrage  était  déjà  si  rare,  que  le  prix 
avait  quadruplé.  C'est  ce  qui  engagea  Michel  Slifiél  à  en 
donner  une  nouvelle  étlitiou  {*)  sous  ce  litre  :  Die  cosz 
Ckrùtorfs  Rudolf*  mit  schônen  Exemplen  der  cosz, 
durch  MichaelStijJ'el,  gebessert  und  sehr  gemehrt ,  1571; 
in-4  de  49  '  pages  :  La  cosz  de  Christophe  Rudolf  avec  de 
beaux  exemptes  de  la  cosz,  améliorée  et  très-augmeniée 
par  Michael  Stiflèl. 

Le  litre  porte  i5yj;  mais  à  la  fin  de  l'ouvrage  on  lit  : 
Gedrucit  su  Kûmgsperg  in  Preussen,  durch  Atexan- 
4mm  Behm  vonLuthomissel;  vollendet  am  drûten  Tag 
îles  herbstmonatf  als  mon  zah  nach  der  geburt  Unsers 
Lir.ben  Herren  Jeiu  Chris li  i554  :  Imprimé  à  Konigs- 
berg,  eu  Prusse,  par  Alexandre  Behm,  de  Lulhomissel , 
fini  le  troisième  jour  du  mois  d'automne,  lorsqu'on 
compte  1 554  après  la  naissance  de  Notre  Cher  Seigneur 
Jésus-Christ. 

Ainsi ,  l'ouv rage  a  été  publié  dix-sept  ans  après  l'im- 
pression. Voici  comment  Sliflél  raconte  ce  qui  lui  a  fait 
entreprendre  cet  ouvrage  :  «  Après  l'apparition  de  la  cosz 
»  de  Rudolf,  plusieurs  maîtres  de  calcul  (rechenmeister) 
»  allemands  s'occupèrent  de  Yalgcbra  numérota,  et  con- 
»  trairement  à  la  charité  chrétienne,  en  injuriant  el 

(,*)  Pré»  do  Liegnili,  «n  Si  les  te,  province  qui,  au  xvl*  siècle,   appar- 
tenait à  l'Rmporour ,  comme  roi  de  Bohème. 
(*")  Murhard  indique  une  édition  de  1616  et  de  Huremlierc  1661 . 
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»  maudissant  l'auteur,  parce  qu'il  avait  donné  ses  règles 
»  sans  y  joindre  aucune  démonstration.  Cependant, 
»  comme  dit  Salomon,  le  fou  dit  tout  ce  qu'il  fait, 
a  et  le  sage  se  retient  (Prov.  ) ,  et  d'ailleurs  voulant 
»  faire  un  bon  livre,  il  lui  était  loisible  d'y  mettre  ce 
»  qu'il  voulait  (*).  » 

A  la  fin  de  l'impression  de  celte  nouvelle  édition ,  Stif- 
fel  reçut  de  Jean  Neudorffer,  maître  de  calcul  à  Nurem- 
berg, un  autographe  de  Rudolf,  contenant  les  démons- 
trations de  ses  théorèmes  par  des  figures  de  géométrie. 
Stiflel  ajouta  ces  figures  à  cette  nouvelle  édition,  en  aver- 
tissant, qu'elles  appartenaient  à  Rudolf,  et  cela  pour  écar-> 
ter  les  soupçons  qu'on  avait  répandus,  que  Rudolf  ne 
comprenait  rien  a  ses  règles,  et  qu'il  les  avait  tirées  d'un 
manuscrit  de  la  Bibliothèque  de  Vienne.  Du  reste,  ces 
figures  montrent,  mais  ne  démontrent  pas. 

Rudolf  débute  ainsi  :  n  Ce  livre  est  partagé  en  deux 
»  parties  :  la  première  renferme  huit  algorithmes  et  au- 
»  très  préliminaires,  nécessaires  pour  expliquer  la  cosz  ; 
a  l'autre  partie  donne  les  règles  de  la  cosz,  chacune  ex- 
»  pliquée  à  part,  au  moyen  de  nombreux  et  de  beaux 
»  exemples.  ». 

PREMIÈRE    PARTIE. 

n  La  première  Partie  de  ce  livre  est  subdivisée  en  douze 
»  chapitres  :  le  Chapitre  I"  traite  de  l'algorithme  ordi- 
»  naire  des  nombres  entiers  ;  apprend  à  numérer,  ajou- 
ta ter,  soustraire,  multiplier,  diviser,  progresser.  » 
Voici  comme  il  énonce  le  nombre  a43y5634567  : 
Vingt-quatre  fois  mille  mille  mille  trois  cents  fois  mille 
mille  soixante- quinze  fois  mille  mille  six  cent  mille 

(')  Rudolf  est  pour  l'Allemagne  ce  qu'est  pour  l'Italie  Fibunacci,  dont 
nom  parierons  a  l'occasion  d'un  manuscrit  précieux  qui  Tient  d'être 
découvert  et  publié  par  le  «Tint  prince  de  Boncompagni. 
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trente— quatre  mille  cinq  cent  soixante-sept.  Les  mots 
million,  billion  ont  été  introduits  pins  tard  par  les  Ita- 
liens, et  on  les  trouve  déjà  chez  Albert  Girard  (mort 
versi633). 

11  donne  dans  ce  chapitre  les  règles  pour  la  progres- 
sion arithmétique  et  géométrique.  Stiflel  ajoute  les  nom- 
bres parfaits,  trigonaux,  et  les  progressions  qui  donnent 
les  côtés  rationnels  des  triangles  rectangles. 

Chapitre  II.  «  De  l'algorithme  ordinaire  des  fractions, 
«  enseigne  brièvement  à  écrire,  à  énoncer,  sommer,  sous- 
»  traire,  multiplier,  diviser  tes  fractions.  » 

Chapitre  III.  a  Enseigne  la  régie  âelri  en  nombres 
11  entiers  et  rompus  :  Donne  la  dernière  place  à  l'objet 
»  en  question,  pose  à  la  première  place  ce  qui  a  même 
»  nom  que  l'objet  en  question,  et  met  l'autre  objet  au 
»  milieu  ;  ensuite  multiplie  le  moyen  nombre  avec  le  der- 
>■  nier  et  divise  par  le  premier,  et  tu  as  dans  le  quotient 
u  ce  que  coûte  le  troisième  nombre,  m 

Il  termine  par  cette  règle  deiri  inverse  :  «  Multiplie 
u  le  moyen  nombre  par  le  premier  et  divise  par  le  troi- 
ii  sième,  et  tu  as  réponse  à  la  question.  « 

Chapitre  IV.  r  Enseigne  à  extraire  des  racines  :  cela 
m   veut  dire  extraire  des  racines  en  carrés  et  cubes.  » 

Mêmes  procédés  qu'aujourd'hui  :  il  donne  les  racines 
des  nombres  irrationnels  à  une  unité  près,  et  pas  d'ap- 
proximations ultérieures. 

Chapitre  V.  «  De  l'algorithme  de  la  cosz,en  latin  :  De 
»  additis  et  diminutis  integroram  :  cela  veut  dire  des 
u  nombres  ajoutés  et  retranchés.  L'addition  est  marquée 
»  par  le  signe  -+-  ;  cela  signifie  plus.  La  soustraction  par 
»  le  signe  —  :  cela  signifie  minus.  » 

C'est  la  première  apparition  de  ces  signes. 

Numércr.  <«  Les  anciens,  nos  prédécesseurs,  après  une 
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»  application  sérieuse  ont  inventé  la  co$z  :  cela  veut  dire 
»  le  calcul  d'une  choie  et  le  compte  de*  nombres  d'après 
»  l'ordre  naturel . . . ,  et  ont  auui  désigné,  pour  abréger, 
»  par  des  signes  tirés  du  commencement  du  mot  ou  du 
»  nom  de  cette  manière.  •  . 

Ici  Rudolf  donne  dix  signes  en  caractères  gothiques 
que,  pour  éviter  les  embarras  typographiques,  nous  rem- 
plaçons par  les  lettres  ordinaires  : 

rf  dragma     correspond  à    j^e=  i, 

r  racine  —  x', 

c  ecntu*  —  **i 

C  cabiis  —  x1, 

ce  cenaus  deccus      —  x* , 

se  sursoliduai  —  «*, 

cC  eendeubus  —  jf, 

BcC  Biurtolidum        —  jt, 

ecc  eenseeus  deceus  —  x*, 

CC  cubus  de  cuba    —  x". 

Il  enseigne  ensuite  la  règle  des  signes  pour  les  quatre 
opérations  comme  aujourd'hui. 

Exemple:  A  multiplier  6r+  8  d  par  5  r  —  jd.  11  trouve 
pour  produit 

ioc  —  2r~S6d; 

car  rr  est  c  et  Ad  reste  d 

5C  _5rf 
'.rc"  7r" 

Chapitre  VI.  Calculs  des  fractions  cossiques. 
Chapitre    VU.  Algorithme  de,  su/dis  quadralarum. 
Rudolf  distingue  trois  sortes  d'irrationnelles  quadra- 
tiques et  se  sert  du  signe  actuel  y   ■ 
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i".  Rationnelles  .■  yV  -+-  ^fc*  =  a  •*-  b. 

a".  Communicant:  <j 'a' c  ■+-  V '/>'  r  =  [a  -+-  '<}  fi . 

3°.  Non-communicant  :  <Ja  -+•  </b. 

L'addition  et  la  soustraction  sont  fondées  sur  ces  for- 
mules : 


\/â  +  i/b  =  \/a  +  *+  Vî°*i  ^ô~  v^  — V*  +  *  — 4^- 
Chapitre  FIJI.  Algorithme  nommé  en  latin  de  surdis 

cubicorum. 

On  désigne  la  racine  cubique  par  ce  signe  vvV- 
On  y  trouve  la  formule 


i/m  +  y/m  =  y/m  ■+-  n  +  3l/m'*  -4-  3  Jm««. 

Chapitre  IX.  Algorithme  nommé  en  latin  de  surdis 
quadratorum  de  quadratis. 

La  racine  quatrième  est  représentée  par  yy/.  Exemples 
des  quatre  opérations. 

Chapitre  X.  Algorithme  nommé  en  latin  de  bino- 
mù's  etresiduis. 

\fa  4  -  y»  est,  un  binôme  et  <Jâ  —  ijb  est  un  résidu  ;  il 
enseigne  les  quatre  opérations  sur  les  binômes  et  les  ré  • 
si  dus. 

Exemple  : 

16-f-y^  (.6  +  y^)(lo  +  v/4) 

_i56-M^54Ï_    5         /    i3_, 

Chapitre  XI.  Extraction  des  racines  carrées  des  nom- 
bres binômes  et  des  nombres  résidus.  Enoncé  de  ta  mémo 
règle  qu'on  trouve  dans  X Arithmétique  universelle  do 
Newton 'et  sans  démonstration;  ainsi 

v'7  +-  <J^  —  a  +  >/3  . 
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Chapitre  XII.  Les  cinq  espèces  fie  nombres  proportion* 
1°.    Multiplex   — ;  ainsi 

—  proportio  dujiln, 

3«  .  ,       ' 

—  —        tripla, 

■ —  —        sabdupia, 

=-  —        subtripla, 

in  r 

a".  Superparticularis : 

3  .  ,  4  .      .        5 

-  scsquiattcra,      ~  sesqmtertia,      y  sesquiquaria. 

3°.  Superpartiens oùp<Viet>i: 

5  .  .         7 

-  superpartiens  tertias,      j  superpartiens  quartas. 

4°.  Multiplex  superparticularis  — —  : 

5       *.2-f-  i 

—  — ^_  a  dupta  superpartiens  tertias, 

17        4-4+1 

-r-  =    —S —  quadrupla  sesquiquarta, 

4  4 

3i       6.5-Hi  .        , 

-r-  = ^ =  quintupla  sesqulsexta. 

5".  Multiplex  superpartiens ip^MK^-i: 

8       5.3-1-2  ,      ,  ... 

-  = 5 =  dupla  tuperoipartiens  te/lia, 

18        3.5-1-3 

•  -  = - =  (/7/)(o  supertriparticns  qitmla. 

Ces  dénomma  lions ,  soit  dil  en  passait! ,  prouvent  d'uni! 
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manière  irréfragable  que  les  Grecs ,  qui  s'en  sont  servis , 
n'avaient  aucune  idée  d'une  numération  chiffrée. 

Lorsque  deux  quantités  sont  égales,  il  y  a  proportio 
œqualitatis;  pour  deux  quantités  inégales,  il  y  a  pro- 
portio  inœqualùatts  et  majorù,   par  exemple,  pour- 

2 

et  muions  pour  =■ 

On  voit  que  proportio  est  pris  pour  rapport  chez  les 
écrivains  du  moyen  âge.  Rudolf  renvoie  pour  plus  de 
détails  à  Boece. 

SECONDE   PARTIE. 

La  seconde  Partie  est  divisée  en  trois  différences  {*). 
Première  différence. 

La  première  différence  contient  les  huit  règles  de  la 
cosz. 

Rudolf  dit  que  k  les  anciens  l'ont  nommée  l'art  des 
u  choses  t  parce  qu'à  son  aide  on  peut  résoudre  les  secrets 
»  des  questions  sur  les  choses t  savoir  sur  les  nombres  et 
m  les  mesures. 

»  Dans  chaque  question,  on  se  servait  de  la  formule  ; 
»  Ponaturunares.  Lesreglesdesolutionométénommées 
»  en  italien  régule  de  la  cosse,  une  cossa  signifie  une 
»  chose.  » 

L'ordre  naturel  des  quantités  est  d,  r,  c,  C,  ce,  etc., 
(voir  ci-dessus),  r  est  dit  plus  grand  que  d,  c  plus  grand 
que  r,  et  ainsi  de  suite. 

i"  équation.  Deux  quantités  qui  se  suivent  dans  l'or- 
dre naturel  deviennent  égales.  .    . 

Exemples: 

3  régal    6d  fac.  .  r.  a. 
4^1    8r        - 
5  C  égal  ioc         — 

(*)  Dénomination  empruntée  nui  Arabes,  L'eiproiioù  l'onalar  imam 


^.iizaj^Google 


cela  revient  à 

(38) 

3*  =  6, 
d'où 

4*"=  8», 

Rudolf  ne  connaît  pas  le  signe  =,  il  se  sert  du  point. 
Ainsi  r.a  cela  veut  dire  x  =  9  ;  il  choisit  tous  ses  exem- 
ples de  manière  que  l'on  ail  x  =  a .  Il  démontre  la  règle 
par  une  figure  de  géométrie:  c'est  un  rectangle  partagé 
en  cinq  rectangles  égaux. 

Nous  écrirons  les  équations  suivantes  d'après  la  ma- 
nière actuelle. 

a*  équation.  Deux  quantités  sont  égales  entre  lesquelles 
une  quantité  naturelle  est  supprimée.  Nous  écrirons  : 

Exemple  : 

3*.=  ,**,   i*=2- 

3"  équation.  Exemple: 

3*-=    4*.  !*=*■ 
4"  équation.  Exemple  : 

2*' =  32*°,  j      _ 
3**=48.r,    f*-2- 

5'  équation.  Exemple  : 

3x'-i-4*  =  ao«",  J      _ 

5^  +  6*'  =  3a*,   \x~* 
Rudolf  donne  la  règle  ordinaire  pour  la  résolution  de 
l'équation  du  second  degré. 

La  figure  se  rapporte  à  l'équatiM 

**  -H  8*  =  a4o  ; 
on  a 

a4°=  »44  +96,     96=2.48  =  4-'2+4-l3i 
il   construit  les  deux  rectangles 4-  ta  et  le  carré  la.ia. 
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Ce»  trois  rectangles  ayant  pour  hauteur  commune  1 a 
sont  réunis  dan*  un  seul  rectangle  ayant  pour  natttenr  i  a 
et  pour  hauteur  20,  et  dont  l'aire  est  240  ;  ainsi  l'équa- 
tion se  trouve  vérifiée.  Il  eu  est  ainsi  pour  toutes  les  au- 
tres  figures  \,e\lane  démontrent  pas  les  solutions, mais  les 
vérifient. 

6'  êçuat/on.  Exemple  : 

4*'  +   8**=  12*,     j 

«  »  '  =  a. 

3*'  -t-  Zox°  =  igr,    1 

2*"-i-3ii  =  ai  J*,) 
La  ligure  vérifie  l'équation 

*' +  g6  ^=  îox,     £  =  12. 
Stifïcl  dit  qtieBudolf  a  d'abord  donné  un  énoncé  faux, 
mais  qu'il  a  rectifié  dans  un  opuscule  qu'il  a  publié  pos- 
térieurement. Quel  est  cet  opuscule? 
y'  équation.  Exemple: 

4*  +I2*«=5*1  1       _ 
5*'  +  14*  =  6*»  j  X~  ? 

La  figure  vérifie  L'équation 

iJ  œè  8*  —  240,     *  =  ao. 
Rudolf  donne  à  la  valeur  20  le  nom  racine  vraie  :  c'est 
qu'il  regarde  la  seconde  racine  x  =  —  f  a  comme  fausse, 
8e  équation.  Exemple: 

ï4**  +  Sx1  as    5a, 
3-r1  ■+■  6«*=    -}2x, 
«•+3*»=   88, 

ii'  +  4*'  =  i6ox, 

1/+  8*'  =64o, 
3j'+-iox'  =qa8j. 
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Cette  classification  des  équations  quadratiques  est  évi- 
demment d'origine  arabe  [voir  Alkhàgàmi  de  Woepcke, 
Nouvelles  annales,  tome  IX,  page  38$,  et  tome  XIII. 
page  i48)-  L'Arabe  introduit  souvent  l'unité  comme  fac- 
teur pour  rétablir  l'homogénéité  géométrique,  et  par  imi- 
tation Rudolf  a  un  signe  particulier  pour  représenter 
l'unité. 

Deuxième  différence.   (Cautèles.) 

On  avait  donné  jusqu'à  Rudolf  vingt-quatre  espèces 
d'équations  du  second  degré.  Alkhàgàmi  en  donna  même 
vingt-cinq  [Nouvelles  Annales,  tome  IX,  page  38g). 
Rudolf  enseigne  Ici  les  moyens  (caùtèles)  de  réduire  ces 
vingt-Kpiatre  espèces  aux  huit  qu'il  a  indiquées.  Il  donne 
quatre  règles  pour  opérer  cette  réduction  :  les  deux  pre- 
mières règles  apprennent  à  transporter  un  terme  d'un 
membre  dans  un  autre  par  le  changement  de  signe;  la 
troisième  règle  apprend  à  faire  disparaître  les  radicaux 
par  l'élévation  à  des  puissances  ;  la  quatrième  enseigne  à 
faire  disparaître  les  dénominateurs. 

Troisième  différence.  (Énigmes.) 

Celte  troisième  et  dernière  Partie  ne  porte  aucun  titre, 
et  contient  quatre  cent  trente-trois  problèmes  [œnigmata  ) 
pour  l'application  des  huit  règles  cossiques.  Il  y  a  des 
questions  numériques  pour  la  spéculation  et  d'antres 
pour  la  pratique. 

Et  à  la  fin  il  y  a  huit  problèmes  qui  ne  peuvent  se  ré- 
soudre par  ces  huit  règles  cossiques,  parce  qu'elles  mènent 
à  des  équations  du  troisième  degré.  Stiflel  pense  que  par 
là  Rudolf  voulait  dire  :  «  Vois ,  mon  cher  lecteur,  j'ai 
traité  dans  ce  mien  livre  seulement  de  la  cosz  quadra- 
tique; eh  bien,  il  y  a  encore  la  cosz  cubique  dont,  je  ne 
t'ai  rien  dit;  puisses-tu  apprendre,  à  cause  de  cela,  la 
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cosz  cubique:  dans  cette  louable  intention,  je  te  montre 
ce  cube.  »  En  effet,  l'ouvrage  de  Rudolf  est  terminé  par 
la  représentation  d'un  cube ,  divisé  de  manière  à  figurer 
les  quatre  termes  du  développement  de  (3   |-  y'a)*. 

Noos  avons  tiré  ce  qui  précède  des  scolics  que  M.  A. 
Drechsler,  professeur,  a  publiées  en  i85i  sous  ce  titre  : 
Scholien  zu  Christoph  Rudolf  s  Cosz.  Dresde  jîn-8  de  47  p. 

Kàstner  donne  des  renseignements  fort  curieux  sur 
l'ouvrage  de  Stifiel  [Histoire  des  Mathématiques,  tome  I , 
page  174  {*)]•  Siiiïcl  dédie  son  ouvrage  à  Christophe  Ot- 
tendorSer,  bonorable  bourgeois  de  Kosnigsberg  (Prusse), 
et  dans  un  appendice  il  lui  raconte  cette  histoire  de 
sa  vie.  Moine  Augustin  à  Esslingen,  il  avait  appris  dans 
les  livres  de  Luther  que  la  vie  monastique  était  une  abo- 
mination devant  Dieu ,  mais  ne  savait  pas  comment  il 
pourrait  subvenir  à  ses  besoins  hors  de  son  couvent. 
Cela  pesait  lourdement  sur  sa  conscience,  surtout  à 
cause  des  messes  journalières.  En  i5ao,  ayant  lu  dans 
l'Apocalypse  :  Timidis  autem  et  incredulis...  pars  illo- 
rum  erit  in  stagno  ardenti,  igné  et  sulphure  (XXI,  8), 
il  ne  pouvait  plus  ni  dormir  dans  son  lit  ni  veiller  à 
matines,  et  lorsqu'il  voyait  les  autres  moines  être  gais, 
il  déplorait  de  ne  pouvoir  être  de  même  humeur.  Enfin , 
lorsque,  étant  de  nouveau  dans  la  bibliothèque  du  couvent, 
il  lnt  le  chapitre  XIII  de  l'Apocalypse,  l'idée  lui  vint 
que  la  bête  apocalyptique  désignait  le  pape  Léon  X. 
Méditant  sur  lenombrc  apocalyptique  666,  il  pensait:  Mon 
Dieu,  quelle  consolation,  sî  l'on  avait  quelque  calcul  cer- 
tain. H  trouvai  t  bien ,  dans  LEO  DECIMVS,  M.D.C.L.  V.I, 
mais  la  lettre  M  était  de  trop,  et  il  manquait  la  lettre  X 

(")  La  première  édition  eet  de  1 5.r>4  et  '»  wcondc  de  i5-;i  ;  il  y  a  ans 
édition  de  i6i5,  imprimée  h  Amiterdam  chex  W.  Jinaon.  Oti  dil  qo',1 
existe  une  édition  en  hollandais  de  le  Battue  unes  ]6i5,  imprimes  auui 
a  Amiterdam.  . 

Bultrtin  mathématique,  I.  I".  (loin  |8«  '  6 
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pour  faire  6G6.  Or  le  nom  peut  s'écrire  LEO  X,  et  la 
lettre  M  peut  signifier  mystérieux;  ayant  fait  cette  décou- 
verte, il  rentra  dans  sa  cellule,  se  mit  à  genoux,  remercia 
Dieu  de  cette  consolation,  et  reprit  courage.  Ayant  quitté 
le  couvent  et  devenu  prédicateur  de  la  cour  à  Mansfeld ,  • 
il  montra  ses  calculs  à  Martin  Luther,  qui  lui  conseilla 
d'abandonner  ces  spéculations,  qui  n'avaient  rien  de  cer- 
tain. Toutefois,  en  1 53a ,  menant  une  vie  oisive,  il  poussa 
l'indiscrétion  jusqu'à  publier  un  opuscule,  où,  interpré- 
tant les  paroles  de  Daniel,  il  fixait  l'heure  et  le  jour  de 
la  fin  du  monde  en  octobre  _i533.  Quand  on  lui  objectait 
les  paroles  du  Christ  :  De  die  aulem  illo  vel  korâ  nenw 
scit  (Marc,  XIII,  32),  il  répondait  que  Jésus,  comme 
homme,  le  savait  pourtant;  mais  il  avoue  s'être  trompé, 
confesse  son  erreur  devant  Dieu  elles  hommes,  se  repent 
de  n'avoir  pas  écoulé  les  conseils  de  son  cher  Luther,  et 
devint  si  ennemi  des  calculs  (bien  entendu  prophétiques), 
que,  pendant  quatorze  années,  il  n'aimait  pas  d'en  en- 
tendre parler  {*)  ;  il  eut  pourtant  une  rechute  (Nouvelles 
Annales,  t.  XIII,  p.  267). 

Nous  signalons  ces  aberrations  mentales,  parce  qu'elles 
sont  instructives.  La  psychologie  ne  sera  établie  sur  des 
fondements  stables  que  lorsqu'on  aura  bien  étudié  les 
anomalies  de  l'esprit  humain ,  et  les  influences  indestruc- 
tibles des  idées  telles  qu'elles  sont  inoculées  dans  la  molle 
cervelle  des  enfants.  Les  désordres  tératologiques  des 
formes  et  des  fonctions  répandent  un  grand  jour  sur 
la  structure  et  la  vie  normales  des  êtres  organisés. 

Note.  Aux  manuscrits  de  la  Bibliothèque  impériale 
(365,  m.  4)1  >1  existe  une  traduction  latine  de  l'ouvrage 
de  Christophe  Rudolf  sous  ce  titre  :  Aritkmetica  Christo- 

(*)  Pleins  de  confiance  dans  cotte  prophétie,  les  paysans  dots  cure  se 
mirent  k  faire  bombance  et  k  dissiper  tous  leurs  biens  ;  trompés  dans  leur 
attente,  ils  voulurent  tuer  Siffle),  qui  ne  dut  son  salut  qu'àTlnlerreiilton 

de  Luther. 
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phori  Rudoïfi  ah  Jouer  e  germanica  lingua  in  latinam 
a  Christophoro  Auvero,  Pétri Danesii  mandata,  Romœ, 
anno  Christi  i54o,  conversa. 


A  TllEATISB  OB  THE  CALCULAS  OF  OTERATIOBB,  DES1GHED 
TO  FACIL1TATE  THE  TEOCESSES  OF  THE  DIFFZRBHnAL  AND 
INTEGRAI.  CALCULES  AND  TSE  CALCUX.US  OF  FINIT1  DIFFE- 
RENCES-,  by  ihe  Rev.  Robert  Carmichael,  A.  M.  fellow 
of  Trinity  collège ,  member  of  the  royal  irish  Academy , 
and  sometime  examiner  in  mathematics  in  the  Queen's 
Unirersily  in  Ireland.  London  ,  Longman ,  Brown , 
Green,  and  Longmans.  In-8  de  xu-170  pages;  i855. 
—  Traité  du  calcul  des  opérations,  destiné  à  faciliter 
les  procédés  du  calcul  différentiel  et  intégral  et  du  cal- 
cul aux  différences  finies. 

Dans  tome  opération  analytique,  on  peut  distinguer 
trois  parties  :  1°  le  signe  qui  indique  l'opération  à  faire; 
2°  la  quantité  sur  laquelle  on  opère,  autrement  le  sujet 
de  l'opération;  3°  le  résultat..  Ainsi  dans  v4,  le  signe  est  v'  , 
le  sujet  est  4 ,  le  résultat  est  a.  Dans  d.x*,  le  signe  est 
la  lettre  d ,  le  sujet  est  x*  et  le  résultat  axdx.  On  peut 
faire  abstraction  des  deux  dernières  parties  et  ne  raison- 
ner que  sur  les  signes  indicateurs.  Alors  on  parvient  s 
des  théorèmes  très-instructifs,  de  nature  philosophique  et 
dont  l'ensemble  constitue  ce  que  les  Anglais  nomment  le 
calcul  des  opérations ,  et  qu'ils  cultivent  beaucoup  depuis 
quelques  années.  Donnons  un  exempte.  Dans  l'algèbre 
ordinaire,  on  a 
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c'est  ud  théorème  de  calcul  opératoire.  Dans  l'analyse  in- 
finitésimale, 

d~.d'  =  d'.d~.=  tl»+*,  ds—td 
sont  d'autres  -théorèmes  de  ce  genre.  Le  germe  de  cette 
doctrine  est  dans  la  relation  indiquée  par  Leibnitz  entre 
les  exposants  des  puissances  et  les  exposants  différentiels. 
Mais  le  premier  fondateur  est  Arbogast.  On  lit  dans  son 
Calcul  dedèrivation  (i  800)  :  u  Ici  nous  allons  présenter 
»  la  chose  sous  un  autre  aspect.  Nous  allons  détacher  des 
»  dérivées  leur  échelle  de  dérivation  {p.  3o8).  »  C'est 
ce  qu'on  appelle  la  méthode  des  échelles  détachées  (*). 
Mais  Arbogast  ne  considère  que  les  différences  et  les  dif- 
férentiels, et  ses  notations  sont  disgracieuses.  Le  second  et 
véritable  fondateur  du  calcul  des  opérations  est  Servois 
(Annales  de  Gergonne,  t.  V,  p.  o3;  1814)-  Le  premier 
il  a  considéré  la  question  sous  un  point  de  vue  général, 
l'a  placée  sur  un  terrain  philosophique  et  a  inventé  les 
théorèmes  fondamentaux  qui  découlent  de  cette  position; 
théorèmes  que  des  géomètres  anglais  ont  réinventés  dans 
ces  derniers  temps. 

Le  révérend  Carmichael  cite  ces  géomètres:  ce  sont  Haï  - 
greave,  Boole  ,Bownin ,  Doukin ,  Graves ,  Murphy ,  Spotis- 
woodes ,  Syl  vester ,  mais  jamais  Servois.  La  raison  en  est 
toute  simple.  Le  savant  auteur  trouve  qu'il  est  aussi  su- 
perflu de  dire  que  toute  cette  théorie  est  due  à  Servois , 
que  de  dire  qne  la  quadrature  de  la  parabole  appartient 
a  Archimède.  Cette  explication  admise,  nous  pouvons 
passer  à  l'analyse  de  cette  production  remarquable,  qui 
réunit  en  un  faisceau  une  foule  de  faits  épars  dans  di- 
verses collections,  et  imprime  aux  méthodes  d'intégration 
une  uniformité  qui  manque  complètement  dans  les  traités 
ordinaires. 

(«)  Celte  idée  »c'  rencontre  dejt  chci  Lorgne. 
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1.  Notation,  f.u.  Le  point,  ne  désigne  ni  une  multi- 
■  plicatiou,  nique  l'on  a  une  fonction  de  m,  mais  il  indique 
qu'il  faut  faire  sur  le  sujet  une  certaine  opération  dé- 
signée par  f .  Soit  X  le  résultat  de  cette  opération,  de 
sorte  que 

alors 

■     ?-.X  =  «; 

<f~l  indique  l'opération  <f  qu'il  faut  faire  sur  X  pour  re- 
produire u.  On  écrit  aussi  symboliquement 


if-1  se  nomme  indice  opératoire  inverse. 
sur- '«  =  arcsîn  =  *,   • 
log-1  x~  nomb.  dont  le  log.  =  r; 

fnfii-i?<-i---7t?i-u  indique  n  opérations  à  faire  sur  n. 

On  fait  d'abord  l'opération  f  t ,  sur  ce  premier  résultat 
l'opération  y,,  sur  ce  second  résultat  l'opération  y,,  etc. 

Si  tontes  ces  opérations  sont  identiques,  on  écrit  ç".  tt; 
n  est  un  exposant  opératoire,  et 


Cette  équation  définit  l'indice  opératoire  négatif.  D'ail- 
leurs <f".u  indique  qu'il  ne  faut  faire  aucune  opération 
sur  u,  et,  par  conséquent,  laisser  la  quantité  telle  qu'elle 


a,f.  «  +  «,?,•»  +  . 
s'écrit  symboliquement 


F{ç).u  signifie  qu'il  faut  développer  la  fonction  F  (?) 
et  ensuite  ajouter  le  sujet  u. 
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Exemple  : 

(a  -»-  ?)".«  =  *■«  +  m/^-'f.u  +  m  ■  ^~^  """'?' 

=  («"  +  ma*-1  f  ■+•  m- ■  «,*-,f1+ 

*■— ('+t+A  +  ïii+-)-- 

Si  if  désigne  une  dérivation ,  on  a 

i.a       1.2.3 
V              i.a      1.2.3          } 

Chapithb  II.  —  Principes  élémentaires. 

1 .  Loi  commutative.  Lorsqu'on  a 

*.?>•?  =  T»f>  "i 
les  deux  symboles  opératoires  fi,f%y  sont  dits  être   sou- 
mis à  la  loi  commutative. 

Les  nombres  sont  soumis  à  cette  loi.  En  effet ,  un  nom- 
bre est  une  opération  sur  l'unité  (Euclide,  livre  VII,  dé- 
finition a) ,  de  sorte  que  le  nombre  n  peut  s'écrire  ».  i, 
où  l'unité  est  le  sujet,  et  la  multiplication  par  m  est  dési- 
gnée par  mn.\  (Euclide,  lîv.  VII,  déf.  i5);  on  a 
ntn.i  =  nnt.i. 

De  même,  u  étant  une  fonction  de  deux  variables x,y, 
on  a 

-D,D,.«  =  0,D,.it; 

ainsi  les  symboles  de  différent! a  lion  satisfont  à  cette  loi. 
Donc  toutes  les  propriétés  des  nombres  uniquement 
fondées  sur  la  loi  commutative  existent  aussi  pour  tous 
les  symboles  opératoires  qui  satisfont  à  cette  loi. 
Si  l'on  a 

?,Tl.«  =  «p,T,.«, 
posant 

»  =  f . . 
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on  a 

T>T>T 

=  T>TÏ  =  îi?it»=Ktit> 

et ,  m  général , 

?t  •fi  =  ?  ;  *?• 

De -même  qu'on  a 
et  de  là 

n-  6«  —  fa- 

Ceci  n'aurait  pas  lieu  sans  la  loi  de  commutation. 
En  effet 

qui  ne  se  réduit  à 

que  lorsque  <f ,  <j ,  —  y,  ç, . 

Les  symboles  étant  commutatifa ,  on  a  l'équivalence 
eV>-*-V*.a=:<#>&.a. 
Il  suffit  de  développer  les  fonctions ,  on  obtient 

[.+(,W+fcS*+.;.]..  ' 
=(■+*.+£+...)(.+».+£+...)■•■ 

La  coïncidence  est  évidente. 

3.  7-oi  distributive.  uetc  étant  des  sujets  quelconques, 
lorsqu'on  à 

le  symbole  <p  est  dit  soumis  à  la  loi  distributive. 
Les  nombres  satisfont  a  cette  loi.  On  a 
a.b  +  c  =  a.b  +  a.c; 
de  même  les  dérivée»  de 

D.M+  r=D.*+  D.o. 
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De 

f  .11  +  »=:  f.U-h  f  ■", 

on  déduit 

f".«-t-.-  =  T».  «  +  ?■■-, 
on 

T'.B  +  P  =  f.(TB  +  fp)=T'.B+.T'.rf 
et  de  suite  et  de  même 

y—  ".h  +-»=^— ».a  +  f— "-", 
et,  en  général, 

F{,)..+  .  =  F(,)..  +  F(,)... 
F  étant  une  fonction  algébrique , 

t  i  r 

3.  Loi  des  indices.  Lorsqu'on  a 

f.f.B=r.r.u=r**.B, 

le  symbole  9  satisfait  à  la  loi  des  indices. 
Exemple  -■ 

u  étant  une  fonction  de  x  seul ,  on  a 

D™.D;.«=D;.Dr.«=b;*".M. 

Le  Chapitre  III  traite  de  l'intégration  des  différen- 
tielles totales  linéaires  et  débute  par  ce  théorème  : 

(xDMy.Amxm=  mf.kmaf, 
car 

(xD,).A.*"=mA«*", 
{xD,)*.A.*-  =  m>A*-, 
et  ainsi  de  suite. 
Donc 

F  (xDf) .  A**-  =  F  (m)  .  A_«-  ; 

où  F  est  une  fonction  algébrique  de  xDx. 
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Si  l'on  iU=  A4  +  A,x-t-  A,*'  +  ..  .-t-  A.x", 
F(*D*)U  =  F(o)A. +F(i).A,*  +  F(s)A,*'  +  ... 
+  F(»)A.«- 

!t,™F(ï5r)  =  FÎojA'-,-F7TjA'X  +  -'--,-Fi)A-1"' 
a*D*U  =  A, +  flA,*-Ki'A,*'  +  ...+  a"A.*", 


1        '       1.2.3 

il  suffit  de  développer  e  "    . 
xD,(xD(— i)(iD,-  2)  ...  (xD,—  n  +  i).u=  «"Djl.w. 
F(*D,).*-p  =  *"  F  {*D,  +  m  )  v. 
Si  H  =  JE", 


(0 


j  *D,(a:D,—  l)(«D,—  a)...(*D,  —  B  +  l).«" 


Nous  indiquons  les  relations  suivantes  faciles  à  trou- 
ver: 

F(D).w>  =  «F(D).o  -1-  — .F'(D)P  +  5^.F"(D)  i 

b.F(D)p=F(D).*»-F'(D),Db,» 

+  I.(D).ÏS.._.    .. 

1      '     I  .2 

Les  accents  sont  des  dérivations  par  rapport  à  D. 
Applications. 
x"Dij-  =  a**  ■+■  &*■, 
équation  à  intégrer. 
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Cette  équation  cal  équivalente  à 

dont  la  solution  symbolique  est 


7 -xB,{xD, -,)'"■*         ™'^*D,(*D,- 
Le  premier  terme  est,  d'après  ce  qui  précède, 


ÎÏÏ=ÏJ  ■•■-(- 


-,  [»'>(0]; 


i)-*D,-i 
=  o,     A*=- 


«D,.B  =  c 

i  l'intégrale  est 


A  et  B  sont  deux  constantes  arbitraires ,  m  et  n  ne  doivent 
être  égaux  ni  a  zéro,  ni  à  l'unité 

Le  Chapitre  .//'applique  le  calcul  des  symboles  aux 
équations  à  différent! «11  es  partielles.  Ce  qui  est  très-long, 
embarrassé,  parles  procédés  ordinaires,  devient  court , 
facile  et  mnémonique. 

Par  exemple,  étant  donnée  l'équation 

+  "■"  ~  x—'yWT'DJB-i-.  .  ,  =  9.  +  8,, 
où  z  est  une  fonction  de  x ,  y  ;  6„ ,  ôj  des  fonctions  homo- 
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gènes  de  x,  y,  z  de  degré  a  et  b,  on  trouve  de  suite 

'■ +  ___ V 

i/i,  «! ,  i/,,  etc.,  sont  des  fonctions  homogènes  arbitraires 
de  degré  o ,  i ,  a ,  etc. 

Le  Chapitre  F  traite  diverses  équations  remarquables 
aux  différentielles  totales  et  partielles. 

Le  Chapitre  PI  est  consacre'  a  l'intégration  de  sys- 
tèmes d'équations  différentielles  simultanées ,  totales  et 
partielles.  On  y  intègre  d'une  manière  prompte  les  équa- 
tions qui  déterminent  :  i°  les  petits  mouvements  des  gaz 
élastiques,  des  solides  homogènes  élastiques  et  des  liquides 
homogènes  incompressibles;  a0  les  relations  entre  la  vi- 
tesse angulaire  de  rotation  et  le  temps  ;  3°  le  mouvement 
azimuthal  du  plan  d'oscillation  du  pendule.  La  seconde 
section  renferme  des  considérations  sur  la  réduction  d'in- 
tégrales définies. 

Le  Chapitre  Vil  contient  des  interprétations  de  sym- 
boles ou  les  résultais  de  certains  symboles  agissant  sur 
des  fonctions  données. 

Le  Chapitre  VJI1  renferme  des  applications  très-in- 
téressantes à  la  géométrie  et  que  nous  donnerons  ailleurs 
(voir  Nouvelles  Annales,  t. XIV,  p.  aai). 

L'équation  symbolique 

«•".•*•">,*(,,  j)  =  o 
équivaut  à  l'équation 

ou  à  un  changement  d'origine;   l'équation  symbolique 

équivaut  à 
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l'équation  symbolique 

équivaut  à 

F  {«005»—  y  SÎQw,  jr  siti  «  +  7  etis  «  )  -■=  o, 

ou  à  une  rotation  tu  de  la  courbe  F  ( x ,  y)  =  o. 

Le  Chapitre  IX  contient  diverses  applications  sur  des 
opérations  symboliques  et  sur  des  intégrations. 

Le  Chapitre  X  et  dernier  donne  les  diverses  formules 
du  calcul  aux  différences  finies.  Voici  uu  spécimen  > 

■».>»/(<  +  i),       <*./r=/(*+l), 

d'où 

et,  par  des  opérations  successives,  on  obtient 

( «•>-!)•./(*)=  *"..*  =  /(*  +  ■)-*/[*  +  «- 0 


et  delà 

F(4).u,  =  F(eB—  i).»,; 

F  est  une  fonction  algébrique  quelconque. 
<*=  1  +  4,     «"».«,  =  (!  +  4)-.  a 


L'ouvrage  est  terminé  par  deux  appendices  où  l'on' 
rencontre  une  très-belle  et  ingénieuse  démonstration 
d'un  théorème  de  Gauss  sur  l'action  attractive  d'une 
masse  placée  soit  entre  deux  surfaces  fermées  qui  ne  se 
coupent  pas,  soit  en  dehors  de  ces  surfaces . 
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Cette  analyse  ne  donne  qu'âne  idée  incomplète  des  ri- 
chesses de  cet  excellent  ouvrage.  Puisse  bientôt  une  tra- 
duction faire  revivre  eu  France  le  calcul  symbolique 
d'Arbogast  et  de  Servois,  calcul  qui  condense  et  mnémc— 
nise  une  foule  de  théorèmes.  Telle  doit  être  la  tendance 
de  l'enseignement,  car  la  vie  est  courte,  la  besogne  lon- 
gue et  les  ouvriers  paresseux.  C'est  l'opinion  du  Talmud. 
Dans  un  autre  endroit  il  dit  : 

Mange  du  pain  avec  du  sel,  bois  de  l'eau  dans  une 
écuelle,  dors  sur  la  dure  et  applique-toi  avec  ardeur 
à  F  étude  delà  science [Torah  (*)].  Exhortation  peu  goû- 
tée de  notre  siècle. 


Cours  db  cosmographie  ou  Éléments  d'Astronomie, 
comprenant  les  matières  du  nouveau  Programme  ar- 
rêté pour  l'enseignement  des  Lycées  et  l'admission  aux 
Ecoles  spéciales;  par  Charles  Briot,  professeur  de 
Mathématiques  spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  doc- 
teur es  sciences  ,  etc.  Paris,  1 853  ;  in-8  de  3o4  pages, 
3  planches  (sans  préface.) 

Au  temps  jadis ,  lorsqu'on  faisait  encore  des  ouvrages, 
chaque  auteur  expliquait  son  dessein  dans  une  préface  et 
apprenait  au  lecteur  en  quoi  l'ouvrage  différait  en  mieux 
d'autres  sur  le  même  sujet.  Aujourd'hui  que  nous  ne  fai- 
sons quedes  livres,  toute  préface  est  inutile.  11  suffit,  pour 
assurer  le  débit,  chose  essentielle,  la  seule  essentielle, 
d'écrire  sur  le  titre  que  le  livre  est  conforme  aux  pro- 
grammes. Faites-nous  des  Lettres  persanes,  demandaient 
les  libraires  au  siècle  de  Montesquieu.  Faites-nous  des 
livres  à  programmes,  demandent  les  libraires  au  siècle 

(*)  Le  Oieip'x  de»  Grecs  deme  peut-tire  Je  l'hébreu  torah,  ifni  veut  dire 
enseignement,  doctrine. 
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utilitaire.  Nous  avons  ici  une  excellente  réponse,  et  l'Ame 
commerciale  du  livre  est  dans  la  page  finale  (agi)  où 
l'on  donne  le  programme  arrêté  pour  les  examens  du 
BaccaJauréat-ès  Sciences  et  pour  F admission  à  l'École 
spécialemilitaire  de  Saint-Cyr  et  à  l'École  Polytech- 
nique, avec  les  renvois  aux  pages  du  livre. 

La  cosmographie ,  en  se  tenant  au  sens  strict  de  ce  mot, 
ne  doit  contenir  que  la  description  des  corps  qui  compo- 
sent l'univers,  tout  comme  la  géographie  est  la  descrip- 
tion de  la  terre,  et  c'est  ce  qu'on  peut  faire  en  peu  de 
pages.  Mais  ce  mot  a  reçu  une  grande  extension.  Ainsi  la 
cosmographie  comprend  les  mouvements  des  corps  célestes, 
les  moyens  de  les  constater  et  de  les  mesurer,  et  même  la 
connaissance  des  forces  qui  produisent  ce  mouvement. 
En  d'antres  termes,  la  cosmographie  est  devenue  un  Traité 
élémentaire  d'astronomie.  Pour  ne  pas  éloigner  les  gens 
du  monde,  on  évite  quelquefois  les  dénominations  scien- 
tifiques; mais  de  telles  considérations  ne  devraient  pas 
subsister  dans  l'enseignement  sérieux  universitaire.  Le 
second  nom  Éléments  d'astronomie,  que  AL  Briot  a 
adopté,  est  le  véritable,  et  c'est  le  seul  qui  devrait  être 
adopté. 

Le  savant  professeur  auquel  nous  devons  un  Traité  re- 
marquable de  Géométrie  analytique  et  de  bellesdémons- 
trations  des  théorèmes  de  mécanique  de  M.  Poinsot ,  étai  t 
très-apte  à  nous  expliquer  les  positions  mutuelles  et  les 
mouvements  relatifs  des  divers  rouages  et  ressorts  du 
char  céleste,  comme  s'exprime  la  Bible. 

Selon  la  méthode  ordinaire ,  l'auteur  part  des  mouve- 
ments apparents  pour  venir  aux  mouvements  réels.  La- 
caille  suit  une  méthode  opposée.  Il  suppose  tout  de  suite  un 
spectateur  placé  au  centre  du  soleil  et  autour  duquel  val- 
sent les  planètes.  La  méthode  Lacaille  me  parait  préféra- 
ble et  surtout  auprès  des  personnes  étrangères  aux  sciences 
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exactes.  Après  avoir  expliqué  les  apparences  à  noire 
UHgc,  il  faudrait  décrire  les  apparences  pour  nu  spectateur 
placé  sur  un  satellite,  sur  la  lune  etmeme  sur  un  satellite 
de  Jupiter;  et  ensuite  sur  une  planète  inférieure  et 
supérieure  (*).  On  n'insiste  pas  anara  sur  ce  qu'il  fant  en- 
tendre par  te  sent  du  mouvement.  Le  soleil  décrit  sur  la 
calotte  céleste  une  hélice  sphérique.  Cette  hélice  est-elle 
dextrorsum  ou  sinistrorsum  ?  Ces  t  une  question  à  laquelle 
beaucoup  d'élèves  ne  savent  pas  répondre,  parce  que  les 
explications  ne  sont  pas  assez  nettes.  Autre  question  pour 
un  spectateur  placé  sur  le  pôle  :  Quel  est.le  mouvement 
delà  lune,  combien  a-t-elle  déphasés?   - 

Les  théories  et  les  faits  cosmiques  consignés  dans  Vues- 
tronomie  de  sir  Herschel  et  dans  le  Cosmos  de  M.  Alexan- 
dre de  Humboldl  sont  fidèlement  et  clairement  exposés 
dans  la  présente  Cosmographie ,  qui  est  ainsi  au  parfait 
courant  delà  science.  On  y  trouve  les  orbites  de  quelques 
étoiles  doubles  calculées  récemment  par  M.  Y  von  Villar- 
ceau  (page  39a),  et  les  expériences  dynamiques  de 
M.  Foucault,  avec  une  description  du  gyroscope  que 
M.  Briot  avait  déjà  publiée  dans  la  Revue  de  t'Instruc- 
tion  publique  (6  janvier  1 853).  I-' explication  n'est  pas  tout 
à  fait  à  la  portée  des  non -géomètres.  M.  YvonVill  arceau  a 
en  la  bonté  de  noua  remettre  depuis  longtemps  une  théorie 
mathématique  de  cet  admirable  instrument,  que  le  défaut 
d'espace  ne  nous  a  pas  encore  permis  d'insérer  dans  les 
Nouvelles  Annales,  et  que  nous  donnerons  incessam- 
ment. 

A  l'occasion  de  ces  expériences,  l'auteur  parle  du  méca- 
nisme de  Cardan  (page  ay3  ) .  Or  Cardan  ne  donne  pas  ce 

(')  .l'en  ai  parla  il  y  a  quelques  années  a  Arago,  qui  m'a  dit  qu'en  elfi-l 
la  méthode  de  Lacnillo  était  très-bonne,  mai»  qu'on  doit  se  conformer  ■  la 
marche  suivie  parLaplace.  Jelni  ai  répondu  que  leJurareinverba  magiini 
n'est  admis  qu'en  théologie. 
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mécanisme,  comme étantde son  invention.  Voici  ce  qu'on 
lit  dans  Cardan,  sur  une  voiture  où  l'empereur  Charles- 
Quint  pouvait  rester  assis  tranquillement  sur  son  siège , 
quels  que  fussent  les  mouvements  de  la  voiture  : 

Simili  ratione  inventum  est  ut  Cœsaris  sedes  ita  dù- 
poneretur  ut,  quoeunque  situ  constituatur,  Ole  immo- 
bilisac  commode  jdumvehilur,  sedeat.  Hoc  tractum  ex  ar- 
millarum  ratione.  Cum  enim  eirculitres  châlybœi  consti- 
tuentur,  polis  sursum,  deorsum,  ante,  rétro,  dextra  et  si- 
nistra  mobïlibus  cum  plures  non  possent  esse  situs,  ne- 
cesse  est  ipsum  in  essedo  quomodocunque  agatur  quies- 
cere  perpétua.-  Habet  hoc  aliquid  non  absimile  lucer- 
nis  a  quorum  exemple  ducta  est  ratio  :  circumvolutœ 
enim  patulœ  oleum  nequaquam  effundunt.  (De  subtîli- 
tate,  lib.  XVII,  de  artihus,  artiuciosisque  rébus,  p.  6l9, 
Card.  Opéra,  tome III.  Lngduni,  1663.) 

On  voit  que  celte  voiture  a  été  précédée  de  la  lampe 
inversante.  Le  célèbre  Januelo,  horloger  de  Charles-Quint 
et  qu'il  a  mené  avec  lui  A  sa  retraitejde  Yuste,  est,  dit-on, 
l'inventeur  de  la  voiture. 

Nous  soumettons  une  observation  à  tous  nos  cosmo- 
graphes. 

Il  n'est  pas  d'usage  en  France  de  citer  les  auteurs.  On 
pourrait  cependant  s'écarter  de  cet  usage  dans  la  compo- 
sition de  cosmographies  destinées  à  la  jeunesse.  Parlant 
constamment  de  l'horloge,  n'est-il  pas  convenable  de  di- 
riger la  pensée  du  lecteur  vers  l'horloger.  Newton  et 
Euler,  tètes  assez  fortes,  n'y  manquent  pas.  Ecoutons 
d'ailleurs  ce  que  dit  là-dessus  un  philosophe  du  xviii0  siè- 
cle, ami  et  partisan  enthousiaste  de  Voltaire  : 

a  Les  corps  semblent  assujettis  dans  leurs  mouvements 
»  à  deux  sortes  de  lois  essentiellement  différentes.  Les 
h  unes  sont  des  conséquences  nécessaires  de  l'ïuée  que 
»  nous  avons  de  la  matière;  les  autres  paraissent  l'effet 
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»  de  la  tolonlé  libre  d'un  ëire  intelligent  qui  a  voulu 
»  que  le  monde  fût  comme  il  est  plutôt  que  de  toute  autre 
h  manière,  m  (Le  marquis  de  Condorcet  à  M.  d'Alem- 
bert,  sur  le  système  du  monde  et  sur 'le  calcul  intégral  ; 
page  4-  Paris,  1768;  in-4.) 

Ceci  me  rappelle  une  anecdote  de  la  vie  de  Kepler. 
Dans  une  réunion  de  processeurs  chez  Kepler,  la  conver- 
sation roulait  sur  des  questions  de  philosophie.  Lorsque 
tous  furent  partis ,  la  femme  de  Kepler,  dit  à  son  mari  : 
«  J'ai  entendu  le  professeur  un  tel  soutenir  que  l'univers 
-  pouvait  être  le  résultat  du  hasard.  Je  t'ai  entendu  dire 
souvent  qu'il  règne  partout  un  ordre  admirable;  com- 
ment peut-on  dire  que  cela  provient  d'un  coup  de  dé;  c'est 
une  grosse  absurdité. —  Pas  si  grosse  que  tu  penses.  Voyons, 
lorsque  tu  veux  faire  une  salade,  tu  prends  des  feuilles  de 
chicorée,  de  l'huile,  du  vinaigre  et  du  sel.  Supposons  que 
tujettes  tous  ces  ingrédients  en  l'air,  en  retombant  à  terre, 
ils  peuvent  se  mêler  de  manière  s  faire  uncsalade.—  Cela 
n'est  pas.  absolument  impossible,  j'en  conviens,  reprit 
Madame  Kepler,  mais  lu  es  bien  convaincu  que  U  sa- 
lade ne  sera  jamais  aussi  bonne  que  si  je  l'avais  faite  moi- 
même.  » 

Cette  philosophie  domestique  a  bien  son  prix. 


SoPHA    GLI     INTEG&ALI    GENEE ALI    DI    ALCUKE     EQUAZION]     A 

DEiùvA're  pauziali  A  coefficienti  costamti.  Memoria 
del  socia  attuale  prof.  Barnaba  Tortolini,  inserila 
nella  parte  secunda  del  tomo  XXV délie  Memorie  délia 
Société  italiana  délie  scienze  in  Modena.  Modena , 
i854  ;  in-4  de  34  pages. 

Le  savant  analyste ,  connu  par  tant  de  beaux  travaux , 
se    sert  ici  de  la  méthode  des  symboles  pour    intégrer 
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facilement  et  avec  beaucoup  de  généralité  des  équations 

aux  différences  partielles  qu'on  rencontre  fréquemment 

dans  la  physique  mathématique.  Essayoi 

■s  de  donner  une 

idée  de  ce  remarquable  travail. 

Soit 

«*=/(*), 

alors 

f{x-i-at)  =  u-i-atDM  +  —  Dl  +  . 

..  =  *•">•, 

équation  symbolique. 

Soit  maintenant 

*=/(*,  r), 

alors 

-,                         ,  ,               t.aD,         f    1 

*'d;    1 

r«*0.„ 
ou 

et  ainsi  de  suite. 

Étant  donnée  l'équation  aux  différences  partielles 
(D,—  aD,-  *Dr  —  eD,  ...  —  m)=f(x,y,  z  .  . .  T); 

x,  y,  z,...,t  sont  des  variables  indépendantes ,  les  dé- 
rivées étant  prises  sur  la  fonction  principale  u;  a,  b,c 
d,...,  m  sont  des  constantes. 
On  a 

«  =  e-vn+{j;,r, ,,.  .) 
'  ^f-tMi-T)D/(*,ir,«)...T)<fr, 

f  est  la  fonction  arbitraire  à  quoi  se  réduity en  faisant 
r  =  T. 

Posons 
F(T)=/[*  +  «(l-T)j-,    A(f-T},    ■(«  — T),.-..T], 


-X' 
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on  a 

«  =  c"'^(x  +  at,  y  +  bl,  i  +  «,.. .) 

-H  f    e""-T'F(ti)dT. 
Si  l'on  a 

(D,  — <»D,—  bDT  —  cD,  ...  —  m)  «  =  o; 
alors  . 

«(  =  «-' 4.  (j  +«,_)-  + 6/,  »-t- <*,...}. 

Voici  les  principales  équations  intégrées  dans  ce  Mé- 
moire : 

2°.  (DJ  +  D}  +  D;),«=/(jr,  j-,  <)i 

3*.  ^d:  +  d;  +  d;)'.  .  =  /(*,  r,«îi 

et,  en  général, 

(AD7  +  BÙ?  +  CD7)'.u=f(X,f,  s).   ■ 

L'intégrale  est  débarrassée  d'imaginaires  qui  se  trouvent 
dans  l'intégrale  donnée  par  Poisson. 

L'on  donne  les  fonctions  arbitraires  à  ajouter  à  chaque 
intégration  et  toujours  par  une  marche  uniforme.  Nous 
regrettons  que  les  limites  imposées  au  Bulletin  ne  nous 
permettent  pas  d'entrer  en  plus  de  détails. 


QUERRET  (Jeah-Joseph). 

Quf.xhkt  (Jean-Joseph )  naqnit  à  Saint-Malo,  en  1 783 , 
deparents  sans  fortune.  Son  père,  entrepreneur  de  bâ- 
timents, soutenait  par  son  travail  une  famille  composée  de 
trois  enfantsdontQuerretétaitleplusjeune.Le  père  mou- 
rut pendant  que  ses  enfants  étaient  encore  cnbasâge,  et  sa 
.     7- 
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Veuve  eut  à  passer  plusieurs  années  laborieuseset  pénibles, 
jusqu'à  ce  que  son  fils  pût  être  en  Age  (te  venir  au  secours 
de  sa  famille  par  sonpropre  travail.  Ce  moment  ne  larda 
pas  à  arriver  ;  dès  l'âge  de  onze  ans ,  Querret  était  admis 
à  l'école  d'hydrographie  de  sa  ville  natale,  et  ses  progrès 
y  furent  si  rapides,  que ,  deux  ans.  plus  t9rd ,  M.  Lecerf , 
son  professeur,  le  jugeait  capable  de  le  suppléer. 

C'est  ainsi  que  Querret,  à  l'âge  de  treize  ans,  entrait 
dans  la  carrière  de  renseignement.  Il  s'y  livra  avec  une 
ardeur  qui  ne  se  démentit  jamais,  et,  outre  une  classe 
publique  qu'il  faisait  deux  fois  par  jour,  il  donnait  un 
grand  nombre  de  leçons  particulières.  Cependant  son 
temps  n'y  était  pas  entièrement  consacré  ;  il  trouvait  en- 
core te  moyen  de  se  livrer  à  des  études  approfondies  et 
acquit  des  connaissances  très-étendues  sur  l'histoire  des 
sciences  qu'il  enseignait. 

Ces  études  annonçaient  un  esprit  sérieux  et  distingué. 
M.  Lecerf  pressa  Querret  de  se  présenter  pour  entrer  à 
l'Ecole  Polytechnique,  où  les  admissions  étaient  alors 
gratuites. 

Maïs  Querret  était  le  seul  soutien  de  sa  famille;  son 
absence  aurait  été  pour  elle  une  cause  de  privations.  Il 
sacrifia  à  cette  considération  toute -puis  s  an  te  le  brillant 
avenir  que  lui  aurait  ouvert  une  admission  certaine  à 
l'École. 

Parvenu  à  l'âge  de  vingt  ans,  Querret  sentitla  nécessité 
d'apprendre  les  langues  anciennes  et  voici  comment  il  y 
parvint.  Au  commencement  de  ce  siècle,  il  s'était  formé 
à  Saint-Malo  une  société  de  plusieurs  jeunes  gens  :  les  uns 
enseignaient  les  mathématiques  aux  autres,  qui,  à  leur 
tour,  devenaient  professeurs  de  langues.  Le  dimanche  était 
ordinairement  consacré  à  ces  réunions  ;  les  progrès  furent 
rapides.  Querret  était  le  professeur  de  mathématiques; 
il  avait  pour  élèves  dans  les  bcrenees,  puis  pour  maîtres 
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de  langues ,  dans  cette  espèce  d'enseignement  mutuel , 
deux  frères,  devenus  plus  tard  diversement  célèbres  :  l'un, 
longtemps  administrateur  spirituel  du  diocèse  de  Saînl- 
Brieuc,  est  aujourd'hui  à  la  tète  des  Frères  de  la  Doctrine 
chrétienne,  qui  rendent  tant- de  services  à  l'instruction 
primaire-,  l'autre  était  l'illustre  auteur  de  V Essai  sur 
F  Indifférence  et  des  Paroles  d'un  Croyant.  Des  liaisons 
d'amitié  entre  Querret  et  ces  nommes  ont  duré  toute  la 
vie. 

En  1812,  Querret  avait  été  mis  à  la  tète 'du  collège  de 
Saint-Malo,  avec  le  titre  de  chef  d'institution ,  qu'il 
conserva  pendant  onze  ans.  Vers  la  fin  de  cette  adminis- 
tration ,  il  avait  acheté ,  aux  environs  de  Saint-Malo ,  une 
propriété  où  il  se  retira  en  i8a3 ,  à  l'époque  où  des  dis- 
cussions survenues  avec  le  conseil  municipal  le  forcèrent 
d'abandonner  ses  fonctions.  Déjà  plusieurs  écrits  l'a- 
vaient fait  connaître.  En  1822,  il  avait  publié  un  petit 
Traité  a" Arithmétique,  destiné  à  l'enseignement  pour  les 
écoles  primaires,  et  dont  il  a  été  fait  plusieurs  éditions;  il 
avait  adressé  au  Journal  de  Mathématiques,  rédigé  par 
M.  Gergonne(*),  depuis  recteur  de  l' Académie  de  Mont- 
pellier, plusieurs  articles  qui  l'avaient  fait  avantageuse- 
ment remarquer  des  hommes  spéciaux  }  aussi ,  en  ■  824 . 
M.  l'abbé  Jean-Marie  de  Lamennais,  alors  vicaire  gé- 
néral de  la  grande  aumonerie  de  France,  l'engagea-t-il 
vivement  à  faire  un  voyage  à  Paris.  A  peine  arrivé ,  Quer- 
ret se  trouva  en  relation  avec  Cauchy,  Bînet,  Poisson, 
Ampère,  Francoeur,  Arago,  Thenard,  etc.,  qui  appré- 
cièrent l'étendue  de  ses  connaissances  et  conçurent  pour 
lui  une  haute  estime. 

Malgré  les  instances  qui  lui  furent  faites  pour  qu'il 
restât  à  Paris,  Querret  n'y  résida  que  le  temps  nécessaire 

(•)  Tomes  XII,  XIII,  XIV,  XV.  Au  tomeXH,  p.  3fa{l8a3),  u  bella 
déuonitration  sur  l'équivale »c«  drs  lêtracdraB.  TV 
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pour  subir  avec  distinction  les  épreuves  du  doctorat  es 
Sciences.  Sa  thèse  de  mathématiques  fut  surtout  remar- 
quée. «  C'est  un  boa  ouvrage,  »  disait  Legendre. 

Tous  les  jeunes  gens  de  nos  écoles  connaissent ,  en  ef- 
fet, aujourd'hui  cette  ingénieuse  et  élégante  démonstra- 
tion des  pyramides  équivalentes ,  due  a  Querret  ;  elle  sert 
de  base  à  une  foule  de  démonstrations  pour  la  solidité  des 
porps,  et  Legendre,  comme  on  lésait,  l'a  insérée  avec 
les  plus  grands  éloges  dans  son  Traité  élémentaire  de 
Qéomètrie.  ' 

Docteur  es  Sciences,  officier  de  l'Université,  Querret 
fut  nommé  professeur  de  Mathématiques  transcendantes  à 
la  faculté  des  Sciences  de  Montpellier.  D  y  arriva  en 
ï8a5. 

Malgré  les  succès  de  son  enseignement,  Querret  resta 
peu  à  Montpellier;  il  désirait  vivement  se  rapprocher  de 
sa  famille,  et,  le  i4  décembre  i8a6,  il  fut  appelé  à  la 
chaire  de  Physique  du  collège  royal  de  Nantes,  avec  l'au- 
torisation de  conserver  le  titre  de  professeur  de  Faculté 
et  la  moitié  des  appointements  qu'il  avait  à  Montpellier. 
Pendant  son  séjour  a  Nantes,  il  fut  admis  au  nombre  des 
membres  de  la  Société  royale  'académique  de  cette 
ville. 

L'année  suiyapte ,  et  toujours  par  le  désir  de  se  rappro- 
cher encore  davantage  de  sa  fainille,  il  alla  occuper  au.  col- 
lège royal  de  Rennes  une  place  semblable  à  celle  qu'il  rem- 
plissait à  Nantes,  et  il  joignit  à  ses  fonctions  de  professeur 
des  sciences  mathématiques  et  physiques  un  cours  de  géo- 
métrie et  de  mécanique  appliquées  aux  arts,  établi  à 
Rennes  par  l'administration  municipale. 

M.  Charles  Dupin  vint  examiner  à  Rennes  cet  ensei- 
gnement, et,  sur  son  Rapport,  M.  le  Ministre  dé  l'In- 
struction publique  envoya  à  Querret  un  grand  ouvrage 
de  mathématiques  en  témoignage  de  sa  haute  estime. 
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C'est  en  ce  moment  qu'éclata  la  révolution  de  juillet. 
Le  gouvernement  nouveau  supprima  le  cumul  et  Querret 
eut  à  choisir  entre  les  fonctions  qu'il  remplissait  a  Rennes 
■et  celles  qu'il  avait  remplies  à  Montpellier.  Naturelle- 
ment il  opta  pour  ces  dernières. 

A  peine  arrivé  à  Montpellier,  les  fatigues  du  voyage, 
le  climat  du  Midi ,  l'éloignement  de  sa  femme  et  de  ses 
nombreux  enfants ,  et  peut-être  aussi  d'honorables  regrets 
politiques,  altérèrent  sensiblement  la  santé  de  Querret. 
Un  congé  d'un  an  lui  avait  été  accordé;  mais,  en  i83a, 
l'état  de  sa  santé  ne  lui  permettait  pas  encore  d'aller  re- 
prendre ses  travaux  à  Montpellier ,  et  il  demanda  an  Mi- 
nistre de  l'Instruction  publique  l'autorisation  de  rester, 
avec  des  appointements  modiques ,  dans  ses  foyers  jus- 
qu'en 1 834,  époque  à  laquelle  il  aurait  complété  le  temps 
nécessaire  pour  avoir  droit  à  une  pension  de  retraite.  Sa 
demande  ne  fut  point  accueillie,  et,  par  un  arrêté  en 
date  du  19  avril  1 833 ,  le  Ministre  déclara  sa  place  va- 
cante a  la  Faculté  de  Montpellier.  Cet  arrêté  doit  paraître 
au  moins  bien  rigoureux  envers  un  professeur  dont  les 
travaux  méritaient  assurément  d'autres  égards. 

Toutefois  Querret  se  résigna  et  se  retira  a  la  cam- 
pagne, rentrant  dans  la  solitude  de  ses  études,  ne  son- 
geant plus  à  s'occuper  que  de  l'éducation  de  sa  nombreuse 
famille.  Dans  sa  retraite,  les  jeunes  gens  qui  se  livraient 
aux  sciences  étaient  sûrs  de  trouver  auprès  de  Querret 
toutes  les  ressources  dont  ils  avaient  besoin.  11  se  rendait 
souvent  chez  les  Frères  de  la  Doctrine  chrétienne. 

Trois  ans  avant  sa  mort ,  il  songea  à  fonder  a  Dinan  un 
établissement  qui  réunit  à  la  fois,  sous  la  surveillance  de 
l'autorité  municipale  et  universitaire,  sous  son  adminis- 
tration et  celle  de  M.  l'abbé  de  Lamennais,  lcs.avantages 
de  l'instruction  secondaire  et  ceux  de  l'enseignement  pri- 
maire. Le  Ministre  avait  donné  son  assentiment  au  projet 
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présenté,  lorsque  des  intrigues  el  des  tracasseries,  sus- 
citées dans  un  intérêt  tout  matériel ,  vinrent  en  empêcher 
la  réussite.  Querret  avait  oublié  les  persécutions  récentes 
aussi  bien  que  les  anciennes ,  lorsque  la  mort  vint  l'enle- 
ver à  la  science ,  à  sa  famille  et  à  ses  amis ,  le  8  décem- 
bre 1839,  à  l'âge  de  cinquante-six  ans. 

Il  nous  reste  à  indiquer,  en  quelques  mots,  ses  prin- 
cipaux ouvrages. 

Outre  le  petit  Traité  méthodique  d' Arithmétique  déjà 
indiqué,  il  avait  publié  : 

i°.  En  1819,  des  Leçons  d' Hydrographie ,  dont  il  fut 
fait  une  seconde  édition  dix  ans  plus  tard  avec  la  collabo- 
ration de  Michelle,  professeur  d'hydrographie,  prédéces- 
seur de  M.  Delafoie,  professeur  actuel.  C'est  à  l'usage  des 
capital  nés  de  cabotage  .Imprimerie  de  Hovins,  à  Sain  t-Malo. 

a".  Un  Traité  d'arithmétique,  plus  étendu,  suivi 
d'une  Exposition  des  principes  fondamentaux  de  V  Al- 
gèhre,  avec  leur  application  à  l 'Arithmétique  et  au  Conv- 
merc.e.  11  y  a  eu  également  deux  éditions  de  cet  ouvrage. 

3°.  Des  Tables  de  Logarithmes  et  des  sinus  et  co- 
sinus de  seconde  en  seconde,  et  des  tangentes  et  cotan- 
gentesde  minute  en  minute  pour  tous  les  degrés  du  quart 
de  cercle  ;  suivies  d'uue  Table  des  Logarithmes  des  nom- 
bres, depuis  1  jusqu'à  10800 ,  avec  une  introduction  en 
français  et  en  anglais ,  dans  laquelle  on  ramène  à  l'usage 
dessinus  et  cosinus  seulement  tous  les  problèmes  usuels 
de  l'astronomie  'nautique.  Un  gros  volume  in-8  ;  Sain  t- 
Malo;  L.  Hovins,  imprimeur  libraire;  i83o. 

4°.  Des  Leçons  élémentaires  d'Algèbre,  approuvées 
par  le  Conseil  royal- 

5°.  Des  Leçons  élémentaires  de  Géométrie  plane , 
qui  devaient  être  complétées  par  la  publication  de  la  géo- 
métrie à  trois  dimensions. 

Tels  sont  le»  principaux  ouvrages  publiés  par  Querret;  " 
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mais  il  reste  dans  ses  papiers  des  recherches  beaucoup 
plus  longues  et  des  travaux  bien  plus  étendus  encore.  Un 
homme  spécial  y  puiserait  sans  doute  de  précieux  rensei- 
gnements. 

Nous  devons  citer,  parmi  ses  travaux ,  des  mélanges 
d'arithmétique ,  d'algèbre ,  d'hydrographie ,  de  mécanique 
et  d'astronomie;  des  Notices  sur  les  travaux  et  la  vie  de 
plusieurs  mathématiciens  célèbres  :  L'Hôpital ,  Jean  Ber- 
noulli ,  Lacroix,  Bezout ,  etc.  ;  des  Cours  et  des  Pro- 
grammes de  Chimie  et  de  Physique,  mais  surtout  une 
grande  entreprise  que  la  mort  de  Querret  n'a  pas  permis 
de  mener  à  fin  :  la  traduction  du  Calcul  intégral  d'Euler, 
ouvrage  en  trois  gros  volumes  in -4)  dont  Querret  n'a  eu 
le  temps  de  traduire  que  les  deux  premiers.  Ou  doit  faire 
des  vœnx  pour  qu'un  homme,  ami  de  la  science,  entre- 
prenne de  terminer  et  de  publier  ce  grand  travail,  dont 
l'apparition  ferait  sans  doute  sensation  dans  le  monde 

Savant.  [Coi»nniflii;ii^flr M. Cabaubt,  Jbr (soc f MfflfJf eim-,  jiîii(feQnerc.-(  ) 

Note  du  Rédacteur.  La  traduction  du  Calcul  diffé  - 
rentieletintégrald'È.u\cr  est  encore  aujourd'hui  l'ouvrage 
le  plus  cl  air  qu'on  puisse  mettre  entre  les  mains  des  élèves, 
et,  en  y  ajoutant  les  progrès  faits  depuis,  ce  serait  le 
meilleur  manuel  pour  les  professeurs.  On  ne  saurait  trop 
engager  la  famille  à  faire  cette  publication  qui  consolerait 
de  tant  de  productions  sans  nom,  sans  valeur  scientifique 
que  chaque  jour  voit  éclore  et  disparaître.  Il  y  a  quelques 
années,  il  s'est  agi,  à  Bruxelles,  de  traduire  les  oeuvres 
d'Euler.  I /entreprise  n'a  pas  abouti.  Les  ouvrages  publiés 
sont  :  Lettres  à  une  princesse  d'Allemagne,  l 'Algèbre, 
l'Arithmétique,  Essai  sur  la  Théorie  de  la  musique; 
en  tout  cinq  volumes.  Un  éditeur  acquerrait  un  grand 
crédit,  par  un  tel  travail,  mériterait  les  encouragements 
du  gouvernement  et  la  reconnaissance  de  la  postérité. 
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NEPER. 

Né  à  t55o  à  Merchiston,  non  loin  d'Edimbourg,  il  est 
mort  le  3  avril  1617,  âgé  de  soixante-sept  ans. 

Un  de  ses  ancêtres ,  Donald ,  second  fila  du  comte  de 
Lennox  sous  le  règne  de  David  le  second  (xiv*  siècle), 
ayant  fait  une  très-belle  action,  sans  égale ,  pair  les  s ,  la 
famille  fui  surnommée  JVepair.  Du  reste ,  ce  nom  est  dif- 
féremment orthographié  :  Neper,  JYeperus,  Napeir,  Na- 
per,  JVapùir.  C'est  ce  dernier  nom  que  la  famille  porte 
maintenant. 

Il  a  hérité  de  la  baronnie  de  Merchiston,  en  i6o5,par 
la  mort  de  son  père ,  mais  il  n'était  pas  pair  d'Ecosse  et 
ne  portait  pas  le  titre  de  lord.  C'est  son  fils  et  héritier, 
Arcuibald,  qui  a  été  élevé  à  cette  dignité  en  1626. 

Neper  fit  son  éducation  au  collège  de  Saint- Andrews 
où  il  entra  en  i563 ,  à  l'âge  de  treize  ans.  Sorti  de  ce  col- 
lège, il  fit  une  tournée  sur  le  continent,  et,  revenu  en 
i5y  1  â  Merchiston,  il  s'y  maria  à  l'âge  de  vingt  et  un 
ans.  11  ne  quitta  plus  l'Ecosse ,  et ,  zélé  puritain ,  il  fut 
membre  de  plusieurs  synodes  presbytériens;  il  fut  un  de 
ceux  que  l'assemblée  générale  d'Edimbourg  députa  vers 
Jacques  pour  demander  l'excommunication  contre  certains 
seigneurs  catholiques ,  parmi  lesquels  figure  le  père  de  la 
seconde  femme  de  son  père.  II  avait  perdu  la  première 
en  1579. 

Étant  encore  étudiantà  Saint- Andrews,  il  conçut  l'idée, 
â  ce  qu'il  raconte  lui-même ,  de  dévouer  sa  vie  à  l'inter- 
prétation des  prophéties,  étant  excité  â  cette'entreprise , 
dit-il ,  par  l'aveuglement  des  catholiques  qui  ne  voulaient 
pas  voir  que  leur  croyance  était  vouée  k  la  destruction 
dans  le  livre  de  \Apocalypse\  et  il  dit  même ,  vers  la  fin 
de  sa  vie,  que  cette  entreprise  exégétiqne  a  toujours  été 
sa  principale  occupation ,  et  les  mathématiques  seulement 
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un  délassement.  I.a  première  édition  de  son  ouvrage  sur 
V  apocalypse  est  d'Edimbourg,   i5o3, în-4j  et  la  der- 
nière édition  qu'il  a  donnée  lui-même  est  de  1611,  sous 
ce  litre  : 

A  plaine  discovery  ofthe  whole  révélation  ofS.  John, 
set  down  in  two  treaties:  the  one  searching  and  pro- 
ving  the  truc  interprétation  therèoj  ;  the  othèr  applying 
the  same  paraphrasticatlic  and  historicaUic  to  the  text; 
set forthby  John  Napeir  {sic) ,  L.  of  Merchiston  and 
now  revised,  corrected  and  inlarged  by  him,  wîth  a 
resolution  oj  certain  douhts  moved  by  some  weliaffec- 
ted  brethren;  whereunto  an  annexée  certain  oracles 
ofSibylla  agreing  with  the  révélation  and  other  places 
ofScripture.  London,  printed for  John  Norton^  1611, 
cumpiwilegio  Regiœ Majestatis.  In-4  de  vm-375  pages. 

Neper  fixe  la  fin  du  monde  entre  1688  et  1700,  et, 
après  nous  avoir  donné  les  prophéties  sibyllines  qui  noua 
restent ,  il  termine  son  ouvrage  par  cette  singulière  invo- 
cation : 

■O  toi  Rome,  si  tu  veux  te  réformer  et  croire  au  vrai 
christianisme,  croîs  en  cette  révélation  qui  proclame  pu- 
bliquement ta  ruine;  et  si  tu  persistes  à  rester  païenne, 
crois  les  anciens  oracles  de  la  Sibylle,  si  longtemps  vé- 
nérée dans  ta  capitale;  repens-tùi  à  ton  heure  suprême 
si  tu  aimes  ton  salut  éternel.  Amen. 

Quelle  aberration  !  Pascal  dit  que  jamais  on  ne  fait  le 
mal  si  pleinement,  si  galment  que  quand  on  le  fait  par 
conscience  ;  il  en  est  de  même  dm  folies  Jamais  on  ne  les 
dit  avec  tant  d'abondance  et  d'assurance  que  lorsqu'on 
les  puise  dans  ce  qu'on  appelle  sa  conscience.  Folie  est  le 
nom  que  donne  Newton  à  cette  exégèse  apocalyptique  ap- 
pliquée à  deviner  l'avenir.  Que  fait-il  lui-même?  11  rem- 
place cette  folie  par  une  autre  et  se  sert  de  cette  exégèse 
pour  expliquer  le  passé.  A  cette  occasion  on  se  rappelle 
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encore  cet  admirable  chapitre  où  Pascal  décrit  l'homme 
comme  un  composé  de  grandeur  et  de  misère ,  et  Pascal  lui- 
même,  sublime  géomètre,  sectaire  digue  de  pitié,  est  une 
preuve  éclatante  de  cette  composition  binaire.  Il  sait  par- 
faitement que  la  terre  n'est  qu'une  molécule  de  l'univers, 
et  sans  cesse  il  rattache  le  sort  de  l'univers  à  l'histoire 
de  cette  molécule ,  soumettant  tout  au  problème  des  par- 
ties, tout  excepté  celte  histoire. 

Toutefois  cet  ouvrage  de  Nepcr ,  dont  le  plan  est  géo- 
métrique, a  fait  une  assez  grande  sensation.  Il  y  en  a  eu 
deux  éditions  presque  consécutives  en  16*4*  et  164S  à 
Edimbourg,  format  in-4-  H  a  été,  traduit  en  français  à 
la  Rochelle,  en  1662,  format  in-8,  sous  ce  titre  : 

Ouverture  de  tous  les  secrets  de  l'apocalypse  de 
saint  Jean,  par  deux  Traités:  l'un  recherchant  et  prou- 
vant la  vraie  interprétation  d'icelle;  l'autre  appliquant 
au  texte  cette  interprétation  paraphrastiquement  et  his- 
toriquement; par  Jean  Napeir,  c'est-à-dire  non  pareil, 
sieur  de  Merchiston ,  revue  par  lui-même  et  mise  en  fran- 
çais par  Georges  Thomson,  Escossais. 

Il  y  a  une  seconde  édition  aussi  in-8  de  i6o5.  Du  reste , 
il  en  existe  plusieurs  traductions  en  allemand.  11  semble 
que  l'esprit  humain  a  aussi  son  oïdium  qui  l'infecte  de 
temps  à  autre.  Ainsi  aujourd'hui  les  tables,  tournantes  el 
parlantes,  les  tendances  mystiques  et  thaumaturgiques , 
les  efforts  pour  remplacer  les  classiques  païens  par  les 
écrivains  pieux  du  moyen  âge,  sont  à  coup  sûr  les  effets 
d'un  tel  oïdium. 

Neper  n'est  pas  le  premier  protestant  qui  ait  converti 
l'œuvre  de  saint  Jean  en  arme  offensive  et  ce  n'est  pas  à 
ce  titre  que  l'immortalité  est  acquise  à  son  nom.  Il  doit 
cette  immortalité  à  son  second  ouvrage  Mirifici  logarith- 
morum,  qui  s'adresse  non  à  une  secte,  mais  au  genre  hu- 
main ;  nous  en  avons  parlé  longuement  {voir  p.  1  et  4°}- 
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T. a  même  idée  de  raccourcir  les  calculs  se  retrouve  encore 
dans  son  troisième  et  deritier  ouvrage  : 

RabtiologicB  seu  numeralionis  per  virgutas  libri  duo  : 
cum  appendice  de  cxpeditissùno  multiplicalionis  promp- 
tuario ,  quibus  accessit  et  aritlimeticœ  localis  liber  unus; 
authore  et  inveutore  Joahne  Nepeuo,  barone  Merci lis- 
toni,  etc.  Scoto.,  Edimbur.,  1617;  in- la. 

Dans  la  dédicace,  jilexandro  Setonio....  supremo 
regniScotia?  Cancellario,  Neper  dit  qu'il  a  publié,  l'an- 
née précédente,  des  logarithmes  pour  faciliter  les  calcula 
et  que  depuis  il  avait  découvert  une  meilleure  espèce  de 
logarithmes;  mais,  à  cause  de  sa  mauvaise  santé,  il  aban- 
donne le  soin  de  calculer  ces  logarithmes  à  d'autres  et 
'principalement  à  Henrico  Briggio ,  Londini  publico 
geometriœ  projessori.  Il  aurait  dû  ajouter  que  l'idée  de 
ces  nouveaux  logarithmes  appartient  à  Brîggs. 

Voici,  eupeudemots,  la  construction  de  cet  instru- 
ment rabdologique  (*)  connu  sous  le  nom  de  bâtons  de 
Neper.  Il  se  compose  de  neuf  planchettes  rectangulaires 
séparées.  La  hauteur  de  chaque  rectangle  contient  neuf' 
fois  la  largeur.  On  divise  par  des  traits  chaque  rectangle 
en  neuf  petits  carrés.  Dans  un  premier  rectangle,  on  écrit 
1  dans  le  premier  carré,  a  dans  le  second  carré,  3  dans 
le  troisième  carré,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  o  ;  c'est  le  rec- 
tangle régulateur  qui  sert  de  guide.  Dans  un  second  rec- 
tangle, on  écrit  a  dans  le  carré  supérieur  et  on  divise  en- 
suite chacun  des  huit  autres  carrés  par  des  diagonales  tirées 
dcgaucheàdroiteeD  deux  triangles.  Dans  le  second  carré  on 
écrit  4dans  le  trianglesnpérieuT  et  rien  dans  le  triangle  infé- 
rieur; de  même  6 dans  le  troisième  carré  et  8  dans  le  qua- 
trième carré;  pour  le  cinquième  carré  on  a  10,  on  écrit  o 
dans  le  triangle  supérieur  et  la  dizaine  idansle triangle  in- 

(')  fA/itçf,  bieiltui;  le  tttifft  des  Allemand*  dérive  de  r«/)Jcî. 
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férieur  ;  pour  le  sixième  carré ,  on  a  1 2  =  s .  6,  on  écrit  a 
dans  le  triangle  supérieur  et  1  dans  le  triangle  inférieur, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  18=  2.9.  On  arrange  de  même 

la  troisième  planchette ,  en  écrivant  3  dans  le  carré  supé- 
rieur et  6, 9,  1»  ,  i5  ,  18,  etc.,  multiples  successifs  de  3, 
dans  les  autres  carrés,  ayant  soin  de  mettre  les  dizaines  dans 
le  triangle  inférieur  ;  on  agît  de  même  pour  les  planchettes 
restantes.  Supposons  maintenant  qu'on  veut  multiplier 
987$  par  6  ;  on  met  à  coté  les  unes  des  autres ,  en  allant  de 
gauche  a  droite ,  les  quatre  planchettes  9,8,7,5  et  à  coté 
le  rectangle  régulateur. Alors  sur  la  ligne  qui  répond  à  6 
du  rectangle  régulateur,  on  lit  les  produits  6.5,  6.7,  6.8, 
6.9;  il  suffit  d'ajouter  les  dizaines  d'un  triangle  inférieur 
aux  unités  du  triangle  supérieur  suivant.  Lorsque  le  mul- 
tiplicateur a  plusieurs  chiffres,  on  obtient  ainsi  les  pro- 
duits partiels.  Cet  instrument  n'est  pas  sans  utilité;  Lam- 
bert dit  en  avoir  fait  quelquefois  usage;  Servois,  un  des 
premiers  promoteurs  de  la  géométrie  segmentaire,  a  con- 
struit un  semblable  instrument  perfectionné  et  amplifié. 
Nous  pourrons  peut-être  en  donner  la  description  {*). 


SUS  LA  MALADIE  DE  NEWTON. 

Dans  le  volume  XII  des  Transactions  de  la  Société 
royale  d Edimbourg,  publié  en  ï85a  ,  il  y  a  une  Notice 
de  M.  James  Crantor  Gregory,  professeur  de  physique  au 
collège  de  cette  ville,  sur  un  manuscrit  autographe  de 
Newton ,  offrant  des  notes  sur  le  troisième  livre  des  Prin- 
cipes, manuscrit  découvert  dans  les  papiers  de  David 

(*)  Cet  instrument  es 
capitaine  d'utiHeria  e 
mort  célibataire. 
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Gregory.  L'auteur  a  pour  but  de  réfuter  les  assertions  de 
M.  Biot ,  relatives  à  l'accès  de  folie  de  Newton  en  1699. 

Voici  ce  qu'on  lit  dans  une  lettre  de  Huyghens  à  Leîb- 
nitz ,  en  date  du  8  juin  1694  : 

«  Je  ne  sais  si  tous  avez  sceu  l'accident  arrivé  au  bon 
»  M.  Newton ,  sçavoir  qu'il  a  eu-  une  atteinte  de  pbré- 

*  nésie  qui  a  duré  dix-huit  mois  et  dont  on  dît  que  ses 
»  amis ,  a  force  de  remèdes  et  de  le  tenir  enfermé ,  l'ont  à 
»  peu  près  guéri  maintenant.  Voilà  un  grand  malheur 
»  et  le  plus  fâcheux  qui  puisse  arriver  à  un  homme.  » 

Leibnitz  répond  (  aa  juin  1694): 
«  Je  suis  bien  aise  d'apprendre  la  guérison  de  M.  New- 
»  ton  aussitost  que  la  maladie  qui  estait  sans  doute  des 

*  plus  fascheuses.  C'est  à  des  gens  comme  vous,  Mon- 
»  sieur,  et  lny,  que  je  souhaite  une  longue  vie,  préféra- 
it blement  à  d'autres  dont  la  perte  ne  seroit  guère  coiiai- 
»  dérable  en  parlant  comparativement.  » 

Et  dans  la  suivante  du  14  septembre  de  la  même  an- 
née ,  on  lit  :  h  N'a-t-on  point  de  nouvelles  de  la  reslîtu- 
»  tion  entière  de  M.  Newton?  Je  le  souhaite  fort  (*).  » 

Une  année  après,  presque  jour  pour  jour,  le  ai 
juin  1695 ,  Leibnitz  écrit  dans  la  dernière  lettre  de  cette 
correspondance  avec  Tïnyghens  : 

«  J'ay  appris  de  M.  Bonval  Basnage  que  vous  avez 
»  esté  malade ,  mais  j'espère  que  vous  vous  porterez  bien 
s  présentement.  » 

Cet  espoir  ne  s'est  pas  réalisé.  Huyghens  est  mort  le 
8  juillet  1695,  a  ce  qu'on  présume,  à  la  suite  d'une  mala- 
die maritale. 

(*)  Dim  cette  mime  Lettre,  on  trouva  la  définition*  auivante»  : 

Diligent,  chérir,  ett  se  faire  un  plaisir  de  la  félicité  d'iutnii. 

Le  bienveillance  eet  un  habitat  diligendi. 

La  charité  eet  une  bienveillance  générale. 

La  Mgeaie  eet  la  science  de  la  félicité. 

La  justice  est  une  charité  conforme  a  la  sageme. 
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THÉORÈME  BE  FERMAT  SUR  LES  NOMBRES  POLYGONAUX. 

Le  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  polygonaux 
est  cité  par  Dcscartes  -qui  l'attribue  à  un  M.  de  Sainte- 
Croix  qui  proposait  souvent  à  Descartes  des  questions  sur 
les  nombres. 

Voici  le  passage  d'une  lettre  de  Descartes  au  P.  Mer- 
senne,  en  date  du  27  juillet  i638. 

«  Car  supposant  le  théorème  de  M.  de  Sainte-Croix  , 
»  à  savoir  que  tout  nombre  se  peut  réduire  à  trois  tri- 
»  gones,  à  quatre  carrés,  à  cinq  pentagones,  etc ,  ou  à 
»  moins....  Mais ,  pour  ce  théorème,  qui  est  sans  doute 
i)  l'un  des  plus  beaux  qu'on  puisse  trouver  touchant  les 
»  nombres,  je  n'en  sais  point  la  démonstration.  Je  la 
»  juge  si  difficile,  que  je  n'ose  entreprendre  de  la  cher- 
cher. »'(ÛËVflM,  t.  VU,  p.  n3;-édit.  Cousin.) 

On  lit  dans  la  vie  de  Descartes  par  Baillet  (tome  I , 
page  146)  :. 

«  Il  semble  qu'on  pourroit  aussi  rapporter  au  temps 
»  de  la  demeure  de  M.  Descartes  à  Paris  (1626)  l'amitié 
»  qu'il  eut  avec  M.  Frenicle  l'aine  qu'il  appelle  souvent 
»  M.  de  Bessy  et  M,  de  Sainte-Croix....  M.  de  Sainte- 
»  Croix  étoit  (*)  un  autfe  arithméticien  insigne,  mais 
»  encore  plus  intime  ami  de  M.  Descartes  \  c'est  le  même 
a  que  nous  trouvons  appelé  par  d'autres  André  Jumeau , 
»  qui  étoit  prieur  de  Sainte-Croix  et  qui  avoit  été  pré- 
»  cepteur  de  M.  le  duc  de  Verneuil.  M.  Descartes  lémoi- 
»  gnoit  estimer  très-particulièrement  la  connoissance 
«  profonde  que  M.  de  Sainte-Croix  avoit  de  l'arithmé- 
»  tique  et  de  l'algèbre,  » 


^.iizaj^Google 


(  .i3) 


SliR  m  PROBLÈME  D'AKALÏSK  HDËTKR119IÉK 
ittribnéà  Archimr.de,  et  dit  de  botino. 

On  sait  que  l'Anthologie  grecque  est  une  collection  de 
petits  poèmes  nommés  épi  grammes  if).  Parmi  ces  poèmes 
il  y  en  a  plusieurs  qui  renferment  des  énoncés  où  il  s'a- 
git de  deviner  des  nombres.  On  trouve  le  texte,  la  traduc- 
tion en  vers  latins  et  les  solutions  de  quarante-cinq  de  ces 
épigrammes  dans  V Histoire  des  Mathématiques  de  Ileil- 
bronner  (p.  845).  Ils  se  résolvent  par  une  Équation  du 
premier  degré  à  une  inconnue  et  quelques-uns  à  deux  in- 
connues. Une  épigranune  grecque ,  renfermant  une  ques- 
tion d'analyse  indéterminée ,  a  été  découverte  en  i  yj'î  par 
Leasing  dans  la  bibliothèque  de  Brunswick  et  il  l'a  publiée 
dans,  le  tomel",  p.  4ai!  de  son  ouvrage  intitulé:  Bci~ 
trage  zur  gescluchete  und  lUteratur:  documents  pour 
l'histoire  et  la  littérature.  Il  y  a  neuf  conditions  à  rem- 
plir. Nous  donnons  ci-joint  le  texte  grec  et  une  traduc- 
tion vers  pour  vers  presque  littérale  et  qu'il  faut  lire 
avant  de  continuer.  L'épigramme  est  suivie  d'une  scolie 
grecque  qui  donne  les  nombres  suivants  sans  dire  com- 
ment on  lésa  trouvés. 

Soient 


Nombres. 

B        Taureau 

blancs. 

>"o 

b 

Vaches    blanches. 

N              — 

noirs. 

n 

—        noires. 

J               —  • 
T              - 

jaunes, 
tachetés 

J 
1 

—  jaunes. 

—  tachetées. 

(*)  L'édition  1*  plus  complète  ri  la  plus  récente  est  celle  qui  s 
née  par  Frédéric  Jirohs  (  ifii3— 17  )  en  3  vol.  în-8;  toutefois,  1 
l'épigramme  d'ArchimèJa. 

Bulletin  maAimaiimmt.  t.  l«.  (Août  i855  )  -         8 
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=  576508800  =  -2-  d 


1405827360 

596841130  =  -2_T  +  J 
39i45g68o  =  2- de  3° 


9883ôo8»o 


I  T  =  5886448oo*=  7^  B  +  J 
3e-  {  t  =  281265600  =i^  de  4» 


\  869910400 

[  3  =  331950960 
\j  =  435.37o4o  -. 


767088000 


Total  des  quatre  troupeaux  :  #<>3 1 1  ?656o. 

Ces  nombres  ne  sont  pas  les  plus  simples,  maïs  satis- 
font aux  sept  premières  conditions.  Le  scoliaste  ajoute 
quel!  ■+-  N  est  un  carré  elT-f-  .1  uu  nombre  triangulaire; 
ce  qui  serait  conforme  à  la  huitième  et  neuvième  condi- 
tion; mais  cela  n'existe  pas.  On  voit  de  suite  que  ces  nom- 
bres sont  tous  divisibles  par  80.  Effectuant  la  division, 
on  trouve 

(  B=10366482 

i"  Troupeau.  ..    j  b  =    72o636o 

'  1757284a 
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S  =   746054 

.  U  =  4893346 


12353760 


3-  Troupean...   !  *  =    35t58ao 


/  3  =    4 '49387 
'  Troupeau . . .  \J  =    54392i3 


4149387  =9'. 11. 4657; 

4637  est  un  nombre  premier.  3  n'est  divisible  ni  par  1 1 
ni  par  4  6  5  7  -,  ces  nombres  sont  donc  les  plus  simples  qui 
satisfont  aux  sept  premières  conditions. 

Le  total  se  monte  à  60389082,  renfermant  : 

Taureaux »      '^33  (443 

Vaches   21054639 

Total ....     5o38go82 

29334443  =  6299  4657; 

deux  nombres  premiers  qui  ne  divisent  pas  le  nombre  des 

vaches. 

■  La  huitième  condition  estque  B  +  N  soit  un  carré; 

or 

B  +  N=  17826996  =  4.11.29.4657. 
En  multipliant  donc  tous  ces  nombres  par 
3.11.29,4657=4456749, 
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on  satisfait  à  la  huitième  condition  et  l'on  trouve 

!B  =  46200808287018 
b  =33116937723640 
783 1 77460 io658 

I  H  =  3324g6383o8a86 

2*  Troupeau ?..  =  21807969217254 

'  550576075262(0 

1  T  =  32793026546940 

3'  Troupeau j  *  =  15669127269180 

(    48462 1 538i6i ao 

IJ  =  18492776362863 
J  =2^207098537 
4273398346.400 

Taureaux 1 3o7362495©58o7 

Vaches.    cj383524i3o86i  1 

T0t.1l .  22457 i49o8i44'& 

Il  ne  reste  plus  que  ta  neuvième  condition  à  remplir, 
savoir  que  J+T  égale  un  nombre  triangulaire;  mais 
B  h-  I\  devant  toujours  rester  un  carré ,  il  faut  multiplier 
tous  les  nombres  trouvés  par  la  quantité  indéterminée  u* 
et  nous  devrons  satisfaire  à 

(J  +  T)  u'=:  5 1285802909803 «*=  î-^- 

102571605819606  a'  =  x*  +  xt 
a*  =  —  1  ±  Y/4-'0257i6o58ig6o6tt'  m-  1. 

La  quantité  qui  multiplie  4  est  paire  sans  être  divisible 
par  4;  donc  le  coefficient  de  u1  n'est  pas  un  carré  parfait; 
par  conséquent ,  il  existe  une  infinité  de  valeurs  ration- 
nel les  «t  entières  de  «  qui  donne  pour  radical  un  nombre 
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«Hier  nécessairement  impair  (Lecrhdbe,  Théorie  des 
nombres)  et  x  sera  entier  et  positif;  an  résumé,  il  s'en- 
suit que  la  question  a  un  nombre  infini  de  solutions. 

Si  l'on  n'avait  égard  qu'aux  taureaux,  on  aurait  pour  sa- 
tisfaire aux  trois  premières  conditions  : 

B  =  2M6, 
N  =  1602, 

T=  i58o, 

J=  89., 
B  -h  N  =  38»8, 
T  +  J  =  247 1 . 

Quatre  savants  se  sont  occupés  decc  problème'.  Le'rcc- 
teur  Christian  I.eist  a  montré  non-seulement  l'exactitude 
des  nombres  donnés  par  le  scoliaste,  mais  a  trouvé  les 
nombres  les  plus  simples  donnés  ci-dessus.  Son  travail 
est  inséré  dans  l'ouvrage  de  Leasing  cité  ci-dessus. 

A^  l'occasion  d'une. solennité  académique  qui  devait  a  voir 
lieu,  MM.  Struve  pèfe  et  fibont  publié  l'opuscule  suivant: 
dites  grieckisch.es  Epigramm  mathematischen  Inkalts 
von  Lessing  erst  einmat  zurn  Drucke  befordert  jetzt  neu 
abgedruckt  und  mathematisch  und  kritùch  behandelt: 
Ancienne  épi  gramme  grecque  d'une  teneur  ma  thématique, 
publiée  pour  la  première  fois  par  Lessing  ;  éditée  de  nou- 
veau et  traitée  sous  le  point  de  vue  mathématique  et  cri- 
tique par  le  D'  J.  Struve,  directeur  du  gymnase  royal  à 
Ahona  et  le  LV  K..-L.  Struve ,  directeur  du  gymnase  com- 
munal de  Konigsberg,  père  et  fils.  Altona,  i8ai;  in-8 
de  47  pages. 

Le  texte  origiual  de  quarante-quatre  vers,  alternative- 
ment hexamètres  et  pentamètres,  est  à  la  riage  7;  il  est 
suivi  d'une  traduction  vera  pour  vers;  viennent  ensuite 
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des  calculs  beaucoup  trop  longs  pour  les  lecteurs  auxquels 
ils  s'adressent.  Nous  les  avons  rapportés  ci-dessus  eu 
changeant  l'ordre  ,  moyen  d'abréviation.  Les  calculs  sont 
du  père;  il  croit  que  le  nom  d'Arcbimède  est  une  pure 
invention.  En  effet,  cette  épi  g  ranime  est  complètement 
étrangère  à  l'esprit  des  travaux  qui  appartiennent  incon- 
testablement au  géomètre  sicilien  ;  Struve  père  pense 
même  que  les  deux  dernières  conditions  ont  été  ajoutées 
depuis.  C'est  encore  probable ,  car  les  solutions  du  sco- 
liaste  pour  les  sept  premières  conditions  sont  justes  et 
on  lui  fait  dire  une  chose  fausse  pour  les  deux  dernières 
conditions.  D'ailleurs  ,  la  neuvième  et  dernière  condition 
consiste  à  résoudre  en  nombres  entiers  l'équation  indé- 
terminée * 


a  n'étant  pas  un  carré  ;  solutions  que  l'on  ne  connaît  que 
depuis  Pell  {(666).  Slruve  dit  que  c'est  là  le  nœud  gor- 
dien. Il  n'y  a  rien  là  de  gordien;  le  seul  embarras  est  la 
longueur  des  calculs'  qui  ne  valent  pas  la  peine  d'être 
faits. 

L'opuscule  est  terminé ,  à  partir  de  la  page  38 ,  par  les 
observations  critiques  qui  sont  de  Struve  fils.  IVous  les 
avons  indiquées  su  bas  du  texte.  Du  reste,  il  déclare  ne 
rien  comprendre  aux  vers  35  et  36 ,  à  cause  de  l'expression 
jiïiïBoi.  Car  les  Grecs  avaient  diverses  dénominations  pour 
les  nombres  solides  (nvtoi  )■  résultant  du  produit  de  trois 
facteurs  :  i°  *»£*' ,  les  trois  facteurs  étant  égaux  ;  a"  rçmlr- 
*•;,  coins,  les  trois  facteurs  inégaux;  3°  JWAr,  pou- 
tres, deux  facteurs  égaux  et  le  troisième  plus  grand; 
4°  vMirlfoç,  briques,  deux  facteurs  égaux  et  le  troisième 
plus  petit.  Ainsi  *-%»$£  ne  peut  signifier  un  carré  comme 
cela  devrait  être.  L'auteur  soupçonne  que  le  passage  est 
corrompu  on  qu'il  y  a  quelque  omission.  Nous  verrons 
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une  autre  explication  dans  la  brochure  suivante  à  laquelle 
donna  lieu  une  autre  solennité  académique  :  Ad  mémo- 
riam  Kregelïo-Slernbachianam  in  auditoiio  Jurecon- 
sultomm  die  XVlI;WiïMDCCCXXVIII.rI.IX  celebran- 
dam  invitant  ordinum  académies  Lips.  Decani  Seniores 
ceterique  adsessores.  De  archimadis  problemate  bovino. 
Brochure  in-4  de  1 3  pages. 

Charles  de  Sternbach,  homme  généreux,  avait  in- 
stitué un  prix  d'encouragement  pour  l'étude  des  ma- 
thématiques à  l'université  de  Leipsig.  M.  Frédéric- 
Edouard  Thieme ,  jeune  homme  versé  dans  ces  sciences, 
lut  cette  production  pour  célébrer  l'anîversaire  de  Stern- 
bach. L'auteur  critique  vivement  l'œuvre  des  Struve  et 
blâme  avec  raison  certaines  jovialités  qui  sont  d'un  goût 
un  peu  hasardé,  et  il  propose  une  exégèse  qui  amène  des 
nombres  complètement  différents  de  ceux  de  Struve.  Il 
conserve  rtrfmx?  i  mot  final  du  verset  24  du  manuscrit  que 
Struve  a  remplacé  par  mtft'w,  ce  qui  change  la  sixième 
condition  en  celle-ci  :  Les  vaches  tachetés  formaient  les 
quatre  cinquièmes  plus  les  quatre  sixièmes  de  toute  la 
partie  jaune.  Alors  les  nombres  suivants  satisfont  aux 
sept  conditions  : 

|  B      48066018 

i"Troupeau ]  *       4798l94«  =  ^  de  a» 


3"  Troupeau . 


3459.986 

47673054  =  -2-  de  3- 


82i65o4o 
34116940 


io5o4oi2o 
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I  J        19339363 

4'  Troupeau j  J        2973o987  =  ^  de  '° 

(  4897°35o 

Le  nombre  des  vaches  est  plus  grand  que  celui  des  tau- 
raux,  tandis  que  c'est  le  contraire  dans  le  calcul  précé- 
dent.    - 

Le  changement  le  plus  important  est  dan*  les  vers  35 
et  36  que  M.  Thieme  lit  et  ponctue  ainsi  : 

.  .  .  T»  l'an  wtfù  fiçtl*,  »imi 

Le  sens  est  ;  Quant  à  ce  qui  concerne  les  cotés  qui  cir- 
conscrivent de  toutes  parts ,  les  plaines  de  la  Sicile  étaient 
remplies  de  cri^uei, c'est-à-dire  que  chaque  côté  du  carré 
B  -+•  N  doit  être  un  nombre  brique;  de  sorte  qu'on  doit 
satisfaire,  ditM,  Thieme,  à  ces  équations 

(B  +  H)*  =  38a8* 
=  le  carré  d'un  nombre  brique  =  y*  {y  —  *)*, 

(TH-J)*  =  247i* 

—  un  nombre  triangulaire  as  — ^ -. 

(»  +  H  +  T  +  J)jr  =  6a99* 
=  un  nombre  triangulaire  =  — ■■ 

Pour  satisfaire  à  la  première  équation,  il  faut  que  l'on  ait 

«=igi4r>, 

et,  par  conséquent, 

4942.19l4r'=   B'-f-H, 

12598.  igi4  r*  =  p'  -+-  p. 

Il  est  impossible  de  satisfaire  simultanément  à  ces  deux 
équations,  mais  la  troisième  équation  n'est  pas 'exigée. 
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La  seconde  équation  donne  un  nombre  indéfini  de  solu- 
tions; la  première  équation  devient 

il  suffit  de  prendre 

X=r     et     /->38a8; 

il  y  a  donc  une  infinité  de  solutions . 

M.  Thieme  croît  que  l'épîgramme  est  d'Archimède, 
parée  qu'elle  est  citée  sous  ce  nom  dans  une  scolie  sur  le 
Ckqrmide  de-Platon  et  dans  l'ouvragede  Héron  d'Alexan- 
drie sur  la  nomenclature  des  vocables  géométriques.  Ce 
sont  de  bien  faibles  arguments.  M.  Thieme  dent  de  son 
collègue  M.  Molweide,  que  Gauss  avait  résolu  le  pro- 
blème, mais  en  adoptant  les  énoncés  du  scoliaste  et  de  ses 
interprètes  ;  ces  énoncés  étant  faux ,  à  ce  que  pense 
M.  Thieme,  cette  solution  ne  se  rapporte  pas  à  la  pensée 
d'Archimède;  c'est  ce  qui  l'a  engagé  à  ne  pas  s'adressera 
Gauss  pour  demander  sa  solution.  Cette  abstention  est 
regrettable. 

Nous  devons  la  communication  de  cette  brochure  et  de 
l'opuscule  de  MM.  Struve  à  M.  Vincent,  membre  de  l'In- 
stitut, qui  fait  un  usage  si  libéral  des  ouvrages  d'érudition 
qui  composent  sa  précieuse  bibliothèque. 

nPOBAHMA 

twtp  A'PXIMHAhï  ■>  iwiyfMfifaeii  gipmy  toÎV  ii  'AAi^m/pi'is 

xifi  rmSr*  wf/ay/utruiiftliiis  Ç^ri»  iuriirriiMt, 

i>  rjf   «pi*-  'EPATOS0ENHN   rii    KÏFHNAION. 

IlXtSii  it\ltli  Cair,  i  it7rt,  ftirpiieit, 
tfiiTtd'i* trrnrttt,  liftir'x'"  «fi'it, 
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liimi  «p  «>  rti'iitt  Xi^tAjc  w«'  iî«^j-ir«  >»«» 

5.    Xpe/jjr  aA>wn)Tl ;  rd  (ti>  AlWuM  yitA.ïj^Toï, 
Ku*n»  <J"'  inpti  ;gp*ft*ri  A*/t'(/tirg>, 

AXAoyi  ^mi  ^vUi,  j-ô    J"i    xnlxiAo».  'El  J"f  itJH-7-K 

£ri£ijï«w  t*ùpoi  icM'lm  C/iBi/tint 
ZVftfttTfîtJS  TtlijrS'l  TlTln^OI-li.  *ApJ»rp(^«ï  ^ti» 
)  O  .  Ku«ti*ri  Tttipm  iftlni  ii~t  r/irm  | 

Ksi  &»0i7r  ritatant  ismc,   «  £■!>■,  ><«»>. 

-Aur*p  %v*noof  ri  rlrfurM  ftipiï 
MiuTtxt'"'  ™"  tri/twvm,  «ri  £«r0««  ri  «■■«. 
Toùc  J"  îixaXtartftitaiit  wn*H*xp*rXt  «5 pi.' 
■  5  .      Afymii  rmuioan  txr*  fttfti,  t€iiftiff  ri, 
Km  Ç«t0««  surir  *£«■  înÇtftltwt. 
BlJuMlrt  ii  Civrt  rît  î'iTiMrs-  MwÂrftjffif  fût 

H™i  rvftirmrtit  xontitir  icyiXttt 
TmrfttmTf  Tl  pîpfl  Hi  rir««r)>  «pi^ii  irtu. 
20.  j*i»rnp  EUaria/  r«  TtTfmru  *»  't«Jjj>. 

.  MiKTo^fo*!  saî  niftirrÊi  iftéi  ftifti  injÇori, 

£•>  T«upO(f  »i«WI     IlV  rSjKO»    îp^O^O*!. 

2*»e«rplj-«»  ?  Icy'tXiif  r'tfirrH  fiipn  nft  tmiltyr* 
n«J«Ai(f  imipiSfMi  irA^îor  ix0'  •W'piMf  (*)  ■ 
35  ■    Ix>9<ù  fifiB/tit/tr»  fûfmt  rpiVsr  ifûrti  mu 
'  AjyiuBs  «yiAirr  iCJ^mt*  ri  /tlpi'f- 
Eiîn,  n>  J"»!^"'»  S"»'  ■*«V*i  BrpiBlr  11'»*». 
X«cif  |«ir  rnifui  Çtraipim  ipiB/tttt 

3o.        Oi*iïïJ)fr  si  *i>»i,  alS'itfiQftîi  ■J.jjV, 

Où /if  •  Va  yi  cr-sf  01V  impi'&iuw,  «M'iBi  Çok^ii 

Kmù  ™fi  raîirs  £«■■>  viAmm  ■,»6( . 

'Apyïrpijçic  TKÎfti  fàt  tru  fu^aûntw  whifiei 

ICmHOif  in-ni'iiUiri Jot  iriuiriai 

35.   UlrCâSat  ne  »«f*r  rt  r«  J'ii  irtpituiKt*  witrn 

nlftwXnm  wlîr&au  epiiHiV  si Jj'b. 

H»Sii  J'aSriJr»  ■>«  *»phJW  «Sf iwtimr 

[')  D»i»  le  manuscrit  il  y  a  -m,.*'- 
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LVror'  i/AfJi^t  î^i'ir  'fX*/""' 

'S-xMl*1  Tt\uï»rrtç  Tt  rfltpirrli'af  «un  H-fttnrri* 
qO.         'AXXi^âi?  Ttofii,  «rr'  ijrjAiiirijitfraiT. 

TïDIK  (TUllîlUpWr  «ai  in  a-pwri'cfisrn  MlftîtUf, 

Kxi  -rtofilmt  Initiait,  i  {iri,  sriir-.-*  stf'rpn 
E°j-ia  sv^s'ar  mf  pâset-"  i'rfi  ri  «v>r«F 

KlKp^u'rs*  rop'fji  ï/tirri»f  il  **?t*> 

Notes  philologiques. 
'  Hpx}/ia?u>ofiit*!c,  le  manuscrit  a  ^piyuBt«/itmî;. 

Voit.  O&BlMlM. 

Ver*  i3  al  ai.  MwnJttim,  probablement  des  faute*  d'Impression;  peut* 
être  -iinijji«,  pointillé,  piqueté  de  diverse»  couleurs,  tacheté. 

Vera.  i^.  TI*izi>oj)^arrac>  c'est  ainsi  dans  le  manuscrit.  Leasing  a  mai 
corrigé  en  écrivant  «Maixe^gic,  il  ne  s'est  pas  aperçu  que  c'est  un  «ers 
pentamètre. 

Yen  16.  Avrit;  Leasing  met  avnûf  ;  probablement  une  faute  d'impres- 
sion.' 

Vers  ai.  Leasing  met  «aie.  -  -  sp^t/iir». 

Vers  .3.  L.  «ytlijc;  Il  faut X'ay-Mf. 

Ver»  a4-  Leasing  met  sj;»».  •ntfxxfi  ce  qui  ne  présente  pas  de  sens,  car 
le  vp.ra  nnit  an  dernier  mot  ;  On  propose  de  lire  «r-unc. 

Vers  ao,.  L.  £»m'w.  * 

Vers  Si,  L.  ii  «fii/mi,. 

TRADUCTION. 
Problème  que,  dans  une  lettre  adressée  à  Êratostkctte  de  Cfrène,  Archimède 
.   a  proposé  à  ceux  quj.s'occupent  de  ces  matières  à  Alexandrie. 
O  ami!  calcule -moi  le  nombre  de  bêtes  à  contes  de  Hélios, 
mais  penses-y  sérieusement  si  tu  prétends  fi  la  science. 
En  quel  nombre  paissaient- elles  dans  les  plaines  de  la  Sicile, 
l'île  aux  trois  angles?  Elles  se  partageaient  en  quatre  troupeaux 
5.  divers  en  couleur.  L'un  était  blanc  comme  du  lait, 
l'autre  brillait  d'une  couleur  noire, 

tin  autre  était  jaune  et  encore  un  tacheté.  Chaque  troupeau 
renfermait  des  taureaux  en  grand  nombre  et  ils  étaient 
les  uns  aux  autres  dans  ces  rapports  :  I.  Les  blancs  étaient  autant 
10,  que  la  moitié  et  le' tiers  ensemble  des  noirs 
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plus  tous  les  jaunes;  ainsi  remarque  bien  cela. 

II.  Ensuite  les  noirs  égalaient  la  quatrième 

et  cinquième  part  des  tachetés,  plusencoretous  les  jaunes. 

III.  Considère  les  tachetés  encore  restants; 
i5.au  sixième  et  au  septième  des  taureaux  blancs, 

plus  au  nombre  total  des  jaunes,  ils  sont  égaux. 

Il  y  a  encore  les  vaches.  IV.  Les  blanches 

étaient  du  troupeau  noir  entier 

exactement  le  tiers  plus  le  quart. 
20.  V.  Les  vaches  noires  autant  qu'un  quart 

et  un  cinquième  de  tout  le  troupeau  tacheté, 

lorsque  ce  troupeau  paît  ensemble  avec  les  taureaux. 

VI.  Les  vaches  tachetées  faisaient  un  cinquième  plus  un  sixième 

de  toute  la  partie  jaune. 
25.  VII.  Les  vaches  jaunes  autant  qu'un  demi-tiers 

et  un  septième  de  toute  la  partie  blanche  du  troupeau. . 

Ainsi,  si  tu  me  dis  maintenant  nettement  le  nombre  des  bétes  à  cornes  de 

à  part  le  nombre  des  taureaux  bien  nourris ,  [  Hclios, 

à  part  les  vaches  et  combien  de  chaque  couleur , 
3o.  on  ne  t'appellera  pas  maladroit  ni  înexpett  dans  les  nombres , 

cependant  on  ne  te  comptera  pas  encore  parmi  les-s^vants.  Car,  viens 

ce  qu'on  rencontrait  chez  les  bétes  à  cornes  de  Hélios.  [et  dis -moi  encore 

VIII.  Si  la  foule  des  taureaux  blancs  se  réunissait 
aux  noirs,  ils  présentaient  une  surface  égale 

35.  en  longueur  et  en  largeur.  Alors  leur  granfe  étendue  * 

remplissait  de  son  aire  toutes  les  plaines  de  l'île  aux  trais  angles. 

IX.  Ensuite,  si  les  taureaux  jannes réunis  aux  tachetés 

se  formaient  avec  un  en  tête  et  croissaient  successivement  de  un, 
ils  formaient  la  figure  d'un  triangle ,  sans  qu'il  y  eut  avec  eux 
4o.  des  taureaux  d'une  autre  couleur  et  sans  remarquer  leur  abscense. 
*  Si  tu  trouves  cela  et  le  mets  dans  ton  esprit , 
situ  peux,  à  ami,  indiquer  la  mesure  de  tousces  nombres, 
alors  avance  glorieux ,  triomphant  ;  sois  convaincu 
que  tu  es  un  homme  accompli  en  cette  science. 
Note.  Les  chiffres  romains  indiquent  les  neuf  conditions. 
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BIBLKKHÏAPIHE  III  JEU  DES  ECHECS. 


Beaucoup  de  géomètres  jouent  aux  échecs;,  tous  du 
moins  connaissent  ce  jeu,  qui  exige  mentalement  des  so- 
lutions continuelles  et  successives  de  problèmes  de  la 
géométrie  de  situation  (*). 

Nous  croyons  que  celte  Note  peut  n'être  pas  sans  in- 
térêt et  réclamons  l'indication  d'ouvrages  omis ,  d'éditions 
omises  et  des  renseignements  divers. 

i5i2.  Damiano  :  Libro  imparare  Giuocasc.  Roma 
(  italien  et  espagnol } . 

i55i.  Lopez  :  Libra  de  la  invention  libérale  y  arte  de 
jnego  del  Axedres  en  A'cara. 

1617.  Selenus  (Gustavus)  :  Das  Schach  nnd  Konigspiel. 
Leipzig;  in-folio.  Le  nom  véritable -de  l'auteur  est  Augus- 
tus  Huneburgicius  devenu  duc  de  Wolfenbutlel,  prince 
très-savant. 

i663.  Gustavus  Selenus,  id  est  Augustus  berzog  zu 
Braunscbwey  und  lùnen,  Scbacb  ader  Konigs-Spicl. 
Frankfurt,  in-12. 

1664.  Christophorus  Weickman  :  Ncu  erfundencs 
grosses  Konigs-Spiel,  welchessich  mitdem  Scbacb-Spiel 
in  etwas  Ewar  verglichl,  jedoeb.  aber  von dcmselben  darin 
nnterschieden,  das  vie  jencs  nor  selb  andern,  dièses  selb 
dritt,  wiert,sechlsuiidselbachtgesppieUvrerdenkann,ctc. 
Grand  jeu  royal  nouvellement  inventé,  qui  ressemble  en 


(*)  Le*  jeux  de  cartes  na  Boni  que  des  combjts  de  nombre*  de  l'Aritfc- 
mamachie.  Remplace!  les  flgurc*  par  des  nombres  et  les  couleurs  par  des 
indices,  pergonne  no  voudrai!  jouer. 
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quelque  chose  au  jeu  des  échecs,  niais  en  diffère  en  ce 
que  celui-ci  ne  se  joue  qu'à  deux,  tandis  que  l'autre  peut 
se  jouer  à  trois,  à  quatre,  à  six  et  .même  à  huit,  etc. 
Ulm;  in-folio. 

1667.  Carera:  Del  giuoco  degli  scacchi.  Piossi. 
1673.  Holli  :  Osservationi  teoriche  pratichc  sopra  il 
giuoco  deglî  scacchi.  Bologna. 

167.... Barbier:  Game  ofChess  play,'beinga  princely 
exercise,  wherein  thelearner  may  profit  more  by  rcading 
this  small  book,  than  by  playing  a  thousand  matebes 
Lond.;in-8. 

1679.  Palamedesredivivus,  das  ist,  unterricht  von  dem 
stimm  oder  Schacb-Spiel ,  Picquet-Spiel ,  und  Thum- 
Spiel,  Rumpfordnnng  und  Regeln  von  Billard.  Leipzig, 
1679; in-12. 

1694-  Th.  Hyde  :  De  ludis  orienlalibus,  Iib.  II.  Oxonii  ; 
in-8. 

1699.  Greco  (Calabrois)  :  Le  jeu  des  échecs,  traduit  de 
l'italien.  Paris. 

1735.  Joannis^Rezzetti  :  Ludorunt  scientîa.  Venetiis; 
in-4°- 

1 737.  Siamma  :  Essai  sur  le  jeu  des  échecs.  Paris. 
1750.  Dal  Rio  :  Osservazioni   pratiche  sopra  il  giuoco 
degli  scacchi.  Modena. 

1759.  Euler:  Solution  d'une  question  curieuse  qui  ne 
parait  soumise  à  aucune  analyse  sur  la  marche  du  cava- 
lier sur  l'échiquier  (Mémoires  de  l'Académie  de  Berlin, 
tome  XV,  page  3io). 

1766.  Cozio  :  Il  giuoco  degli  scacchi;  deux  volumes. 
Torîno.  . 

1771.  Vandermonde,  Académie  des  Sciences,  pro- 
blème du  cavalier,  p.  566. 

1773.  Colini  :  Solution  du  problème  du  cavalier  au 
jeu  des  échecs.  Mannheim. 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  »7  ) 

i775-  Voir  1786. 

1 777.   Pbilidor  :  Analyse  du  jeu  des  échecs.  Londres. 

178a.  Pouzïani:  Ilgiuocoîncomparabiledegliscacchi. 
Modeua. 

1786.  Traité  théorique  et  pratique  du  jeu  des  échecs 
par  une  société  d'amateurs.  Paris.  La  première  édition 
est  de  1775. 

1793.  Zuylandde  Niewelih:  Supériorité  aux  échecs, 
mise  à  la  portée  de  tout  le  monde;  in-8. 

1808.  Sarrat :  Treaties  ou  the  gameof  chess.  London; 
deux  volumes. 

1811.  Allgaîco:  Neue  theorischepracklscbe  anweisung 
zum  schachspiel.  Wïeu. 

181a.  Anonyme  :  Il  gïuoco  incomparabile  degli  scac 
chi.  Vcnezia. 

1817.  Kenny'schessgrammar.  London. 

1818.  Chess  exercise.  London. 

1818.  The  games  of  the  match  at  chess played belwceu 
the  London  and  the  Edinburgh  chess  club  with  back 
games. 

1818.  The  games  of  the  match,  etc.,  with  back  games 
by  theçomityof  Edinburgh. 

18a  1.*  New  treatiea  on  the  gamc  of  chess  upoo  a  plan 
of  progressive  improvement  hitherto  unattempled.  Lon- 
don. 

i8aa.  Cochrane:  A  treaties  on  the  gameof  chess.  Lon- 
don. 

i8a3.  Nouvelle  notation  de  parties  et  coups  d'échecs, 
etc. ,  par  une  société  d'amateurs  et  Philidor.  Paris;  in-8. 

i8a5.    Anonyme  :  Studies  of  chess.  London. 

i8a5.  Reinganum  (Benoni)  :  Oder  die  Vertheidigun- 
gen  gegen  die gambitznge.  Francfort. 

1826.  Silberschmîdt  :  Die  neue  endecktengeheimnisse 
im  gebietbe  des  scharhspicls.  Braunschwcig.  * 
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l8a6.  Ciccolini  :  Del  cavallo  degli  siacchi.  Pans. 

1829.  Sîlberschmidt  :  Angriffin  Vertheidigung  gegen 
gambitzuge.  Braunschweîg. 

i83o.  Problème  du  cavalier.  Théorie  des -nombres  de 
Legcndre  ,3e  édition,  t.  II, j>.  i5i. 

i83i.  Lewis:  A  séries  of  progressive  lessons  on  ihe 
game  of  chess.  London. 

i83a.  Lewis  :  A  second  séries  of  lessons  on  the  game 
ofchess.  London. 

i83a.  Fift  gantes  atchess.  London. 

i833.  L.-C.  delà  Bourdonnais:  Nouveau  traité  du  jeu 
des  échecs  ;  deux  volâmes  (  rare  ) . 

i833.  G.  Walker  :  A  new  irealies  ofchess.  London. 

i834»  Philidor  and  hîs  contemporaries.  London. 

1 835.  Chess  niade  easy.  London. 

(835.  Chess  for  beginners.  London. 

i836.  Greenwood  Walker  :  A  sélection  of  game»  at 
chess  played  in  London  by  the  laie  A.  M.  d'Oiinel  and  de 
la  Bourdonnais.  London. 

1837.  The  match  played  by  the  chess-club  of  Paris 
and  Westminster.  London. 

1837.  A.  Alexandre  :  Encyclopédie  des  échecs,  ou  Ré- 
sumé comparatif  en  tableaux  synoptiques  des  meilleurs 
ouvrages  écrits  sur  ce  jeu  par  les  auteurs  français  et  étran- 
gers tant  anciens  que  modernes,  mis  à  l'usage  de  toutes 
les  nations  par  le  langage  universel  des  chiures.  Paris  et 
Londres. 

Format  atlantique;  les  explications  sont  données  en 
quatre  langues:  française,  anglaise,  allemande  et  ita- 
lienne. Prix  :  3o  francs  broché;  et  36  francs  cartonné. 

184.. ..  On  the  knighis  move  ai  chess,  Cambridge  and 
Dublin  matheintic  journal,  1"  série.  Vol  III,  page  333  ; 
par  le  révérend  Moou. 

1849-  Introduction  pratique  au  jeu  des  échecs,  com- 
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prenant  le  Gomîto  do  Damiano ,  l'Anonyme  de  Modène , 
la  Centurie  de  Lolli ,  etc.,  publiée  par  Poirson ,  Prug- 
neaux,  Commercy;  în-ia. 

1 849.  Kling  (J)  :  The  chess  Euclid  :  a  collection  of 
aoo  chess  problems  and  end-games .  In-8  ;  with  a6  pi.  ; 
London. 

i836  à  i85i  .  Le  PaUmède,  revue  mensuelledes  échecs 
et  autres  jeux. 

1"  série,  par  M.  de  la  Bourdonnais ,' de  i836à  i84o; 
ii  mois  iu-8 et  4  mois  in-ia. 

ae  série,  par  M.  Saint-Amant,  1 84 1  à  1 847  ;  in-8 ,  grand 
raisin. 

3'  série,  La  Régence,  faisant  suite  au  Palamède  1849 , 
i85oet  i85i.  3  vol.  in-ia.  * 

1 85 1 .  Volpicelli  :  Sur  le  problème  du  cavalier  (Comptes 
rendus  des  séances  de  l'Académie,  t.  XXXI,  p.  3i4). 

i854.  Sur  le  problème  du  cavalier  au  jeu  des  échecs 
(Nouvelles  Annales,  tome  XIII,  page  181  ). 

....  Rabiano  (comte  de)  :  Les  échecs  simplifies  et  ap- 
profondis, ouvrage  entièrement  neuf,  dans  lequel  une 
théorie  générale  et  facile  ramène  à  l'unité  rigoureuse  les 
préceptes  de  détails,  règles,  etc.,  épars  dans  le  traité 
in-8. 

184 Witcomb  :  Traité  du  jeu  des  échecs,  par  M.  Le- 
wis, traduit  de  l'anglais  par  H.  Witcomb  et  arrangé  selon 
le  système  texicographique  de  M.  Kieseritzky  {*).  In-8. 
(Foir  i83i.) 

i85a.  Ferdinand  Minding  :  Sur  la  marche  du  cava- 
lier (Journal de  Crelle,   t.  XLIV, p.  73;  en  allemand). 

(')  Mort  à  Paris  en  i851  ou  [85j. 


Bullrlin  malhéniirliqiit,  l.  I".  (Septembre  i85S.) 
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PROBLÈME  DE  BOVINO  (rectiïicuion) 

(Toirp.,.11*). 

L'opuscule  dont  il  est  question  (p.  119)  est  de  M.  Her- 
mann (Godefroi)  (*)  et  nou  de  M.  Edouard  Thicmc  qui 
a  seulement  prononce  le  discours  d'apparat  pour  la  so- 
lennité académique.  C'est  à  l' obligeance  de  M.  Vincent 
que  je  dois  encore  cette  correction. 

Ncssclmann  (G. -H. -F),  dans  son  célèbre  ouvrage  sur 
l'histoire  de  l'Algèbre  chez  les  Grecs  (**),  consacre  les 
cinq  dernières  pages  à  notre  problème.  Adoptant  l'opinion 
de  Klugcl  et  de  S^Struve,  il  fait  ressortir  l'impossibilité 
d'attribuer  une  telle  production  à  Archimèdc,  et,  d'après 
le  mauvais  goût  que  l'on  remarque  dans  le  style  et  la  fac- 
ture poétique,  Nesselmann  pense  que  cela  peut  être  le 
travail  d'un  écrivain  du  xiv'  siècle ,  et  même  plus  récent. 
Car  Planude  et  Krcphalas,  auteurs  du  xivc  siècle,  qui 
recherchaient  avec  ardeur  de  semblables  bagatelles, 
n'ont  pas  admis  ce  problème  dans  leurs  collections. 
La  huitième  et  la  neuvième  condition  sont,  selon  l'o- 
pinion de  MM.  Hermann  et  Nesselmann,  une  super- 
fétation  faite  postérieurement  à  la  solution  donnée 
par  le  scoliaste.  Car  cette  solution  est  exacte  pour  les  sept 
premières  conditions  et  fausse  pour  les  deux  dernières, 
qui  paraissent  avoir  été  ajoutées  par  quelqu'un  entière- 
ment étranger  à  la  science  des  nombres,  et  qui  s'est  amusé 
a  proposer  une  difficulté  dont  il  ne  comprenait  pas  la 
portée.  MM.  Struve,  Hermann,  Nesselmann  font  à  ce 
sujet  des  raisonnements  sur  l'étendue  de  la  Sicile,  sur  le 

(*)  \o\r  Bibliothèque  dei  auteurl  clasiiquci  gréa  <l  romains,  par  Guil- 
laumo  Erige!  m  non.  Paria,  1847  ;  in-S. 

(")  Die  «Içrbra  der  Gnrefccu.  Berlin,  iR^a;  in-8, 
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nombre  des  bêles  à  cornes  qu'elle  peut  contenir,  nourrir, 
sur  le  rapport  entre  les  bœufs  et  les  vaches,  etc.  Comment 
des  esprits  aussi  sérieux ,  aussi  distingués,  peuvent-Us  se 
livrer  à  de  semblables  considérations  à  propos  d'un  ba- 
dînage  littéraire  où  l'auteur  n'a  eu  pour  but  que  de  donner 
une  forme  dramatique  à  une  question  d'arithmétique  (*)  ! 


BIBLIOGRAPHIE. 

Traité  d'Arithmétique  théorique  et  pratique  en  rap- 
port avec  les  nouveaux  Programmes  d'enseignement , 
terminé  par  une  petite  Table  de  logarithmes  disposée 
comme  les  Tables  de  Callet  ;  chaque  théorie  est  suivie 
d'un  choix  d'exercices  gradués  de  calcul  et  d'un  grand 
nombre  de  problèmes  ;  par  le  P.  P.  Faton,  de  la  Com- 
pagnie de  Jésus.  Paris,  ï854  ;  in-iade  viu-328  pages. 
Avec  l'épigraphe  :  Deus  scîentiarum  dominas  est 
(IReg.  !.)(«). 

L'auteur  anonyme  de  l'ouvrage  :  Arilhmetices  inlro- 
ductio  ex'variis  auûwribus  concinnata ,  i5^6,  in- 4,  a 
pris  pour  épigraphe  le  distique  suivant  : 

îngenua;  ridens  artes  mercator  avants, 

Negligit  kanc  minime, provenit  unde  lucrum. 
En  effet,  ceux  même  qui  font  le  moins  de  cas  des  arts 
libéraux,  ne  négligent  pas  la  connaissance  du  calcul ,  au- 
tant qu'elle  est  nécessaire  à  leurs  intérêts;  ils  cultivent 
volontiers  les  procédés  sans  s'enquérir  des  principes  logi- 
ques. N'ayant  égard  qu'à  ces  dispositions  mercantiles ,  les 
arithmétiques  ont  été  dans  le  moyen  âge  puremen  t  descrip' 

(*i  Le  eataloEUu  imprimé  (17^0)  des  manuscrits  de  In  Bibliotlit't'jiit'  im- 
périale porte  l'épigramme  de  bovino  sous  1g  numéro  aij<j8.  Il  y  a  ueiit-OIM 
des  ïarianlas.  (Bretou  de  Champ.  ) 

(**)  Chc»  Maltcl-Bncliclier.  frii  :  3f  jj1.- 
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tifes  et  les  arithmétiques  raisonnces  ne  commencèrent  que 
vers  la  fin  du  xvn'  siècle.  C'est  une  preuve  évidente  dupro- 
grésde  l'esprit  humain  qu'aujourd'hui  tous  les  Traités  d'A- 
rithmétique  les  plus  usuels  ont  le  caractère  démonstratif. 
Toutes  ces  opérations,  en  dernière  analyse,  se  réduisent 
à  avoir  des  procédés  pour  compter,  soit  en  avant,  soit  en 
arrière,  le  plus  rapidement  possible;  les  moyens  logiques 
sont  restreints,  et  il  n'y  a  de  diversité  que  dans  l'exposi- 
tion, dans  l'ordre  de  succession. 

A  commencer  par  les  définitions,  nous  croyons  qu'en 
thèse  générale  il  ne  faut  jamais  définir  un  objet  avant  que  le 
cours  du  raisonnement  ait  amené  la  nécessité  de  définir 
cet  objet.  D'après  ce  principe ,  les  définitions  que  donne 
l'auteur  dans  son  Introduction  nous  paraissent  déplacées  : 
grandeur,  continuité,  discontinuité,  entier, fraction  /tou- 
tes ces  notions  ne  devraient  apparaître  queplus  loin.  Unité 
et  nombre  sont  les  deux  seuls  objets  à  définir.  Ce  n'est 
qu'après  la  division  que  se  manifeste  la  nécessité  de  faire 
la  distinction  des  entiers  et  des  fractions.  On  a  omis  la  dé- 
finition de  compter,  définition  capitale  ;  toute  l'arithmé- 
tique n'est  que  l'art  de  compter  promptement  eu  avant  vers 
-4-  oo  (addition),  eu  arrière  vers  — ao  (soustraction)  (*). 
Pour  faciliter  l'étude,  on  devrait  mettre  à  la  fin  une  table 
des  objets  définis  avec  renvoi  aux  pages  du  livre,  et,  pour' 
le  même  motif,  une  table  des  principes  et  des  théorèmes 
telle  qu'elle  a  été  donnée  par  Bczout  et  reproduite  récem- 
ment dans  la  petite  arithmétique  de  M.  Rambosson. 

Les  quatre  opérations  sont  si  bien  analysées,  qu'il  pa- 
rait impossible  de  ne  pas  comprendre;  toutefois,  on  s'est 
trop  étendu  sur  U  division  :  l'exposition  de  M.  Faucheux 
(Nouvelles  Annales,  p.  5i)  paraît  préférable.  Les  exem- 
ples sont  généralement  bien  choisis  et  souvent  iustruc- 

îduil  M.  Bertrand  it  introduire  (jra- 
j  srabreusns  (Algèbre,  i*  éd., p.  9). 
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lîfs;  la  divisibilité  des  nombres,  si  nécessaire  à  la  théo- 
rie, est  traitée  avec  soin,  et  on  fait  usage  de  notations 
littérales;  on  aurait  désiré  y  -rencontrer  la  méthode  des 
tranches  [Nouvelles  Annales,  p.  118).  Il  parait  utile  de 
faire  précéder  les  fractions  de  quelques  considérations 
sur  les  séries  des  nombres  consécutifs  fractionnaires ,  par 

.1234  1234  , 

exemple  -,  -,  -,  -,  etc.,  s,  ;,  =  1  ^  >etc,  et  de  mon- 
r       2222  3333 

trer  les  termes  égaux  qui  se  rencontrent  simultanément 
dans  ces  séries,  ce  qui  conduit  à  ta  théorie  des  nombres 
premiers,  etc.  Le  calcul  décimal  est  la  description  de  no- 
tre système  métrique.  On  y  fait  l'observation  instructive 
que  la  vraie  mesure  du  mètre  n'est  pas  3p'el1'  iiliBB",20,6, 
mais  H*1"1*  ii"*n",335  ou  bien  owi",5i3n8.  Dans  un 
ouvrage  uniquement  destiné  aux  classes,  est-il  convena- 
ble de  donner  les  mesures  anciennes?  C'est  douteux.  On 
aurait  mieux  fait  de  rejeter  ceci  à  la  fin  et  en  petit 
texte. 

L'exercice  sur  la  longueur  des  ondulations  lumineuses 
(p.  175)  est-il  bien  adapté  aux  connaissances  présumées 
des  lecteurs? 

Les  fractions  périodiques  sont  développées ,  selon  l'im- 
portance du  sujet,  avec  beaucoup  de  clarté.  Le  théorème 
de  Fermât  étant  la  base  implicite  de  tout  ce  qu'on  peut 
dire  là-dessus ,  n'y  aurait-il  pas  une  économie  de  paroles 
à  introduire  ce  théorème  dans  les  éléments  P 

Le  chapitre  XI  (p.  2o5)  est  consacré  aux  opérations 
abrégées  et  le  chapitre  XII  aux  approximations  numé- 
riques. D  semble  que  le  chapitre  XII  devrait  précéder 
le  XI".  Les  estimations  de  degrés  d'erreurs  sont  l'âme 
du  calcul  pratique,  qui  roule  toujours  sur  des  données  es- 
sentiellement affectées  d'erreurs ,  et,  soit  dit  en  passant, 
toutes  nos  trigonométries  sont  défectueuses.  Elles  don- 
nent des  formules  littérales  sans  nous  apprendre  les  degrés 
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d'erreurs  des  applications  numériques.  C'est  ainsi  que 
Gauss  a  trouvéquele  Thésaurus  logarithmorum  de  Vega 
renferme  plus  de  cinq  mille  résultats  inexacts. 

Pour  ces  deux  chapitres  si  importants ,  l'auteur  a  con- 
sulté l'ouvrage  de  M.  Vieille  :  Théorie  générale  des  ap- 
proximations. L'ouvrage  est  cité  p.  332  -,  c'est  une  rareté 
i>i  regionibus  nostiis. 

La  proportion  géométrique  ,  base  des  opérations  com- 
merciales, fournit  de  nombreuses  applications.  Les  solu- 
tions reposent  sur  la  méthode  du  baron  Reynaud ,  la  ré- 
duction à  l'unité. 

Aux  pages  a63  et  a65 ,  on  parle  de  mélanges  et  d'al- 
liages directs  et  inverses.  En  quoi  consiste  ici  l'inversion? 

On  donne  comme  question  (p.  280)  la  course  entre 
Achille  et  la  Tortue;  question  célèbre  dans  les  annales 
de  la  philosophie  et  qui  présente  une  difficulté  réelle, 
lorsqu'on  ne  compare  pas  le  flux  simultané  des  deux  con- 
tinuités ,  extérieure  et  intérieure ,  objective  et  subjective, 
espace  et  temps;  le  dx  et  le  i/r.flueut  simultanément. 
C'est  pour  n'avoir  pas  fait  cette  comparaison  que  M.  le 
docteur  Beaux  (Jean  Jacques)  est  parvenu  à  cette  étrange 
assertion,  que  l'espace  n'est  pas  divisible  à  l'infini  (article 
jitome  dans  le  Dictionnaire  de  Médecine  de  Pïysten, 
iS  1 4)-  Le  chapitre  des  logarithmes  est  terminé  par  une 
Table  de  1  à  4°°o  disposée  comme  celle  de  Callet.  C'est 
une  bonne  idée.  Nous  recommandons  comme  modèle  de 
simplicité,  de  rigueur,  sans  cesser  d'être  élémentaire,  ce 
qu'on  lit  sur  les  logarithmes  dans  Y  arithmétique  de  Quer- 
ret ,  ouvrage  précieux ,  imprimé  en  province  (  Saint -Malo, 
1822; iu-8  de  29a  pages)  et  très-rare  à  Paris  (*). 

(  *  )  L'idée  du  logarithme-Umile  est  très- commode.  Du  reste  ,  comme 
nous  Terrons  ,  la  véritable  nature  do  logarithme  n'a  été  connue  que  de 
Kepler.  Tout  logarithme  est  ^essentiellement  infini.  Le  rapport  de  deux 
de  cet  infinis  etlfai. 
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Dans  deux  pages  (3o8-3io),  M.Faton  donne  une  des- 
cription claire  et  suffisante  de  la  règle  à  calcul,  instru- 
ment très- utile  dans  ia.vie  domestique,  commerciale, 
industrielle  et  d'atelier.  Un  moyen  certain  de  déprécier 
cet  instrument  est  d'en  exagérer  l'utilité  et  d'en  vouloir 
■  préconiser  l'emploi  hors  de  ses  limites  naturelles.  Par 
quelle  fatalité  ne  pouvons-nous  rien  faire  en  France  sans 
dépasser  les  bornes,  sans  pousser  les  meilleures  choses 
jusqu'à  ce  qu'elles  deviennent  mauvaises? 

Si  nous  avions  l'arithmétique  à  enseigner,  nous  adop- 
terions comme  guide  le  Traité  que  nous  venons  d'analyser. 

Intention  nouvelle  en  l'Algèbre,  par  Albert  Girard, 
mathématicien;  tant  pour  la  solution  des  équations, 
que  pour  recognoistre  le  nombre  des  solutions  qu'elles 
reçoivent ,  avec  plusieurs  choses  qui  sont  nécessaires  à 
la  perfection  de  cesle  divine  science.  A  Amsterdam,  chez 
Guillaume  Jansson  Blaeuw;  MDCXXIX;  petit  in-4. 
Au  milieu  du  titre  est  une  sphère  armillaire  à  axe  in- 
cliné; à  la  droite  de  la  sphère,  on  voit  Hercule  avec  sa 
massue  et   la  peau   du  lion   de  Némée;   à  gauche,  le 
Temps  avec  sa  faux.   Au-dessous  du  la  sphère  on  lit  : 

IriDEFESSUS  AGENOO. 

L'ouvrage  n'a  aucune  pagination.  Au  bas,  le  registre 
va  de  A  en  H  ;  chaque  lettre  renferme  huit  pages  :  ainsi 
en  tout  soixante- quatre  pages. 

L'ouvrage  est  dédié  à  M.  Henri  de  Bergaigne  ,  capitaine 
d'une  compagnie  de  cavalerie  pour  messeigneurs  les 
Esta Is-Génér aux  des  Provinces-Unies  des  Pays-Bas.  Il  dit 
qu'il  lui  offre  trois  petits  Traités.  Le  premier  est  une 
briève  introduction  à  l'arithmétique,  et  les  deux  autres 
contiennent  quelques  nouveautés  en  l'algèbre  et  la  géo- 
métrie inconnues  des  modernes  cl  des  anciens. 
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Le  premier  Traité  débute  ainsi:  Complément  mathé- 
matique. Les  commencements  de  l'arithmétique.  Praela- 
tion  des  nombres. 

ire  masse.  Nombre,  mil,  milion,mil  milions. 

a'  masse.  Bilion,  mil  bilions,  milion  de  bilions  ,  mil 
milion  de  bi lions. 

3"  masse.  Triliou ,  mil  trîlions ,  milion  de  trilions , 
mil  milions  de  trilions. 

4°  masse.  Quadrilion ,  etc. 

Chaque  masse  renferme  douze  chiffres.  On  voit  que  le 
bilion  de  Girard  n'est  pas  le  même  que  notre  billion ,  de 
même  le  talion ,  etc. 

De  là,  il  passe  aux  quatre  cpnjugaisons.  Dans  la  sous- 
traction, le  nombre  supérieur  est  le  subject  et  le  nombre 
inférieur  X'exacteur.  Dans  la  division,  il  remarque  que 
le  diviseur  étant  19 ,  le  chiffre  du  quotient  est  la  moitié 
du  premier  chiffre  à  gauche  du  diviseur  s'il  est  pair,  et 
la  plus  grande  moitié  s'il  est  impair.  Cela  n'est  pas 
exact.  Le  chiffre  du  quotient  peut  être   aussi  la  petite 

moitié,  par  exemple  dans  — • 

Comme  préparation  aux  fractions,  il  indique  comment 
on  trouve  le  plus  grand  commun  diviseur  et  le  plus  pe- 
tit multiple  de  deux  nombres  donnés.  Il  donne  en  deux 
pages  les  quatre  conjugaisons  des  fractions  et  finit  par  la 
règle  de  trois. 

Il  a  les  mots  numérateur  et  dénominateur;  ce  sont', 
dit-il,  les  deux  notes,  note  supérieure  et  note  infé- 
rieure, , 

L'algèbre  commence  par  les  caractères  des  puissances 
et  racines. 

®>  @>  (£>  dénotent  les  puissances  secondes ,  tierces, 
quartes,  cli. 
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(?)  49  dénote  la  puissance  tierce  de  la  seconde  de  49 
ou  la  racine  carrée  du  cube  de  49;  c'est  toujours  343. 

Il  ajoute  :  Comme  J~  est  en  usage ,  on  le  pourra  pren- 
dre au  lieu  de  Q) ,  et  de  même  f  ~  au  lieu  de  (J) ,  etc.  ; 
il  indique  aussi  ce  signe  re . 

Des  caractères  de  conjonctions  et  disjonctions 
appelez  signes. 

■+-  s'appelle  plus,  vaut  autant  à  dire  que  et,  ou  bien 
encore; 

—  ou     !   signifie  moins  j 

=  signifie  différence  entre  les  quantités  où  il  se 
trouve  ; 

ff  signifie  plus  que  ; 

§  signifie  moins  que. 

Viennent  ensuite  les  quatre  conjugaisons  des  signes 
-h  et— . 

Tous  les  exemples  sont  numériques, 

La  racine  carrée  de  -f-  9  ert  -+-  3  ou  bien  —  3  ;  la  ra- 
cine carrée  de  —  9  est  indicible. 

Dans  la  division,  Gilbert  distingue  deux  sortes  de 
quotients,  par  excès  et  par  défaut.  Pour  en  donner  ma- 
tière d'exercices  aux  apprentifs ,  il  donne  une  [Table 
d'exemples  d'additions  de  radicaux  carrés.  Pour  la  divi- 
sion j-f  il  multiplie  haut  et  bas  par  c  —  i/d;  il  est 
inutile  de  répéter  que  ses  exemples  sont  'toujours  numé- 
riques. De  là  il  passe  à  V extraction  des  racines  des 
muhinômes  radicaux  et  d'abord  des  binâmes.  Exemple: 


par  la  méthode  en  usage,  sans  explication.  Il  distingue 
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avec  Euclide  six  espèces  de  binômes  conjoints  (\  a  +  yfb) 
et  six  disjoints  \\a  —  \~b). 

Racine  cubique  d'un  binôme.  \i  dit  que  sa-m'gfcn'a 
encore  été  inventée  par  personne  et  que  celle  de  liombelli 
est  fausse.-  Voici  cette  règle. 
On  a 

(«  +  <Jb)>  =  a' -h  Sab  +  \jl{b-h  3a'), 

(«•  +  3al,)>-{</l[l>+3a')]'  =  {a>~by. 

Ainsi ,  étant  donné  y' A  ■+■  ^B ,  pour  que  l'extraction  soit 
réalisable,  il  faut  que  A' —  lî  soit  un  cube  parfait  et  que 
l'on  ait 


c  est  ainsi  qu  on  trouve 

Construction  algébrique  sur  les  questions . 
Il  représente  l'inconnue  par  un  petit  cercle,  ainsi 

©=*■, 

mais  nous  nous  servirons  toujours  de  la   notation  ac- 
tuelle. 

Pour  donc  résoudre  une  question,  il  faut  Ut  remettre  en 
question  de  nombres  abstract,  sans  parler  [si  on  peut)  de 
matière,  comme  a" escus,  pieds,  etc.  Finalement,  il)  a  la 
position,  les  conditions  [dont  la  dernière  fait  féquatien 
si  la  question  n'est  défaillante),  la  réduction,  puis  la 
solution  de  l'équation  ordonnée.  Voyez  les  questions  de 
Diophante,  réduites  en  six  livres  dans  l'arithmétique 
deStevin,  qu'avons  fait  depuis  peu  réimprimer  en  l'an 
i6i5,  avec  quelques  augmentations ,  corrections  et  ex- 
plications. 
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De  la  rédaction  algébrique.  Il  s'agit  de  la  manière 
de  préparer  une  équation ,  défaire  disparaître  les  déno- 
minateurs, les  multiplicateurs,  les  radicaux,  etc.;  il  ren- 
voie pour  cela  à  la  page  a5o  de  Vjirithniétique  de  Ste\in, 
nouvelle  édition ,  et  se  contente  de  donner  le  tableau  sui- 
vant : 

L'addition      sert  contre     le  desordre ,  redondance  et  défaut. 
La  soustraction     —  les  fractions   des  nombres   et    des 

quantités  en  général. 
La  multiplication —  des  grands  nombres,  aussi  des  quan- 

tités. 
La  division  —  l'assymétrie  et  trop  grande  dépres- 

La  puissance         —  les  exaltations  excessives  des  quan- 

tités. 

L'extraction  —  l'intempérance    des  nombres  seule- 

ment. 

L'isomère 

Il  n'explique  que  l'isomère. 

Isomère.  On  opère  non-seulement  par  multiplication 
pour  se  dépestrer  des  fractions ,  mais  aussi  par  division 
pour  s'affranchir  des  grands  nombres. 

Exemple  : 

x1  essaie  àr-  r  +  î; 
2 

on  met  les  quantités  obmises.  Aiusi 

x1  esgaic  o.*1  -I-  i  -  x  -+-  5, 
on  écrit  dessous  les  proportionnaux 

les  produits  sont        • 

x'  esgaic  à  Gx  +  4°- 
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Exemple  contre  les  grands  nombres . 
gje1  esgale  à  72^  +  i45*i, 
on  divise  par  les  nombres  proportionnant 

9.12.16, 
les  quotients  sont 

.r' esgale  à  6x  +  gr, 

où  x  vaut  i3  et  —  9;  il  faut  diviser  par  —  ou  -=-. 
"  r       12         4 

les  solutions  requises  sont  17  ->  ericor  —  9  -v 

jJ  esgale  à  14*  —  ^228, 
il  y  a  défaut  des  x*. 

*>  esgale  a  o.x"-f-  14*—  v'iBfî 
Divis.  prop""..    1  yâ  2  y'Ô 

Quotients .r'  esgale  ù  7  jt  —  û 

la  valeur  de  x  vaut 


lesquels,  divisés  par  —,  donnent  pour  les  valeurs    re- 


Ces  procèdes  reviennent  à  ceux  qui  s 
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11  ne  connaît  pas  le  signe  d'égalité  et  ne  s'en  sert  jamais. 

Des  équations  ordonnées.  Quand  il  n'y  a  pas  assez  de 
conditions  pour  mener  à  une  équation ,  la  question  est 
défaillante  et  recevra  autant  de  solutions  qu'on  voudra , 
si  l'on  admet  les  moins,  et ,  si  l'on  n'admet  les  nullités  et 
les  moins,  elle  sera  plus  resirainte.  Si  l'on  peut  résoudre 
la  proposition  sans  se  servir  de  toutes  ces  conditions, 
elle  sera  excédente  et  il  faut  retrancher  la  dernière  con- 
dition, si  elle  répugne.  Dans  tout  autre  cas,  la  pro- 
position sera  pleine  et  entière.  Une  équation  pré- 
parée, preste  à  recevoir  la  dernière  main,  est  dite  une 
équation  ordonnée. 

Par  exemple , 

5*»  =  i8x  +  7a, 

il  résout  à  la  manière  ordinaire  et  trouve  pour  valeurs  6 


Notez  aussi  qu'oit  les  (Ô)  (c'est  ainsi  qu'il  désigne  les- 
quantités  toutes  connues)  sont  — ,  il  y  a  plus  de  solutions 
par  ■+-  qu'autrement,  et  ce  en  toutes  les  équations  :  or 
les  solutions  par  —  ne  se  doivent  omettre. 

On  voit  que  Girard  savait  que  lorsque  le  dernier  terme 
tout  connu  de  l'équation  est  négatif,  il  y  a  des  racines 
positives.  Il  n'emploie  pas  les  mots  .positifs,  négatifs. 

x>=:6x  +  $o, 

*  =  y'ao-H  <j3çjï-i-\J20  •+■  v/392=2-l-^3  +  2  —  ^=4; 

il  suit  la  règle  de  Cardan ,  sans  citer  ;  ne  donne  pas  les 
deux  autres  racines. 


solution  par  la  Table  des  sinus;  donne  les  trois  racines 
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4 ,  —  3 ,  —  i  ;  indique  une  construction  géométrique 
qui  n'est  autre  qui:  la  trisection  de  l'angle  ,  et  prend  une 
certaine  quantité  comme  raid  (rayon). 

*»  =  3o*  —  36, 

quantité  connue  négative;  il  dit  que  le  moyen  de  solution 
est  le  même  ;  les  trois  racines  sont  : 

—  6,     3+v^,     3—^. 

Il  s'étend  beaucoup  sur  divers  cas  de  solutions  ;  le  sui- 
vant est  le  plus  remarquable  et  s'applique  aux  solutions 
entières.  Soit 

i'sIi — 6,      x1  =n ) 

'  '       x 

il  cherche  les  diviseurs  de  6;  et  c'est  la  méthode  encore 
en  usage.  Chez  lui  les  diviseurs  sont  des  efficients. 

x>  =  3*—  i; 

par  l'isomère,  on  amène  celle-ci  à 

J7!  =  3oo«  —  iooo; 

la  racine  est  entre  i5  et  16,  donc  la  racine  cherchée  est 

i5       16 

entre  —  et  — ■ 

10        io 

Girard  donne  ensuite  douze  définitions  relative- 
ment aux  signes  ,  aux  coefficients  et  au  rapport  des 
termes  des  équations,  définitions  qui  lui  servent  dans 
l'énoncé  de  ses  théorèmes.  Dans  la  onzième  définition , 
il  nomme  première  faction  la  somme  de  plusieurs  nom- 
bres pris  un  à  uu,  deuxième  faction  la  somme  des 
mêmes  nombres  pris  deux  à  deux ,  et  ainsi  de  suite. 

La  douzième  définition  explique  le  triangle  arithmé- 
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tique,  qu'il  nomme  triangle  d'extraction,  probablement 
parce  qu'il  sert  à  l'extraction  des  racines. 

Premier  théorème.  La  multitude  des  produits  dans 
une  faction  peut  s'exposer  par  le  triangle  d'extraction  ; 
c'est-à-dire,  selon  nos  notations,  le  nombre  de  produit* 
différents  de  m  lettres  prises  ni  n  est 


.2.3  . .  .  n 

Deuxième  théorème,  exprimé  selon  le  langage  actuel. 

Une  équation  a  autant  de  racines  qu'il  y  a  d'unités 
dans  le  plus  baut  exposant;  le  coefficient  du  second 
terme,  pri»  avec  un  signe  contraire,  est  égal  à  la  somme 
des  racines;  le  coefficient  du  troisième  terme  pris  avec  sort 
signe,  etc.  * 

Girard  laisse  le  premier  terme  dans  un  membre  ciplacu 
tous  les  antres  termes  dans  l'autre  membre,  cequi  l'oblige, 
pour  énoncer  son  théorème,  à  faire  beaucoup  de  distinc- 
tions. Il  montre  que  son  théorème  subsiste  même  avec 
des  racines  imaginaires,  par  exemple 


i ,     i ,     —  i  +  y  —  2      —  i  —  ^—i- 

Il  connaît  les  racines  égales. 

On  pourrait  dire:  A  quoi  sert  ces  solutions  quisontim- 
possibles?  Je  réponds  ;  Pour  trois  choses;  pour  la  certi- 
tude de  la  reigle  générale ,  et  qu'il  n'y  a  point  d'autres 
solutions,  et  pour  son  utilité. 

Il  apprend  à  former  une  équation  correspondante  aux 
factions  données,  mais  il  ne  faut  pas  confondre  le» 
meslés  (combinaison)  avec  la  somme  des  puissances  des 
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jlutions  (racines).  Soient 


A  premier  meslé, 

B  deuxième  meslé, 

C  troisième  meslé, 

D  quatrième  meslé , 


A  sera  la  somme  «les  solution*. 

A'  —  a  B  —  carrés. 

A1  —  3AB  -f-  C]  —  cubes. 

A'  —  4BA'  -+-  4*C  -+■  aB'— 4D     —  carrés- carrés. 

Pas  plus  loin  que  les  bicarrés. 

Ces  théorèmes  et  ces  formules  sans  démonstrations  :  il 
est  évident  que  Girard  avait  des  démonstrations. 

Connaissant  une  solution ,  il  indique  le  moyen  de  trou- 
ver les  coefficients  de  l'équation  débarrassés  de  celte  so- 
lution. Il  n'a  pas  recours  à  la  division;  uniquement 
la  composition  des  coefficients  qu'il  nomme  les  meslès. 

Jusques  icy  nous  -n'avons  encore  expliqué  à  quoy 
servent  les  solutions  par  —  quand  il  y  en  a.  La  solution 
par  —  s'explique  en  géométrie  en  rétrogradant,  et  le 
—  recule  là  où  le  -+-  avance. 

C'est  la  première  trace  d'une  interprétation  géométri- 
que des  quantités  négatives;  la  géométrie  de  Descaries 
n'a  paru  qu'en  1637. 

Problème  d'inclinaison.  ABOF  est  un  carré  donné , 
AB  =  4-  H  s'agit  de  mener  par  le  point  A  une  droite  ANC 
de  manière  que  la  droite  NC,  interceptée  dans  l'angle 
droit  adjacent  à  0,soit  égale  à  /i53 .  On  demande  la  lon- 
gueur de  FN. 

Solution.  Soit 
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ians  dire  comment,  il  dit  qu'on  a  l'équation 
a*=B*>  +  lao^H-  128*  —  aS6{ 
les  quatre  valeurs  sont 


«ï-V<i'  -«ï-v^- 


Nest  entre  F  et  O;  il  porte  FN  =  1 ,  FD  =  16  du  même 
côté  et  les  deux  autres  dans  le  sens  opposé.  Les  données 
sont  choisies  de  manière  à  avoir  des  racines  rationnelles , 
ce  qu'on  ne  fait  pas  dans  les  traités  modernes  qui  tous  ont 
adopté  cet  exemple. 

Des  postposées  quantités  en  algèbre.  Ce  titre  obscur 
renferme  la  résolution  de  cette  équation 

*T  =  «  X  +  b  > 
d'où 


11  éaonce  ici  six  théorèmes  de  V  Arithmétique  de  Stevin 
dont  je  ne  puis  deviner  le  sens,  n'ayant  pas  cet  ouvrage 
à  ma  disposition  ;  ils  sont  relatifs  à  la  trigonométrie ,  il  y 
est  question  de  sécante. 

C'est  pour  n'avoir  pas  connu  ce  mode  de  solution ,  dit 
Girard,  que  Cardan  et  Stevin  ont  donné,  souvent  sans 
nécessité,  des  solutions  embarrassées.  Il  choisit  pour 
exemple  une  question  qui  mène  aux  équations  suivantes  : 

C'est  icy  où  ils  se  sontarrestez,  mais  nous  achèverons 
et  nous  passerons  à  travers  ce  nuage. 
Par  voie  d'élimination  ,  il  trouve 

*  =  2,     j=6,     z=.8.    ' 

Knlletin  mariAwKffiu ,  I.  I".  (Octobre  i85.rj.)  10 
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Après  ce  problème ,  ou  lit  :  Fin  de  l'Algèbre,  au  bas 
de  la  page,  recto.  Sur  le  verso  ,  on  lit  :  De  la  mesure  de 
la  superficie  des  triangles  et  polygones  sphêriques,  nou- 
vellement inventée  par  Albert  Girard. 

Il  dit  qu'il  va  découvrir  des  choses  qui  n'avaient 
jamais  été  cogrieues,  sinon  avant  le  déluge  (*). 

II  commence  par  faire  des  réflexions  judicieuses  sur 
l'emploi  des  mesures.  L.epied  sert  à  mesurer  ligues,  aires 
et  solides;  mais  ce  mot  pied  ne  conserve  pas  même  signi- 
fication :  c'est  successivement  un  pied  linéaire,  superfi- 
ciel, solide;  de  même  le  mot  degré,  quand  il  s'agit  d'un 
arc,  est  un  degré  circulaire,  et  quand  il  s'agit  d'un  angle, 
c'est  un  degré  angulaire,  11  donne  une  plus  grande  exten- 
sion à  cemot  degré  m  s'en  sert  pour  mesurer  desaugles  so- 
lides et  des  aires  sphêriques;  à  cet  effet,  il  suppose  que 
l'angle  solide  tri  rectangle  a  90  degrés  ;  les  buil  angles  soli- 
des qu'on  obtient  par  le  prolongement  des  faces,  remplis- 
sant tout  l'espace,  contiennent  730  degrés.  Assignant 
autant  de  degrés  à  l'aire  de  la  sphère,  alors  toute  aire  sphé- 
rique  peut  être  exprimée  en  degrés,  minutes,  secon- 
des ,  etc.  Il  adopte  ces  nombres ,  dit-il ,  parce  que  la  cir- 
conférence est  divisée  en  36o  parties  égales;  mais  il  aurait 
mieux  valu  adopter  la  division  par  dixme. 

Il  procède  ensuite  à  des  définitions  et  à  des  propositions 
que  nous  allons  rapporter  dans  le  même  ordre ,  mais  avec 
les  notations  modernes. 

Définitions.  Cercle  majeur,  mineur;  graud  cercle  cl 
petit  cercle  de  la  sphère  ;  fibule  =  triangle  sphérique 
ayant  deux  côtés  chacun  de  90  degrés. 

Lemme  I.  ABC  étant  un  triangle  sphérique  et  A  le 
pôle  ;  cercle  BC  majeur  ou  mineur,  l'aire  ABC  esta  l'aire 
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enlevée  par  le  cercle  BC   comme  l'angle  A  à  quatre 
droits. 

Lemme  II.  a  et  b  étant  deux  angles  moindres  chacun 
qu'un  quadrant,  on  a 

tanga       «_       sin«       «, 
tang«<  6'     sin  i*^*1 

(Z  démontre  la  première  inégalité  et,  pour  la  seconde, 
il  s'en  réfère  à  la  fin. du  chapitre  IX  du  livre  1"  de  V M- 
mages  te  et  au  théorème  Vldulivrel"  de  C  opérai  que 
en  ses  Révolutions. 

ï.emme  H!.  La  somme  des  angles  intérieurs  d'un  po- 
lygone rectiligne  est  égale  à  autant  d'angles  droits  que 
le  double  du  nombre  des  côtés  moins  4. 

Théorème.  Tout  polygone  sphérique  compris  d'arcs 
de  cercles  majeurs  tient  autant  de  degrés  superficiels 
que  la  somme  de  tous  ses  angles  intérieurs  excède  la 
somme  des  angles  intérieurs  d'un  polygone  rectiligne  de 
même  nom,  quand  la  superficie  de  la  sphère  est  posée 
estre  de  jno  degrés  superficiels. 

Suivent  des  explications  numériques  sur  le  triangle  , 
l'heptagone.  Œil  et  yeux  au  pluriel,  dénomination 
pittoresque,  est  ce  que  nous  appelons  fuseau.  Soit  un  œil 
de  3o  degrés;  l'aire  est  de  6o degrés  superficiels,  car  le 
polygone  rectiligne  de  même  nom  est  biligne  et  n'est  pas 
polygone.  Il  ne  faut  donc  rien  ôler  de  6o  degrés.  ■ 
Ainsi  le  théorème  subsiste  pour  \esyeux. 
Ce  sont  de  simples  énoncés ,  les  démonstrations  sont 
plus  loin. 

Mixte  =  triangle  sphérique  formé  par  deux  arcs  de 
grands  cercles  égaux  et  par  un  petit  cercle. 

Aire  du  mixte.  Soit  ABC  un  triangle  mixte,  AB=AC, 
et  BC  un  petit  cercle.  Si  l'on  pose  le  rayon  égal  à  i,  on 
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aura 

aire  ABC  =  A  sin  verse  AB. 

Girard  ne  suppose  jamais  le  rayon  [raid)  égal  à  1 
Soit 

AB  =  36°52',     A=  i5°. 


aire  ABC  =  - —  =  3°  environ . 
120 

Problème.  Construire  un  triangle  sphèrique  rectangle 
équivalent  à  ce  mixte  et  ayant  même  angle  A. 
Solution.  Soit  ADE  ce  triangle , 

A=  15%     D  =  90°; 

de  là ,  d'après  le  théorème ,  on  conclut  qu'on  doit  avoir 
E  =  780,  car 

90+  78-*-  i5—  i8o  =  3. 

Par  les  formules  de  la  trigonométrie  sphèrique,  Gi- 
rard calcule  les  côtés  et  trouve 

AE  =  370  5g'  ; 
ainsi 

AE>AB     et     AD=36"33',     aire  AD  <  AB. 

DE  =gn  4'; 

les  1 5  degrés  du  petit  cercle  BC  ne  valent  que  9  degrés 
environ  d'un  grand  cercle.  Ainsi  BC  <  DE. 

Proposition.  Un  triangle  sphèrique  de  trois  arcs  ma- 
jeurs tient  autant  de  degrez  de  superficie,  que"  l'excez 
des  trois  angles  sur  180  degrez. 

I.  Démonstration  particulière  es  JibuUes.  Soit  la  ti- 
bulleABC,  AB  =  90°,  AC  —  go°;  la  somme  des  trois 
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angles  est  i8o°H-A;  donc,  d'après  le  théorème,  l'aire 
ABC  égale  A ,  ce  qui  est  évident. 

H.  Démonstration  es  triangles  rectangles  sphériques 
ayant  un  chacun  costè  défaillant:  en  conclusionprobable. 

Défaillant  =  aigu;  conclusionprobable.  Girard  ne 
doune  pas  sa  démonstration  comme  rigoureuse. 

Soit  BON  un  triangle  sphérique  rectangle  en  JV ,  pro- 
longeons BD  en  Q  et  BM  en  C ,  de  manière  qu'on  ait 
BDQ  =  BNC  =  900  ;  l'arc  CQ  mesure  l'angle  B.  Prolon- 
geons CQ  en  R  de  manière  que  CQR  =  900,  on  aura 
RQ  <  D ,  car  D  )>  900  —  B  ;  portons  l'arc  qui  mesure  D 
'  de  R  en  F  de  sorte  que  l'on  ait 

RQFi=  D,     QF  =  B  +  D  — 90",     CF  =  908— D; 

ainsi ,  si  le  théorème  est  vrai ,  QF  représente  en  degrés 
superficiels  l'aire  du  triangle  BDN. 
Posons 

BD  =  /i,      DN  =  b,     NB  =  rf, 
sécn  =  tangB  langD; 

d'après  le  lemme  II , 

tangB 


Augmentons  l'arc  QD,    ■ 

QDG  =  QD  +  DO  =  90"  ■ 
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tel  que 
.m9o--.  +  a=o  =  to>(«_»)  =  aïlr-=smQI)G, 

G  tombe  entre  D  et  lî. 

sècil  =  sinB  sécD. 
Par  le  lemme  II , 

B        -  sin  B 


<jo°  —  D       sin  90"  —  D       go"  —  D 
cosrf>9°''~  D,      costf  =  sinCN; 
donc 

Diminuons  l'arc  CN , 

CP  =  CN  —  HP  =  go»  —  d—  p, 


>  wierf, 


et  tel 


que 


Le  point  T  tombe  entre  C  et  N  ; 

donc 

o  —  />></,     BG>BH,     BG  =  BP. 

Si  donc,  du  point  B  comme  centre  et  d'un  rayon  sphé- 
riqueBG,  on  décrit  un  arc  GP,  contenu  dans  l'angle  B, 
le  point  P  tombe  entre  IV  et  C. 
L'aire  du  mixte 

BGP  =  B  sin  verse, 
BG  =  B  sin  verse  n  —  «  =  B [1  —  cos  ( a  —  n)\ 
=  B  -+■  D  —  90"  =  QF  ; 

or  l'arc  GP  croisant  toujours  l'arc  DiV ,  l'aire  du  mixte 
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est  équivalente  à  celle  du  triangle  BDN.  Donc  l'aire  de 
ce  triangle  est  CF  ou  B  -+-  D  -|-  90  —  180;  ce  croisement 
est  la  seule  raison  que  Girard  allègue.  Aussi  il  regarde  cette 
raison  comme  donnant  une  probabilité  et  non  comme  dé- 
monstrative. Il  finit  même  par  dire:  Notez  que  j'ai  es- 
proiwé  en  deux  divers  exemples  que  GD  estoit  plus  que 
double  à  NP,  etc.  Il  a  dû  recourir  à  un  raovoo  empirique. 
Il  serait  intéressant  d'avoir  une  démonstration  rigou- 
reuse de  l'équivalence  des  aires  BDN  et  BGP,  bien  en- 
tendu sans  connaître  l'aire  de  BDN,  puisque  celte  équi- 
valence doit  servir  à  trouver  cette  aire. 

III.  Démonstration,  en  tous  triangles  sphériques.  Il 
décompose  chaque  triangle  en  deux  triangles  rectangles. 

IV.  Démonstration  de  tous  les  polygones  spkériques. 
Il  les  décompose  en  triangles.  Il  termine  par  ces  paroles 
remarquables  auxquelles  on  n'a  pas  fait  attention  : 

Mais  le  lecteur  se  contentera  présentement  de  la  dé- 
monstration contingente,  jusques  à  ce  qu'ayant  plus 
de  loisir,  je  la  donne  à  sa  perfection . 

De  la  mesure  des  angles  solides  lesquels  sont  circuits 
de  superficies  planes.  Pour  faire  cela ,  on  mesure  les  incli- 
naisons des  plans  ,  on  les  ajoute  ensemble,  et  de  la  somme 
on  retranche  la  somme  des  angles  d'un  polygone  recti- 
lignc  de  même  nom  que  la  base.  C'est  ici  la  première 
idée  de  la  mesure  d'un  angle  solide.  Il  indique  la  mesure 
des  angles  solides  des  secteurs  spbériques ,  et  l'ouvrage  est 
terminé  par  la  mesure  de  l'angle  solide  d'un  cône  isocèle. 

On  voit ,  d'après  ce  résumé ,  que  Girard  a  le  premier  : 

i".  Fait  connaître  les  relations  combinatoires  entre 
les  coefficients  des  équations  et  des  racines,  ordinaire- 
ment attribué  à  Newton  ; 

2°.  Donné  l'interpréta  lion  des  racines  négatives,  ordi- 
nairement attribué  à  Descartes. 

3".  Fait  sentir  l'utilité  des  racines  imaginaires: 
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4°.  Donné  des  formules  pour  les  sommes  des  puissances 
des  racines; 

5°.  Donné  l'aire  du  triangle  et  des  polygones  sphé- 
riques  ; 

6°.   Donné  la  mesure  des  angles  solides. 

Girard  doit  être  placé  au  premier  rang  parmi  les  grands 
géomètres  du  xvue  siècle,  ce  qui  ne  l'a  pas  empêché  de 
mourir  en  1 638  dans  un  état  très-voisin  de  la  misère. 

L'Invention  nouvelle,  etc.;  est  un  ouvrage  excessive- 
ment rare.  Il  n'existe  pas  dans  les  bibliothèques  publiques 
de  Paris.  J'en  dois  la  communication  à  l'obligeance  de 
M.  Chasles  (*). 


HOTE  HISTORIQUE  SUR  L'AIRE  DU  TRIANGLE  SPBÉRI0UE. 

(Extrait  d'une  Lettre  dcM.  Piuwbet.) 

Lagrange  dit  au  sujet  de  ce  théorème  {Journal  de  l'É- 
cole Polytechnique,  p.  aj5 ,  1798)  : 

«  On  l'attribue  communément  à  Albert  Girard  qui 
»  l'énonce,  en  effet,  dans  l'ouvrage  intitulé  :  Invention 
»  nouvelle  en  l'Algèbre,  et  imprimé  à  Amsterdam  en 
»  1629  ;  mais  comme  la  preuve  qu'il  en  donne  n'est  pas 
»  rigoureuse  et  qu'elle  ne  peut  pas  même  être  regardée 
»  comme  une  induction  >  on  devrait  plutôt  l'attribuer  à 
»  Cavaleri  qui  l'a  donnée  dans  le  Directorium  générale 
»  uranometricum ,  imprimé  à  Bologne  en  i63a  avec  la 
»  belle  démonstration  rapportée  par  Wallîs  et  insérée 
»  depuisdans  la  plupart  des  trigonoméirics.  » 

(•;  I]  l'a  trouve  dam  un  paquet  de  livres  qu'il  a  fait  venir  an  bloc  d'Aile- 
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On  doit  ajouter  que  Girard  ne  donne  pas  sa  démons- 
tration comme  rigoureuse ,  mais  comme  une  probabilité 
provisoire  et  promettant  une  démonstration  rigoureuse. 

Euler  a  rapporté  la  démonstration  de  Girard  dans  son 
Mémoire  De  mensuraangulorumsolidorum  acta,  Ac.  Se. 
Petrop.  pro  1778,  pars  posterior,  p.  33,  elle  nomme  acu- 
tissimum  geomclram. 

Evidemment  Euler  n'a  pas  lu  l'ouvrage  de  Girard.  Il 
lui  attribue  une  démonstration  que  l'on  doit  à  Cavaleri. 

Le  titre  complet  de  l'ouvrage  de  Cavaleri  est  : 

Directorium  générale  uranometricum  in  quo  trigono- 
metriœ  logarithmicœ  fundamcitta  ac  régules  démons- 
trantur,  astronomicœque  supputationes  ad  solamfere 
vulgarem  additioneni  reducentur,  opus  utilissimum  as- 
tronomis,  arithmeticis ,  perspectif is ,  ai'chiteclis  prtneipue 
militaribus ,  mechaniçis,  geographicis,  nec  non  ipsis 
philosopha  naturalihus ;  authoreFR.  Boniv.  Cavaleïuo, 
Mediolanensi  ordinis  Jesualorum  S.  Hieronymi,  prîorc 
litulati  ac  in  almo  Bononiensi  gymnasîo  primario  matfae-  • 
maticorum  professore.  Bononiœ,  i63a;  în-4< 

L'ouvrage  est  composé  de  trois  Parties  1 , 

1".  Introduction  historique ,  notions  préliminaires  sur 
les  lignes  trigono métriques  et  les  Tables  de  logarithmes  ; 

2e.  Trigonométrie  rectïligne; 

3e.  Trigonométrie  sphérique. 

L'ouvrage  est  suivi  d'une  Table  de  sinus  et  d'une  Table 
de  logarithmes  des  nombres  de  1  à  10000. 

Le  théorème  sur  l'aire  du  triangle  sphérique  est  donné 
dans  la  troisième  Partie,  chapitre  VIII,  page  3i5. 

Après  quelques  mots  sur  la  nouveauté  et  l'utilité  de 
l'invention ,  il  ajoute  cette  singulière  comparaison  : 

Pulcherrimum  igitur  hoc  inventant  aliis  quoque  com- 
municatitlum  esse  censm\  illudque  hoc  posfremo  capite 
non  incongrue  fuit  réserva  tum,  quo  suklatis  dapibus  qui- 
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bits  in  mensa  communitcr  vesci  consuescimus,  his  ex- 
empta famés  novo  hoc  cibo  restiluta,  famelki  potius 
quant  saturi ab  astromiça  mensa  decedamus. 

Cette  métaphore  culinaire  a  été  reproduite  dans  le 
titre  suivant  :  Freundchajlliche  Btnvirthung  meiner 
mathematùc/ten  Bruder  mit  einem  Traetament  von 
sechs  geriichten,  oder  curieuse  math,  aufgabe  nebst 
ihren  auflosung.  Hospitalité  amicale  offerte  à  mes  frères 
en  mathématiques  ;  repas  eu  six  plats,  ou  problèmes  de 
mathématiques  curieux  avec  leurs  solutions,  par  Jacques 
Jacobseu.  Sleswig ,  i  790  ;  in-8. 

Cavaleri  (B.)  est  ué  à  Milan  eu  1598.  Il  entre  dans 
l'ordre  des  Jésuates  (*),  s'adonne  aux  mathématiques, 
devient  élève  de  Galilée,  se  distrait  de  violeutes  attaque* 
de  goutte  par  l'étude,  et  meurt  le  3  décembre  1667. 


Licence  es  Sciences  Mathématiques.  —  Résolution  des 

QUESTIONS  RELATIVES  A  l'ÉPREUVE   PRATIQUE,  d' après  le 

Programme  officiel  du  20  avril  i853  ;  par  E.  Reynaud, 
ancien  élève  de  l'École  Polytechnique.  Paris,  1 855 , 
'  in-8  de  vii-iao  pages. 

L'auteur  a  résumé  en  ce  petit  nombre  de  pages  les  so- 
lutions de  trente-huit  questions  les  plus  difficiles  de  la 
partie  mathématique  du  programme  de  la  licence.  On  y 
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trouve  les  formules  de  résolution,  l'exposition  des  théo- 
ries qui  servent  à  établir  ces  théorèmes. 

Les  dix  premières  questions  concernent  renseignement 
des  lycées.  Nous  signalons  la  cinquième  question  relative 
à  la  recherche  d'une  racine  réelle  d'une  équation  trans- 
cendante par  la  méthode  des  différences  ;  vu  l'exigence 
du  moment  et  la  pénurie  des  moyens ,  cette  indication 
est  précieuse.  Les  questions  i  a  à  26  se  rapportent  à  la 
mécanique  rationnelle  et  pratique.  Pour  cette  dernière, 
on  a  résumé  les  formules  répandues  dans  les  ouvrages  de 
MM.  Poncelet,  Morin;  bien  entendu  que  ces  calculs 
supposent  des  connaissances  physiques  comme  prélimi- 
naires. L'astronomie  sphériqae,  planétaire,  steltaireest 
l'objet  des  questions  26  à  38.  Sans  la  question  34 1  on  éta- 
blit les  relations  entre  l'ascension  droite,  la  déclinaison, 
la  longitude  et  la  latitude  d'un  astre,  ayant  égard  à  la 
précession,  la  nutation  et  l'aberration. 

En  traitant  dans  les  collèges  des  changements  de  coor- 
données linéaires  et  polaires,  il  serait  convenable  d'ap- 
prendre aux  élèves  les  noms  que  portent  ces  changements 
chez  les  astronomes  ;  cela  donnerait  quelque  intérêt  à  ces 
opérations  et  préparerait  aux  études  astronomiques. 
Plusieurs  de  ces  questions  auraient  pu  être  simplifiées 
d'après  les  travaux  consignés  dans  les  Âstranomischen 
nachrichten  (*),  journal  qu'il  est  désormais  indispensable 
de  consulter  en  écrivant  sur  l'astronomie.  Ce  journal  et 
celui  de  M.  Crelle  sont  deux  monuments  impérissables 
que  l'Allemagne  élève  a  la  science.  Quand  connaîtrons- 
nous  les  travaux  de  Hansen ,  Encke ,  Brunovr  sur  le  cal- 
cul des  perturbations  planétaires?  Combien  de  temps 
resterons-nous  encore  le  seul  peuple  civilisé 'qui  soit 

{•)  Voir  l'excellent  Mémoire  de  M.  Gœti,  n°  7V1,  t.  XXXII,  p.  r.fj. 
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privé  d'un  journal  d'astronomie  ?  C'est  une  manière  de  se 
distinguer  qui  n'est  pas  très-flatteuse. 

M.  Reynaud  a  voulu  faire  un  travail  utile.  Le  but  est 
atteint. 

Eléments  de  Géométrie,  par  S.-F.  Lacroix,  membre  de 
l'Institut.  Dix-septième  édition ,  rédigée  conformément 
aux  Programmes  de  l'enseignement  scientifique  dans 
les  Lycées,  par  M.  Prouhet,  professeur  de  mathéma- 
tiques {*). 

Les  géomètres  éminents  de  l'école  des  Lagrange  et  des 
Laplace  n'ont  pas  dédaigné  de  descendre  de  temps  en 
temps  des  hautes  régions  de  1  analyse  dans  le  champ  plus 
modeste  des  éléments  de  la  science.  C'est  là,  dans  les  élé- 
ments, que  leur  esprit  a  dû  s'exercer  non  plus  à  résoudre 
des  problèmes  d'un  ordre  plus  ou  moins  élevé ,  mais  à 
former  une  classification  méthodique  et  lumineuse  des 
vérités  simples  et  fondamentales ,  base  du  vaste  édifice 
de  la  science  des  grandeurs.  A  côté  du  Traité  des  fonctions 
elliptiques  et  du  grand  Traité  de  calcul  infinitésimal,  fi- 
gurent deux  ouvrages  élémentaires  de  géomètres  auxquels 
s'attachent  respectivement,  comme  aux  précédents,  les 
noms  de  Legendre  et  de  Lacroix,  et  peut-être  que  ces 
livres  élémentaires  ont  présenté  à  leurs  auteurs  des  diffi- 
cultés non  moins  grandes  que  celles  qu'ils  on  eu  à  vain- 
cre, de  diverses  manières,  dans  une  sphère  plus  élevée. 
Depuis,  on  ne  s'est  jamais  sensiblement  écarté  de  la  mar- 
che suivie  par  ces  illustres  maîtres.  Le  groupement  gé- 
néral des  théories  partielles ,  adopté  par  Legendre ,  a 
peut-être  constamment  prévalu ,  mais  pour  ce  qui  est  de 
l'exposition  en  elle-même ,  il  est  facile  de  reconnaître  que. 
tes  procédés  de  Lacroix  sont  plus  empreints  de  cet  esprit 

(*)ln-8,  avecflgure)  dans  le  texte.  Chci  Maliet-Rncholier,  libraire. 
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d'analyse  qui  est  dans  la  nature  des  choses  et  qui  fait  passer  - 
sans  effort  d'une  vérité  à  une  autre  successivement  plus 
complexe.  L'expérience  et  la  nécessité  des  temps  ont  fait 
sentir  le  besoin  d'introduire  dans  l'enseignement  un 
ordre  uniforme  et  déterminé.  L'ouvrage  de  Lacroix  de- 
vait, en  conséquence,  recevoir  en  certains  points  une 
distribution  différente  des  matières  et  dansd'autres  quel- 
ques développements  que  l'auteur  avait  négligés.  M.  Prou- 
het  s'est  chargé  de  ce  double  soin.  La  dix-septième  édi- 
tion de  la  Géométrie  de  Lacroix  qui  vient  de  paraître  a 
été  divisée  en  quatre  Parties.  La  première  Partie  com- 
prend toute  la  géométrie  plane,  c'est-à-dire  ce  qui  se  rap- 
porte à  l'enseignement  de  la  classe  de  troisième  (sciences) . 
La  deuxième  répond  à  l'enseignement  de  la  classe  de  se- 
conde et  comprend  conséquemment  les  propriétés  géné- 
rales delà  géométrie  de  l'espace.  Dans  la  troisième  Partit- 
on  trouve  le  complément  de  ces  propriétés  en  vue  de  la 
classe  de  spéciales.  Enfin  la  quatrième  Partie  renferme 
les  notions  sur  les  courbes  usuelles  qui  sont  destinées  à  la 
classe  de  rhétorique. 

Les  énoncés  du  Programme  officiel  sont  intercalés  dans 
le  texte,  de  façon  que  les  leçons  se  trouvent  distribuées 
dans  leur  ordre  naturel.  lien  résulte  une  économie  de 
temps  pour  l'élève  qui  se  trouve  par  là  dispensé  d'aller 
rassembler  les  fragments  épars  d'une  même  théorie. 

On  connaît  le  mode  d'exposition  clair,  précis  et  simple 
qui  caractérise  les  écrits  de  Lacroix.  Dans  les  endroits, 
peu.  nombreux ,  il  faut  le  dire ,  où  il  est  devenu  indispen- 
sable d'introduire  quelques  nouveaux  développements, 
M-  Prouhet  s'est  montré  pour  le  fond  et  pour  la  forme 
le  digne  émule  de  l'illustre  auteur.  L'ouvrage  forme  ainsi 
un  tout  parfaitement  homogène,  et,  en  le  livrant  à  la 
publicité,  M.  Prouhet  a  rendu  un  véritable  service  aux 
élèves  et  aux  professeurs. 
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Aujourd'hui  les  livres  élémentaires  pullulent  en  quel- 
que sorte.  11  semble  malheureusement  que  leur  valeur 
moyenne  diminue  proportionnellement  à  leur  nombre. 
On  doit  donc  regarder  comme  une  bonne  fortune  la  ré- 
apparition, sous  une  forme  plus  appropriée  aux  besoins 
actuels,  de  l'oeuvre  de  l'un  des  Hommes  qui  ont  le  plus 
profondément  et  le  plus  efficacement  médité  sur  la  phi- 
losophie de  l'enseignement. 

Je  dois  ajouter  en  terminant  que  l'éditeur,  M.  Mallet- 
Bachelier,  a  pris  un  soin  particulier  de  la  partie  typo- 
graphique. 

E.  Combescure. 

Tables  des  logarithmes  et  co- logarithmes  des  nombres 
et  des  ligues  trigonométkiqves  ,  disposées  de  manière 
à  rendre  les  parties  proportionnelles  toujours  additives, 
suivies  d'un  Recueil  de  Tables  astronomiques  et  nau- 
tiques; par  V.  Caillot ,  examinateur  de  la  Marine,  an- 
cien professeur  d'astronomie  et  de  navigation  aux  Eco- 
les Navale  et  d'Hydrographie.  Parfs,  Malle t-Bachelier, 
Robiquet,  édition  stéréotype,  t 854-  Grand  in-8  de 
33i  pages;  4?  Tables. 

Du  moment  qu'une  question  est  ramenée  au  calcul  nu- 
mérique, tout  ouvrage  qui  permet  une  plus  grande  rapi- 
dité dans  l'exécution  rend  service  à  la  science.  De  ci; 
nombre  est  l'ouvrage  dont  nous  allons  rendre  compte. 
Composé  de  quarante-sept  Tables ,  il  contient  les  prin- 
cipales Tables  nécessaires  au  calculateur,  à  l'astronome 
et  au  navigateur.  La  première  Table  contient  une  série 
de  quelques  nombres  usuels  avec  leurs  logarithmes  dont 
l'emploi  simplifie  les  calculs.  La  seconde  Table  donne  les 
mêmes  expressions  pour  tous  les  nombres ,  et ,  dans  le 
cadre,  trois   colonnes  de  divisions  do  la  circonférence 
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décuples  les  unes  des  autres.  Une  colonne  de  parties  pro- 
portionnelles est  jointe  aux  logarithmes.  L'auteur  donne 
une  règle  pour  rendre  les  parties  proportionnelles  tou- 
jours additives,  règle  dont  l'emploi  est  surtout  commode , 
dans  la  Table  III  des  lignes  trîgonométriques  qui  sont 
données  de  1 5  en  1 5  secondes. 

On  prend  toujours  le  logarithme  inférieur  à  celui  que 
l'on  cherche,  et  si  l'argument  et  le  logarithme  croissent 
dans  le  même  sens,  on  lit  la  partie  proportionnelle  à 
gauche,  et  a  droite  de  la  page  en  cas  contraire.  Comme 
dans  les  grandes  Tables  de  l'Observatoire ,  on  donne  en 

outre  les  cinq  premiers  degrés  des  logarithmes  de et 

— -S—  qui,  se  suivant  d'unités  en  unités,  ne  nécessitent 

pas  d'autre  solution.  De  manière  que  pour  avoir  le  loga- 
rithme de  sina  ou  de  tanga,  il  suffit  d'ajouter  le  loga- 
rithme de  l'arc  pris  dans  la  Table  II  à  celui  du  rapport. 

La  Table  IV,  qui  sert  aux  marins  à  faire  le  point ,  peut 
servir  aussi  à  résoudre  rapidement  les  triangles  rectangles  ; 
elle  donne  ces  deux  formules , 

t  =  «cosC     et     c  =  asinC. 

La  Table  V  contient  la  latitude  croissante  sur  l'ellip- 
soïde terrestre  en  prenant  l'aplatissement  égal  à  — =  ; 
elle  est  calculée  par  la  formule 

_  10800'  /        L\ 

L^-^plostaog^S^j 

10800'  /  ,   .    ,         r'sin3L\ 
_    (*ML  +  _5_J. 

Les  autres  Tables  sont  spéciales  à  l'astronome  ou  au 
navigateur.  Parmi  celles-ci,  quelques-unes  sont  nouvelles 
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et  d'autres  sont  publiées  pour  la  première  fois  en  France, 
La  Table  X,  qui  sert  à  résoudre  immédiatement  un  trian- 
gle, connaissant  un  côté  adjacent  à  deux  angles ,  est  très-* 
commode  dans  les  atterrissages. 

Les  Tables  XI  et  XII ,  qui  permettent  de  déterminer  à 
quelle  distance  on  se  trouve  d'un  objet  dont  la  hauteur 
est  connue ,  sont  nouvelles  en  France.  Par  leur  étendue  , 
elles  facilitent  singulièrement  les  moyens  de  vérifier  les 
chronomètres  lorsqu'on  est  en  vue  de  terre. 

Le  moyen  le  plus  juste  et  le  plus  constamment  em- 
ployé à  la  mer  pour  déterminer  la  latitude  est  la  hauteur 
méridienne  du  soleil.  Quand  il  arrive  que  cet  astre  n'est 
pas  visible  à  cet  instant  précis,  le  navigateur  est  obligé 
d'employer  d'autres  méthodes  longues  et  moins  exactes  ; 
parmi  celles-ci ,  la  méthode  des  circumméridiennes  est  la 
meilleure.  Elle  donne  la  quantité  à  ajouter  à  une  hauteur 
pour  la  rendre  méridienne.  Del  ambre  a  calculé  des  Ta- 
bles pour  faire  ce  calcul  16  minutes  avant  ou  après  midi. 
La  correction  est  celle-ci  : 

*  »■";''  ..........       , 

-COtfL  —  f/)sin  i"x  «"terme; 


*  -     sh>r     sinfL-rf)  " 

Pétant  l'angle  horaire,  L  la  latitude  estimée,  '/  la  décli- 

La  Table  XL  donne 

.      r    eosLcosr/    I 
'°4(sin(L-rfj}  . 

Dans  ta  Table  XLI ,  poussée  jusqu'à  3o  minutes ,  on 
trouve  les  valeurs  des  deux  coefficients  m  et  n  nécessaires 
pour  le  calcul  commêritUen    , 
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ta  deuxième  correction  est  souvent  insensible.  La  pre- 
mière Table  est  tirée  de  l'ouvrage  anglais  ;  The  practîce 
qf  navigation...,  by  Henry  Ruper,  et  la  deuxième  a^lé 
prise  arec  correction  dans  :  Httlfstafeln  zur  zeit  und 
bestimmungen ,  von  H.-C  Schumacher  (1820). 

La  Table  XLIII,  qui  donne  la  réduction  des  heures, 
minutes  et  secondes  en  fractions  décimales,  est  très-utile. 

La  dernière  Table  contient  les  établissements  des  ports 
et  les  unités  de  hauteur  des  marées  pour  les  principaux 
ports.  En  passant,  je  ferai  remarquer  que  X Annuaire  du 
Bureau  des  Longitudes  et  beaucoup  d'autres  ouvrages 
donnent  2  Dunkerque  nb  45m  pour  établissement,  tandis 
qu'il  est  de  \ih  1319;  de  même  pour  Calais  il  est  de 
nh  49"1  et  non  iih  45™.  Les  quarante-sept  Tables  sont 
suivies  d'explications  détaillées  qui  permettent  d'en  faire 
rapidement  usage. 

Ce  serait  une  erreur  de  croire  que  ces  Tables  ne  sont 
11  tîles  qu'aux  navigateurs;  lesprofesseursdes  lycées  peuvent 
s'en  servir  également  avec  avantage.  Ils  y  trouveront  des 
exercices  des  deux  (rigonométries  et  de  cosmographie  avec 
emploi  continuel  de  logarithmes  et  aussi  de  co-Iogarith- 
mes.  Ce  mol  est  nouveau,  mais  la  chose  est  ancienne-,  c'est 
ce  qu'on  appelait  jusqu'ici  complément  des  logarithmes, 
opération  très-commode  et  encore  plus  quand  on  n'a  pas 
besoin  de  la  faire,  car,  dans  cet  ouvrage,  elles  sont  pour 
la  première  fois  toutes  faites.  Lorsque  presque  tontes  les 
productions  du  jour  ne  se  distinguent  les  unes  des  autres 
que  parce  que  les  unes  mettent  à  droite  ce  que  les  autres 
mettent  à  gauche ,  on  est  heureux  de  rencontrer  un  tra- 
vail où  se  manifeste  une  pensée  spontanée  qui  a  un  mé- 
rite intrinsèque  et  qui  porte  le  cachet  d'un  perfectionne- 
ment réel. 

Terqusm  (Paul), 
Prof*M«ur  d'hydrographie  «  Duakcrquc. 

Bulletin  mathâmatiiiix-.  I.  ■"- (NoTpmbrtt  i855.)  II 
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Cours  d'Arithmétique,  rédigé  conformément  aux  Pro- 
grammes officiels;  par  M.  Dupain,  ancien  élève  de 
l'École  Normale.  In-8.  Prix  :  3f  5oc. 

Cours  de  Géométrie,  rédigé  conformément  aux  Pro- 
grammes officiels;  par  M.  Dupain,  ancien  élève  de 
l'École  Normale.  In-8.  Prix  :  if,  5o. 

Encore  une  Arithmétique!  Il  yen  a  déjà  tant!  Elle  est, 
comme  la  plupart  de  ses  devancières,  conforme  aux  Pro- 
grammes officiels  et  utile  aux  élèves  qui  veulent  passer 
des  examens. 

L'auteur  a  d'abord  fait  une  arithmétique  pour  ceux 
qui  se  proposent  simplement  Rapprendre  l'arithmé- 
tique, puis  il  s'est  étendu  sur  ce  lit  de  Procuate  qu'on  ap- 
pelle programme,  et ,  à  force  de  s'y  débattre ,  il  a  pu  s'-en 
relever  sinon  sans  meurtrissures,  du  moins  sans  mutila- 
lions. 

Écrire  sur  un  sujet  si  rebattu ,  c'est  prendre  l'engage- 
ment de  dire  autrement  que  tout  le  monde  ;  cet  engage- 
ment, M,  Dupain  l'a  tenu.  Tantôt  c'est  la  forme  qui  se 
renouvelle:  pour  démontrer,  par  exemple,  qu'un  produit 
de  deux  facteurs  ne  change  pas  quand  on  change  l'ordre 
des  facteurs  ;  tantôt  c'est  le  fond  même  de  la  démonstra- 
tion :  pour  trouver,  par  exemple,  l'erreur  relative  d'un 
produit. 

Le  style  est  en  général  concis.  M.  Dupain  aime  la 
brièveté  ;  il  ne  doit  pas  être  bavard.  Mais  quand  il  s'agit 
d'éclairer  une  question ,  il  en  prend  son  parti  et  n'écono- 
mise pas  ses  phrases.  Ainsi  la  définition  de  la  division  est 
très-détaillée  et  tient  plus  de  deux  pages  ;  il  est  vrai  que 
l'élève  qui  aura  lu  attentivement  ces  deux  pages  aura  une 
idée  nette  du  but  multiple  de  cette  opération ,  autrefois 
l'épouvantail  des  écoliers. 
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Quelle  analogie  y  a-t-il  entre  la  multiplication  et  la 
division  des  entiers  et  celle  des  fractions?  Comment  les 
théorèmes  sur  les  facteurs  entiers  s 'étendent-ils  aux  fac- 
teurs fractionnaires?  Quelle  est  la  portée  de  cette  géné- 
ralisation? Voilà  des  questious  que  traite  longuement 
l'auteur  et  dont  la  solution  jettera  plus  tard  du  jour  sur 
la  théorie  algébrique  des  quantités  négatives. 

Ceux  qui  aiment  le  summum  jus  trouveront  téméraires 
quelques  paragraphes  qui  ne  peuvent  être  acceptés  que 
par  une  interprétation  libérale  de  la  lettre  du  Programme. 
Nous  citerons  la  théorie  des  chiffres  romains,  des  nom- 
bres premiers,  la  preuve  par  y,  les  mesures  de  temps,  etc. 

Pour  se  faire  pardonner  cette  audace,  M.  Dupain  a  fait 
de  larges  concessions  à  l'esprit  nouveau.  Arrière  les  pro- 
portions! il  n'en  reste  qu'un  souvenir.  Heureusement 
que  le  Programme,  qui  a  pour  l' adjectif 'le  même  faible 
que  les  romantiques  dont  parle  Alfred  de  Musset,  nous 
laisse  les  quatrièmes  proportionnelles  et  les  grandeurs 
proportionnelles  sur  lesquelles  M.  Dupain  a  pu  conso- 
lider les  règles  de  trois  qui  ont  aussi  reçu  des  novateurs 
un  laissez-passer. 

Parler  des  logarithmes  a  des  lecteurs  qui  ne  connaissent 
ni  les  progressions  ni  les  exposants  frac  Lionn aires  est  un 
de  ces  tours  de  force  imposes  par  le  Programme  et  dont 
M.  Dupain  s'est  tiré  par  uue  définition  empruntée  au 
Cours  d'analyse  algébrique  de  M.  Cauchy. 

La  théorie  de  la  règle  à  calcul  est  une  de  ces  utilités 
introduites  récemment.  Le  sujet  est  traité  en  quatre  pa- 
ges qui  en  disent  plus  que  bien  des  brochures. 

Mais  le  triomphe  des  utilitaires  est  dans  les  exercices, 
gâteau  de  farine  et  de  miel  que  l'auteur  jette  dans  la 
triple  gueule  de  Cerbère  pour  franchir  le  seuil  de  nos 
écoles.  Le  budget ,  la  bourse,  les  chemins  de  fer,  l'armée, 
la  marine,  l'éclairage  au  gaz,  la  boucherie,  la  boula»- 
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gerie,  l'agriculture»  l'almanach  et  jusqu'aux  allumettes 
chimiques  y  ont  trouvé1  place  et  étouffent  quelques  ques- 
tions de  science  pure  que  l'incorrigible  auteur  y  a  glis- 
sées. 

Nons  signalerons  encore  dans  l'Arithmétique  de  M.  Du- 
paîn  quelques  notes  historiques  et  une  table  de  matières 
très-dé veloppée  qui  facilite  beaucoup  les  recherches. 

En  géométrie,  l'auteur  avait  moins  de  concurrents, 
mais  aussi  moins  de  guides-,  il  a  interprété  largement  le 
Programme,  et,  à  l'aide  de  notes,  d'appendices,  d'intro- 
duction ,  d'exercices ,  il  a  trouvé  moyen  d'initier  les  élè- 
ves studieux  (il  y  en  a  encore)  à  l'étude  sérieuse  des  sec- 
tions coniques. 

Pour  racheter  cette  hardiesse  ,  il  a  fallu  sacrifier  à  Yu~ 
tile;  aussi  est-il  question  devis  ordinaires,  de  vis  d'Ar- 
chimède ,  d'escaliers ,  de  bateaux  à  vapeur,  de  solénotdes, 
d'orbites  planétaires ,  d'aplatissement  du  méridien ,  de 
projectiles,  de  miroirs,  de  jardinage,  de  voûtes  à  con- 
struire, d'alignements  de  routes  à  raccorder,  etc. 

Pau  un  Pbofesseck. 

Note  du  Rédateur.  La  science  n'est  plus  qu'un  in- 
strument accessoire  dans  l'enseignement  ;  les  applications 
sont  le  point  essentiel.  C'est  à  qui  entassera  le  plus  de 
questions  disparates  sur  la  mécanique ,  l'agriculture ,  la 
physique ,  le  commerce ,  h.  chimie ,  l'astronomie ,  la  mé- 
tallurgie ,  les  voies  de  fer,  etc  ;  sorte  d'exposition  mathé- 
matique de  bric-à-brac.  Descartes  ne  l'en  tendait  pas  ainsi . 
Voici  ce  qu'il  nous  dit  :  «  Mais  je  ne  m'arrête  point  à 
»  expliquer  ceci  plus  en  détail,  à  cause  que  je  vous  ôterais 
»  le  plaisir  de  l'apprendre  de  vous-même  et  l'utilité 
»  de  cultiver  votre  esprit  en  vous  y  exerçant,  qui  est  à 
»  mon  avis  la  principale  qu'on  puisse  tirer  de  cette 
»  science  »  {Géométrie,  édit.  de  Cousin,  t.  V,p.  3i6). 
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C'est  précisément  à  cette  principale  utilité  qu'on  fait  la 
guerre.  On  n'en  voit  d'autre  que  celle  dont  les  résultats 
peuvent  se  coter  à  ta  Bourse.  Contradiction  singulière! 
ils  préconisent  une  philosophie  spïritualJste  et  un  ensei- 
gnement matérialiste.  Cela  rappelle  les  dernières  pa- 
roles du  juste  : 

i  fip  e'i3att\  ri'  noiitn . 


SIR  LE  PR0BLÊ1E  DES  BŒUFS  ATTRIBUÉ  A  ARCHUEDE 

i(nHrpu«m). 

Monsieur  le  Rédacteur, 

Puisque  vous  m'avez  donné  l'occasion  de  m'occuper  du 
Problème  des  Bœufs  attribué  à  Arcbimède,  je  vais  vous 
faire  part  de  quelques  remarques  que  m'a  suggérées 
votre  article  curieux. 

Je  crois  comme  Struve,  non-seulement  que  les  deux 
dernières  conditions  ont  été  ajoutées,  'mais  qu'il  eu  est 
de  même  de  tout  ce  qui  est  relatif  aux  vaches,  depuis  le 
vers  17e  jusqu'au  26'  inclusivement,  plus  les  vers  28  et  ag 
qui  me  paraissent  interpolés,  de  manière  à  séparer  en 
deux  le  dernier  distique  où  je  lirais  irtmt  au  vers  27. 

Ainsi  les  vers  1  à  16  me  semblent  présenter  un  énoncé 
complet,  auquel  les  vers  27  et  3o  forment  un  épilogue 
très-convenable. 

Le  problème  ainsi  réduit  a  pour  solution  la  plus  sim- 
ple ou  principale  les  quatre  nombres  que  vous  donnez  à 
la  page  117,  savoir: 

3226  boeufs  blancs 
(je  pense  que   le  rédacteur  primitif  n'avait  pas  songé 
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à  distinguer  les  sexes,  et  qu'il  prenait  raipoi  tout  simple- 
ment dans  le  sens  de  fSo'c); 
Ensuite  : 

1602  bœufs  noirs, 
■  58o  bigarrés, 


On  obtient  toutes  les  autres  solutions  du  problème 
en  multipliant  ces  divers  nombres  par  un  entier  quel- 
conque. 

L'auteur  concluait  m  disant  :  «  Mon  cher  ami ,  si  lu 
»  nous  dis  exactement  d'après  cela  le  nombre  des  bœufs 
»  d'Hélios,  tu  n'as  pas  à  craindre  de  passer  pour  inha- 
»  bile  ou  ignorant  en  arithmétique.  » 

Cette  conclusion  est  évidemment  complète  et  n'indique 
aucune  restriction  de  la  part  de  l'interrogateur. 

C'est  donc  bien  un  nouveau  rédacteur  qui  ajoute  : 
h  Mais  je  ne  te  tiens  pas  quitte:  il  faut  encore,  si  tu  veux 
»  passer  pour  vraiment  savant,  etc.  m 

Or,  quelles  sont  les  nouvelles  conditions  auxquelles 
sont  assujettis  les  nombres  demandés?  il  y  en  a  deux. 
Voici  comment  je  comprends  la  première  :  je  ne  pense 
pas  que  la  somme  des  nombres  de  bœufs  blancs  et  noirs 
doive  être  un  carré  parfait;  je  suppose  que  l'auteur  a 
voulu  dire  simplement  :  si  les  boeufs  blancs  et  noirs  réu- 
nis étaient  rangés  en  carré,  en  comptant  tous  ceux  du 
circuit,  la  somme  des  premiers  rangs  sur  tout  le  péri- 
mètre du  carré,  t«  mpt^fiua,  égalerait  la  mesure  des  plai- 
nes de  la  Sicile;  et  je  lis  en  conséquence  ift-SBat  au  lieu 
de  iz~i.lv  tia-j  qui  n'a  pas  de  sens  en  cet  endroit. 

(Peut-être  aussi  faut-il  lire  «pSaJoi  au  lieude  i/tmSi' .) 

En  deux  mots,  le  quadruple  de  lu  racine  carrée  du 
nombre  des  bœufs  blancs  et  noirs  serait  la  mesure  de  la 
Sicile. 
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Du  reste,  cette  condition  ne  me  parait  pas  devoir  être 
prise  en  rigueur,  c'est-à-dire  exiger  une  racine  carrée 
exacte  :  quel  que  soit  le  nombre  des  hommes  d'une 
troupe,  on  peut  toujours  proposer  de  les  disposer  en  ba- 
taillon carré  on  supposé  tel.  L'auteur  dit  simplement  : 
«  quand  ils  étaient  placés  de  manière  à  avoir  la  même 
»  mesure  en  largeur  et  en  profondeur-  » 

Je  reviendrai  tout  à  l'heure  sur  la  manière  de  satis- 
faire à  cette  condition;  je  dois  auparavant  examiner  la 
seconde.  Celle-ci  ne  comporte  pas  la  même  tolérance 
que  la  première;  il  y  est  dit  excessivement  que  les 
boeufs  roux  joints  aux  bigarrés  doivent  former  un  nom- 
bre triangulaire ,  sans  qu'il  en  manque  ni  qu'il  en  reste 
aucun.  Or,  tout  nombre  triangulaire  devant  être  de  la 

forme  - x  (x  ■+■  i) ,   il  faut  donc  faire  en  sorte  que  le 

nombre  2471,  qui  représente  la  somme  des  j  nombres 
cités,  {T  +  J) ,  dans  la  plus  simple  des  solutions  de  la 
question  primitive,  ouque  le  facteur  353,  nombre  pre- 
mier qui  est  le  septième  de  247 1 1  puisse  être  identifié  à 
l'un  des  nombres  x ,  x  -h  1 ,  ou  à  leurs  moitiés.  Les  hy- 
pothèses qui  se  présentent  le  plus  naturellement  sont 
celles-ci  : 

*»a4?>.  i(*-r-i)=tï36, 


*  -+- 1  =  247 1 . 

-x=  1235, 
2 

i*=a47i, 

^+,=4943, 

(*+i)  =  2471, 

*=4o4i, 

'«  =  353, 

x  ■+■   1  =  707  =  7. 101 

Pour  chaque  cas,  le  nombre  qui  multiplie  2471  dans 
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le  produit  -  x  [x  -+- i)  est  le  facteur  par  lequel  il  faut 

multiplier  tous  les  nombres  de  la  solution  principale. 

Ainsi,  dans  la  cinquième  hypothèse  ci-dessus,  le  multi- 
plicateur sera  toi. 

Maintenant,  il  faut,  en  revenants  la  première  con- 
dition supplémentaire,  que  le  multiplicateur  adopté 
puisse  conduire  à  la  mesure  de  la  Sicile,  ce  qui  détermi- 
nerait complètement  le  problème.  Deux  nombres  se  pré- 
sentent en  premier  lieu  de  manière  à  satisfaire  approxi- 
mativement à  cette  condition.  Ce  sont  les  nombres 
i335495o  et  ia355o5o.  En  effet,  d'abord  chacun  d'eux 
fournît  un  nombre  triangulaire  quand  on  le  multiplie 
par  347 1,  puisque  le  premier  donne  pour  produit 


a4j  101.247  100 

Ensuite  ,  si  on  les  multiplie  respectivement  par  38ï8  , 
ils  donnent  pour  produit 

4729471(8600     et     4  n  açj5  1 3 1 4°o , 

dont  les  racines  carrées  sont  (à  une  unité  près) 

2i7473     et     217474» 

et  les  quadruples  de  ces  racines 

865)892    et    869896. 

Maintenant ,  si  nous  cherchons  dans  Strabon  (liv.  Ml) 
les  dimensions  de  la  Sicile ,  nous  voyons  qu'il  attribue  à 
sa  forme  triangulaire  un  périmètre  de  44°o  stades  qui  se 


3,g,1,zedby  G00gle 


distribuent  ainsi  : 


(  '«9) 


.  ;__  — .  pour  le  grand  côté, 
i55o  st.  pour  le  moyen  côté, 
n3o  st.  pour  le  petit  côté. 

Total. .  ■     44oo 

Or,  si  l'on  calcule  l'aire  de  ce  triangle  par  la  \  formule 
de  Héron  d'Alexandrie,  ou  obtient  d'abord,  pour  le 
carré  de  cette  aire,  le  nombre  ^34448  ooo  ooo,  lequel  se- 
rait un  carré  parfait  si  le  chiffre  8  s'y  trouvait  remplacé 
par  9,  et  la  racine  de  ce  carré  serait  857000,  nombre 
représentant  des  stades  carrés. 

On  conçoit  d'ailleurs  que  cette  évaluation  est  néces- 
sairement au-dessous  de  la  vraie  valeur  du  territoire  de 
l'île ,  à  cause  des  sinuosités  du  contour,  dont  la  formule 
fait  abstraction. 

On  peut  donc  considérer  les  deux  nombres  ci-dessus 
trouvés,  869  89a  et  869  896,  comme  représentant  approxi- 
mativement l'aire  totale  de  la  Sicile ,  conformément  à 
l'énoncé.  En  conséquence,  on  a  pour  solution  de  la 'pre- 
mière et  de  la  troisième  partie  de  la  question ,  les  for- 
mules 

B=  2226*, 

N=  160^*, 

T=i58o*, 

J=    891-t, 

dans  lesquelles  k  =  1 2  355  000  ±  5o. 

On  peut  d'ailleurs  arriver  à  un  résultat  plus  rapproché 
de  857  000  en  multipliant  247  '  par  99i  cc  <lui  donne 
244  629,  et  posant 

T         =  a£4  629X244628 
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Alors,  faisant 

B  +  h  =  3828  X  99  X  ïMl^t  -  46  353 58i  208, 

011  a  pour  la  racine  carrée  ai 5  298 qui,  multiplié  par  4, 
donne  861  182,  ce  qui  est  bien  près  du  résultat  cherché- 
Enfin ,  on  aurait  un  résultat  trop  faible  en  multipliant 
2471  par  98,  ce  qui  donne  34a  1 58,  et  posant 

t         _  24ai58±24ai59 

11  faut  alors  faire 
B  -t-  H  =  38a8  X  49  X  242  iSçf  =  45422  247  948; 

la  racine  carrée  est  2i3ia4  et  le  quadruple  de  cette  ra- 
cine donne  85a4fj6  (*). 

Au  surplus ,  l'incertitude  qui  reste  ici  quant  au  chiffre 
exact  du  résultat,  ne  doit  pas  étonner,  et  elle  ne  suffirait 
pas  pour  permettre  de  conclure  que  la  voie  proposée 
ne  peut  conduire  à  la  bonne  solution.  Un  nombre  tel 
que  l'évaluation  de  la  surface  totale  de  la  Sicile  n'a  ja- 
mais pu  être  donné  que  comme  approximation  ;  et  il  est 
d'ailleurs  vraisemblable  que  si  l'auteur  avait  eu  en  vue  un 
nombre  exact ,  il  n'eût  pas  ajouté  la  condition  du  nombre 
triangulaire  qui  rendait  alors  le  problème  plus  que  déter- 
mine, à  moins  toutefois  qdte  ce  ne  fût  commesimplevérifi- 
caiion.  Mais  il  arrive  justement  que  les  hypothèses  qui 

(*)  Lee  géographes  modernes  donnent  à  la  Sicile  iÎjo  lieues  carrées  de 
superficie,  ce  qui,  en  supposant  le  degré  de  a5  lieues  al  de  700  stades, 
porte  cette  même  surface  s  T  o58  .joo  stades  carré».  En  multipliant  11)71 
par  m,  on  a  10,8991;  en  multipliant  ensuite  38a8  par  lai  et  paraoByijin, 
on  a  pour  résultat  1  oSa  S7O.  Mais  en  multipliant  'i.j/i  par  lia.  on  a 
Soi  4&1  i  et  multipliant  alors  \  Rio  par  Tm  et  par  loi  (fil,  on  obtient 
1  iïfi  1  afin.  Entre  celte  limite  et  les  nombres  proposé»  précédemment,  je 
nui  trouvé  aucun  carré  parfait. 
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remplissent  celte  dernière  condition  d'une  manière  sa- 
tisfaisante ne  paraissent  nullement  de  nature  à  donner 
le  carré  parfait  exigé  par  l'hypothèse  que  je  combats. 

Restent  maintenant  les  vers  17  a  a6,  plus  les  vers  28 
et  29  dont  je  n'ai  pas  encore  parlé. 

Ces  douze  vers  me  paraissent  avoir  été  ajoutés  tout  à 
fait  après  coup-,  et  même  il  me  semble  probable  que  le 
distique  composé  des  deux  vers  a5  et  a6  constitue  une 
interpolation  faite  encore  en  surcharge  et  tout  en  dernier 
lieu.  Faisons  donc  pour  un  instant  abstraction  de  ce  dis- 
tique, et  ne  considérons  que  les  huit  vers  compris  de  17 
à  0.4.  Ici  je  crois  que  les  traducteurs  et  commentateurs  se 
sont  complètement  trompés  en  supposant  aux  mots  trèv 
Tsu'poiç ,  au  vers  aa ,  cette  signification  que  le  nombre  des 
'  taureaux  devait  être  ajouté  k  celui  des  vaches.  Je  lis  avec 
Lessingiram:...  tpxop'W-,  mais  je  place  le  point  à  la  fin  du 
vers  précédent,  en  faisant  dépendre  «rù» raûpuit  de  ipxcptnmc, 
ce  qui  alors  signifie  simplement  :  Les  vaches  rousses  qui 
paissent  avec  les  taureaux ;enunmot,je  vois  ici  ce  qu'eu 
terme  d'école  on  nomme  une  cheville.  J'ajoute,  en  outre,  que 
je  lis  >xovT  "fp«*«e  à  la  fin  du  vers  24.  Alors,  les  conditions 
du  nouveau  problème,  tout  à  fait  indépendant  du  pre- 
mier quant  à  la  solution ,  seront  celles-ci  :  i°  le  nombre 
des  vaches  blanches  forme  le  tiers  elle  quart  de  celui  des 
vaches  noires  ;  a0  le  nombre  des  vaches  noires  est  le  quart 
et  le  cinquième  de  celui  des  vaches  bigarrées  ;  3°  le  nom- 
bre de  ces  dernières  est  le  cinquième  plus  le  sixième  de 
celui  des  vaches  rousses. 

Je  suis  d'autant  plus  porté  à  interpréter  ainsi  l'énoncé, 
que  j'y  crois  voir  une  imitation  des  conditions  du  pre- 
mier problème,  ou  :  i"  le  nombre,  des  boeufs  ou  des  tau- 
reaux blancs  était  la  moitié  et  le  tiers  du  nombre  des 
noirs  (en  faisant  abstraction  des  roux);  le  nombre  des 
bœufs  noirs  était  le  quart  «lus  le  cinquième  des  bigarrés; 
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et  3°  celui  des  bigarrés ,  le  sixième  plus  le  septième  des 
blancs. 

Avec  ces  trois  conditions,  auxquelles  sont  soumis  les 
nombres  des  vaches  de  diverses  couleurs,  ces  nombres  sont 
indéterminés,  bien  que  leurs  rapports  soient  déterminés. 
Mais  si  l'on  ajoute  une  quatrième  condition,  savoir, 
comme  dans  les  vers  a5  et  26,  que  le  nombre  des  vacbes 
rousses  doit  être  le  sixième  plus  le  septième  de  celui  des 
vaches  blanches ,  alors  il  est  clair  que  le  problème  de- 
vient absurde.  11  me  semble  voir  là  une  addition  mala- 
droite faite  par  un  scholiaste  inintelligent,  qui,  n'enten- 
dant pas  la  question ,  aura  jugé  nécessaire  de  compléter 
ainsi  l'énoncé  où  il  croyait  apercevoir  un  oubli. 

Rejetant  donc  cette  dernière  condition  comme  entière- 
ment apocryphe,  on  a  pour  les  nombres  les  plus  simples 
qui  satisfont  a  la  nouvelle  question  : 

4s=a3i, 

«  =  396, 
t  =880, 
j  =  a4°°  i 

et  l'on  obtiendra  toutes  les  autres  solutions  en  multipliant 
par  un  nombre  entier  quelconque. 

Telles  sont ,  Monsieur  le  Rédacteur,  les  remarques  que 
m'a  suggérées  votre  intéressant  article.  Elles  ne  lèvent 
sans  doute  pas  toutes  les  difficultés;  peuf-ôtre  jugerez- 
vous  néanmoins  qu'elles  peuvent  encore  présenter  quel- 
que intérêt  à  vos  lecteurs. 

J'aurais  bien  aussi  quelques  observations  à  vous  adres- 
ser sur  le  texte  grec  que  voua  avez  édité  ;  mais  je  ne  veux 
pas  me  faire  de  mauvaises  affaires. 

Au  surplus,  c'est  là  une  de  ces  questions  auxquelles 
on  consacre  volontiers  quelques  heures  de  loisir,  mais  on 
se  reprocherait  d'y  sacrifier  uni'  trop  notable  fraction  de 
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celte  précieuse  étoffe  de  la  vie  humaine  que  l'on  nomme 
te  temps  :  car 

Fagit  interea,/ugit  irreparabite  tempus. 
Agréez ,  Monsieur  le  Rédacteur,  etc., 

A.-J.-H.     VlSCEHT, 
Membre  de  l'Instilul. 


LÉONARD  B0NACC1  DE  PISE  (XIIIe  siècle). 

Les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de  l'homme  rap- 
portées à  trois  plans  fixes  varient  à  chaque  instant.  Lors 
même  que  nous  nous  tenons  en  repos ,  la  circulation ,  la 
respiration,  tous  les  mouvements  involontaires  delà  vie 
organique  déplacent  ce  point  sans  cesse.  La  ligne  décrite 
par  ce  centre  de  gravité,  depuis  la  naissance  jusqu'à  la 
mort ,  est  la  trajectoire  vitale  géométrique  de  chaque  in- 
dividu. La  vitesse  ,  le  —  eu  chaque  point  de  cette  trajec- 
toire est  sans  doute  très-variable.  Mais  si  l'on  divise  ta 
longueur  totale  de  la  trajectoire  par  le  temps,  soit  par  le 
nombre  de  secondes  qu'on  a  vécu  depuis  l'entrée  dans  le 
monde  jusqu'à  la  sortie ,  on  obtient  une  vitesse  moyenne 
qui  diffère  beaucoup  d'un  individu  à  l'autre ,  d'un  peuple 
à  l'autre.  Il  en  est  ainsi  de  la  trajectoire  de  la  vie  intel- 
lectuelle. Cette  trajectoire  se  compose  de  pensées  qui  se 
comptent  par  le  nombre  et  se  mesurent  par  le  temps.  Ce 
nombre  et  surtout  le  temps  établissent  une  grande  diffé- 
rence entre  les  esprits  ;  c'est  surtout  la  durée  de  la  pensée 
qui  caractérise  les  esprits  supérieurs.  Buffon  définit  le 
génie:  une  aptitude  à  la  patience,  c'est-à-dire  la  faculté 
de  faire  durer  la  pensée,  delà  maintenir  longtemps  et 
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avec  intensité  sur  le  même  sujet.  Souvent  cette  faculté 
déconcentration  intellectuelle  rend  impropre  aux  occu- 
pations vulgaires  qui  exigent  des  pensées  fugaces  et  mul- 
tiples. Il  résulte  de  là  que  des  hommes  supérieurs  pas- 
sent souvent  pour  des  niais  chez,  les  hommes  inférieurs. 
C'est  ainsi  que  les  négociants  de  Pise,  compatriotes  de 
Léonard,  lui  ont  donné  le  sobriquet  de  Bighelone  (*)  ; 
toutefois,  c'était  un  des  plus  profonds  penseurs  du 
siècle  de  saint  Louis  et  comme  tel  jusqu'à  ce  jour  pres- 
que inconnu.  Les  érudiu  savaient  que  Léonard  avait  pro- 
mulgué et  propagé  la  numération  et  apporté  en  Occi- 
dent l'algèbre  des  Arabes.  Ce  sont  sans  doute  d'immenses 
services,  mais  qui  n'ont  que  le  mérite  de  l'importation 
première.  Mais  on  ne  se  doutait  guère  qu'un  géomètre 
du  xnte  siècle  eût  dépassé  beaucoup  Dîophante  et  les 
Arabes  et  n'a  été  dépassé  que  par  Fermât  au  rat*  siècle. 
Découverte  historique  que  nous  devons  aux  persévérantes 
investigations  du  célèbre  prince  Boncompagni  ;  découverte 
infiniment  supérieure  à  ces  travaux  sur  des  écrivains 
obscurs  qu'on  se  plaît  à  tirer  des  ténèbres  du  moyeu 
âge  et  qui ,  pour  être  publiés  et  illustrés,  n'eu  restent  pas 
moins  obscurs.  La  mise  au  jour  des  trois  écrits  de  Léonard 
enrichit  de  faits  précieux  les  annales  de  l'esprit  humain. 
Ce  sont  les  seuls  ouvrages  qui  soient  complètement  pu- 
bliés. On  en  connaît  sept  : 

i°.  Liber  ah aci  (  vxo'i  et  corrigé  en  1228)  ;  c'est  un 
Traité  d'Arithmétique  et  d'Algèbre.  Le  XV"  chapitre 
concerne  l'algèbre  et  a  été  publié  par  M.  Libri  [Histoire 
des  sciences  mathématiques,  tome  II ,  page  307,  note  DJ, 
i838). 
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a".  Praclica  geometiicE  (  i  110  à  1221);  théorique  et 
pratique. 

3°.  L&er  quadratorum  (iaa5);  c'cstl'œuvre  primi- 
cipale  (publié). 

4".  Fias  super  solutionibus  quarundam  quesfionuin 
ad  arithmeticam  et  ad  geometriam  vel  ad  utramque 
pertinentium  (public!). 

5°.  De  modo  solvendi  questiones  avium  et  similium 
{publié). 

6°.  Un  commentaire  sur  le  livre  X  des  Eléments  d'Eu- 
clide. 

7°.  Libro  di  merchatanti  detto  di  minor  gmsa-, 
n'existe  plus,  à  ce  qu'on  sache,  dans  aucune  bibliothèque; 
renfermait  des  règles  d'alliage  des  métaux. 

Les  trois  écrits  3°,  4°)  5°  sont  réunis  dansuu  manus- 
crit du  xvc  siècle,  sur  parchemin,  appartenant  à  la  bi- 
bliothèque amb  rosi  en  ne  de  Milan  (  E,  ^5  ,  parte  supe- 
ri'ore).  La  description  de  ce  manuscrit  et  des  détails  bi- 
bliographiques sur  tous  les  écrits  de  Léonard  sont  exposes 
dans  l'ouvrage  suivant  avec  une  érudition  et  une  exacti- 
tude auxquelles  nous  ne  sommes  plus  guère  accoutumés  : 

Intorno  ad  alcune  opère  di  Leonardo  Pisano  maie- 
matico  del  secolo  décima terzo .  Notizie  raccoite  da 
Baldassare  Boncompagni,  socio  ordinario  dell 'jéecade- 
mia  Pontificia  de'  Nuovi  Lincei.  Roraa,  lîpograna  dellc 
Belle  Arù,  i854-  In-8,  vui-4o°  pages. 

C'est  là  que  nous  puiserons  des  renseignements  sur  la 
vie  et  les  oeuvres  de  l'illustre  Pisan  (*). 


(*)  M.  Boncompagni,  dane  l'ATCrtiaMment,  page  m.  Tait  «voir  que 
tout  ce  qu'on  trouve  dan*  cet  écrit  doit  être  reproduit  dans  un  ouxrsge 
plue  Tarte  qu'il  «e  propose  de  Taire  sous  le  titre  :  Délia  viia  c  délie  opère 
di  Leonardo  Piioao  et  dont  une  partie  a  déjà  été  publiée  dans  le»  Aiti 
dell'  Accadrmia  l'onlifieia  de' Nuovi  Lincei,  tomo  V,  anno  V  (l8il-5a  , 
pages  5-91,  aoB-a^S. 
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Nous  ne  connaissons  d'autres  circonstances  de  la  vie 
de,  Léonard  que  ce  qu'il  nous  apprend  lui-même  au  com- 
mencement de  son  Traité  de  l'Abaque  et  qu'on  trouve 
dans  l'ouvrage  de  M.  Libri  (  Histoire  des  sciences  mathê~ 
malignes,  t.  II,  p.  287,  i838).  En  voici  la  traduction  : 

«  Ici  commence  le  livre  de  VAbacus  composé  par 
ij  Léonard,  fils  de  Bonacci  de  Pise,  dans  l'année  1302. 

»  Mon  pèreiétait  constitué  à  Bougie  par  les  marchands 
»  de  Pise  comme  greffier  public  [publient  scriba)  (*)àla 
»  douane  de  Bougie.  Comme  il  y  avait  continuellement 
h  affluencede  commerçants  chez  lui,  il  me  fit  venir  dès 
»  mon  enfauce,  et  voulut  que  je  restasse  pendant  quelque 
»  tem  ps  pour  m'applique  r  à  l'étude  de  l'abaqueenvued'un 
m  avantage ,  d'une  utilité  à  venir.  Un  admirable  maître 
u  ra' ayant  initié  dans  l'art  des  figures  indiennes,  je  pris 
»  tant  de  plaisir  à  l'esprit  de  cet  art,  que  je  voulus  savoir 
w  tout  ce  qu'on  enseignait  là-dessus  en  Egypte,  en  Sy- 
»  rie,  dans  la  Grèce,  en  Sicile  et  dans  la  Provence 
u  [Proventiam) ,  avec  les  diverses  variétés.  Ayant  par- 
ti couru  auparavant  ces  contrées,  je  m'y  instruisis  par 
»  beaucoup  d'études  cl  de  discussions,  maïs  je  considérai 
n  tout  ceci  et  même  l'Algorîsme  de  Pythagore  (Picfa- 
»  gorœ)  comme  défectueux  en  comparaison  de  la  méthode 
»  indienne.  C'est  pourquoi  ayant  serré  de  plus  près 
»  cette  méthode  et  étudié  plus  attentivement,  y  ajoutant 
»  quelque  chose  de  mon  propre  fonds  et  y  appliquant 
n  quelques  artifices  géométriques  d'Euclide,  j'ai  travaillé 
»  à  la  composition  de  cet  ouvrage,  et  pour  être  le  plus 
»  intelligible  qu'il  m'est  possible,  je  l'ai  divisé  en  quinze 
»  chapiircs  distincts.  J'ai  tout  donné  avec  des  rai  son  ne  - 
»  ments  démonstratifs,  afin   que   ceux  qui   aspirent  à 

{*)  Scrittt.  Il  y  an  a  qui  Toiont  là  un  notaire:  c'o»t  probablement  nnc 
espèce  de  conml  commercial. 
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a  cette  science  seulement  parce  qu'elle  est  plus  parlai  le 
■  que  les  autres ,  puissent  s'instruire  et  qu'à  l'avenir  la 
•  genté  latine  ne  s'en  trouve  pas  dépourvue  comme  jus- 
b  qu'à  présent. 

»  Si  par  hasard  je  n'ai  pas  dit  assez  ou  trop  et  plus 
»  qu'il  n'est  «nécessaire; ,  je  prie  qu'on  ait  de  l'indulgence 
»  pour  moi ,  car  il  n'y*  personne  qui  n'ait  quelques  dé- 
»  fauts  et  qui  soit  circonspect  en  toutes  choses  et  par- 
»   tout.    » 

Léonard  avait  au  moins  une  vingtaine  d'années  en 
écrivant  son  abaque  en  1 202 ,  ce  qui  porte  l'année  de  sa 
naissance  vers  1 170  ou  1 180  ;tin  ignore  l'année  de  sa  mort. 
Il  y  en  a  qui  le  font  voyager  vers  Constantinople  à  la  fin 
du  xme  siècle ,  ce  qui  est  impossible.  Quoi  qu'il  en  soit , 
il  est 'certain  que  notre  géomètre  était  à  Pise  en  1 235, 
lors  du  passage  de  l'empereur  Frédéric  D. 

Ce  souverain ,  dédaignant  les  idées  régnantes  ,  ennemi 
des  croisades,  projeta  l'indépendance  de  l'Italie,  sa  pa- 
trie. 11  eut  à  combattre  d'ambitieux  compétiteurs ,  d'au- 
dacieux pontifes  romains,  et  mourut  à  la  peine.  Malgré 
ces  tribulations,]!  cultivait  les  lettres,  la  poésie,  et  com- 
posa un  ouvrage  sur  la  chasse  estimé  encore  aujourd'hui. 
Aimant  aussi  les  sciences,  il  encouragea  les  savants  et 
avait  dans  sa  suite  deux  géomètres  de  mérite,  è  en  juger 
par  le  choix  des  questions  qu'ils  adressèrent  à  Léonard 
et  dont  les  réponses  ont  donné  naissance  aux  trois  écrits 
mentionnés  (3°,  4°  el  5°). 

L'un  de  ces  géomètres  est  Jean  de  Païenne.  Le  lieu  de 
sa  naissance  est  la  seule  chose  qu'on  en  connaisse.  H  a 
proposé  trois  questions  en  présence  de  l'empereur,  sorte 
de  tournois  scientifiques  qui  se  sont  maintenus  jusqu'au 
xvue  siècle. 

Le  second  savant  est  un  nommé  Théodore.  Il  eut  à  sou* 
i.'iiir  une  joute  philosophique  contre  un  docteur  de  l'or- 

Bullelin  mathématique  ,  I,  I".  (Décembre  i85.'0  '  J 
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dre  des  frères  Prêcheurs ,  premier  nom  des  Dominicains, 
fondé  à  Toulouse  en  iai5.  Voici  comment  le  fait  esl  ra- 
conté par  le  P.Thomas  Malvenda,  lui-même  Dominicain, 
dans  son  Histoire  des Jrères  Prêcheurs  sous  Tannée  ia38. 
{jinnalium  sacri  ordinis  Prœdicatorum  centuria  prima, 
A.  R.  P.  F.  Thoma  Malvenda.  Neapol.,  MDCXXVH.) 
C'est  un  trait  curieux  des  moeurs"  du  temps. 

u  Le  frère,  Roland,Crémonais  de  nation,  qui  passait  pour 
grand  philosophe  dans  ce  siècle  ,  était  le  premier  des  frè- 
res Prêcheurs  qui  fut  licencié  et  docteur  de  l'Université 
de  Paris.  Il  composa  avec  beaucoup  de  finesse  un  résumé 
de  philosophie,  car  il  était  très-érudit  en  matières  théo- 
logiques cl  philosophiques.  Étant  une  fois  à  Crémone, 
il  apprit  de  quelques  frère»  Prêcheurs  qui  revenaient  de 
l'armée  de  Frédéric  II,  assiégeant  alors  Brescia  (ia38), 
que  le  philosophe  de  l'empereur  les  avait  embarrassés  de 
questions  au  sujet  de  la  philosophie  de  Roland,  sur  les- 
quelles ils  nesavaient pas  répondre.  En  flammé  de  zèle  pour 
son  ordre,  il  dit:  «Préparez-moi  un  âne.  »  Car  il  était 
goutteux  et  ne  pouvait  aller  à  pied.  Cela  étant  fait,  assis 
sur  l'àne,  il  entra,  accompagné  de  quelques  frères  Prê- 
cheurs, dans  le  camp  et  commença  par  demander  où  était 
le  philosophe.  Beaucoup  d'hommes  considérables  qui  con- 
naissaient et  honoraient  le  philosophe  s'étant  réunis,  et  le 
philosophe  étant  appelé,  Roland  lui  dit  :  «Afin  que  tu 
saches ,  toi ,  maître  Théodore ,  que  l'ordre  des  frères  Prê- 
cheurs a  des  philosophes ,  je  te  donne  le  choix,  en  pré- 
sence de  ceux-ci ,  de  faire  des  objections  ou  de  préparer 
des  réponses  sur  quelque  partie  de  la  philosophie  que  tu 
veuilles.  »  Comme  Théodore  choisit  les  objections  de  pré- 
férence aux  réponses,  Roland  remporta  dans  cette  lutte 
remarquable  une  victoire  qui  fut  pour  l'ordre  un  grand 
honneur  et  une  grande  gloire,  h  [Intorno  ad  alcune 
opère,  vie,  p.  47- ) 
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Ce  résultat  serait  moins  contestable,  s'il  était  raconté 
par  une  personne  étrangère  à  V ordre,  car  les  corporations, 
système  d'esprils  concentrés  en  un  seul  esprit ,  possèdent 
à  un  degré  éminenl  l'art  d'arranger  les  faits  et  ne  se  font 
pas  faute  d'exercer  cet  art. 

En  janvier  i855,  nous  donnerons  l'analyse  complète 
des  trois  écrits  {Tre  scritti,  etc.,)  et  des  considérations 
de  MM.  Boncompàgni ,  Genocchi  et  Lebesgue  sur  cette 
mémorable  production  qui  inaugura  le  grand  siècle  de 
saint  Louis. 


BIBLIOGRAPHIE. 


Ëléhkhïï  de  Géométrie,  rédigés  d'après  let 
Programmes  de  l'enseignement  scientifique  des  Ly- 
cées ;  par  M.  A.  Anriot,  professeur  de  Mathématiques 
au  Lycée  Saint-Louis,  à  Paris.  Paris,  «855;  in-8  de 
i44  pages;  figures  dans  le  texte.  (Cours  de  troisième 
scientifique.  ) 

C'est  un  fait  généralement  admis,  nullement  con- 
testé, que  les  études,  tant  littéraires  que  scientifiques, 
baissent  dans  les  institutions  et  collèges  universitaires; 
que  les  examens,  gagnant  sans  cesse  d'étendue ,  par  suite 
même  de  celte  étendue,  diminuent  sans  cesse  d'intensité. 
Les  ouvrages  qui  prennent  le  titre  de  conformes  sont,  en 
effet,  conformes  à  cet  état  maladif,  à  cette  asthénie  qui 
mine  l'enseignement.  Lorsqu'on  prescrit  aux  auteurs  la 
forme,  le  fond  et  même  l'ordre  logique  des  matières; 
lorsque  ,  enfermés  dans  ce  cercle  de  Popilius ,  ils  ne  peu- 
vent en  sortir,  s'en  écarter  pas  plus  que  le  soldat  de  ses 
théories,  ta  pensée  frappée  d'hémiplégie,  n'enfante  que 
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des  oeuvres  malingres  ,  rabougries ,  sans  espoir  aucun  de 
vitalité.  Toutefois,  il  serait  injuste  de  ranger  dans  la 
même  catégorie  tous  les  écrits  conformistes.  Le  manteau 
que  le  Programme  jette  sur  l'esprit  et  le  talent  ne  les  em- 
pêche pas  de  percer  lorsqu'ils  existent.  C'est  ce  qu'on 
aperçoit  en  lisant  ce  cours  de  troisième.  Le  savant  pro- 
fesseur a  publié  naguère  un  Traité,  excellente  introduc- 
tion à  la  géométrie  segmentaire,  dite  supérieure.  On  ne 
dépouille  jamais  le  vieil  homme,  et  on  retrouve  dans  cet 
opuscule  plusieurs  qualités  qui  distinguent  le  Traité.  Les 
trente-trois  leçons  roulent  sur  les  figures  planes.  Chaque 
leçon ,  précédée  d'un  énoncé  du  Programme ,  développe 
cet  énoncé. 

Nous  soumettons  à  l'estimable  auteur  quelques  obser- 
vations. 

On  appelle  corps  une  portion  limitée   de   l'étendue 

(P.  ,j. 

Le  corps  est  uo  volume  impénétrable,  et ,  comme  tel, 
appartient  à  la  mécanique  et  non  à  la  géométrie,  qui  ne 
considère  que  des  volumes ,  que  des  figures  pénétrables. 
Dans  cette  définition,  il  s'agit  de  V espace  général  et  non 
de  Y  étendue  qui  exprime  la  manière  d'être  d'un  corps 
particulier.  Il  me  semble  que  la  vraie  définition  géomé- 
trique est  celle-ci  :  On  appelle  volume  une  portion  li- 
mitée de  l'espace  (*). 

La  surface  d'un  corps,  c'est-à-dire  ce  qui  le  limite  en 
tout  sens,  n'a  que  deux  dimensions  :  la  longueur  et  la 
largeur  (p.  i). 

La  surface  est  la  partie  commune  au  volume  et  à  l'es- 
pace; c'est  ce  qui  sépare  le  volume  de  l'espace  général , 
c'est  ce  qui  fait  qu'il  a  une  dimension  de  moins.  De  même 
la  ligne  est  la  partie  commune  à  deux  surfaces,  et  le  point 

C)  Taçen 
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la  partie  commune  à  deux  lignes  ;  cette  communauté  en- 
traîne toujours  la  perle  d'une  dimension. 

Nous  croyons  d'ailleurs  avec  M.  Vincent  qu'à  l'entrée 
la  notion  des  dimensions  est  déplacée.  D'abord  on  ne 
peut  en  donner  une  explication  nette;  ensuite,  cette  no- 
tion est  inutile,  on  peut  s'en  passer  pour  le  moment. 

La  ligne  droite  est  la  ligne  qui  tend  constamment 
vers  un  seul  et  même  point,  c'est-à-dire  qu'elle  va  d'un 
de  ses  points  vert  un' autre  par  le  chemin  le  plus  court 

(p..). 

L'idée  d'un  chemin ,  et  surtout  d'un  chemin  minimum 
suppose  déjà  l'idée  d'une  droite  et  ne  peut  servir  à  la  dé- 
finir; renoncer  à  toute  définition  est  encore  ce  qu'il  y  a 
•de  mieux.  Il  est  à  remarquer  qu'en  latin  et  en  français  la 
droite  n'a  pas  de  nom  spécial  et  n'exprime  que  l'idée  de 
direction.  Linea  recta,  directa,  ligne  droite.  Chez  les 
Grecs,  clic  a  1111  nom  spécial,  ii#i»,  ligne   bien  posée. 

Leur  Tomme  égala  un  angle  droit  (p.  6);  ne  faut-il 
pas:  leur  somma  esc  égaleàun  angle  droit?  Egaler,  c'est 
rendre  égal  et  non  pas  être  égal.  De  même  pour  d'autres 
locutions  de  ce  genre. 

Je  trace  par  la  point  E  la  perpendiculaire  EF  à  la 
droite  A». 

Sur  le  terrain  on  trace,  mais  en  style  géométrique  on 
éleva  des  perpendiculaires.  Les  ligues  sont  des  concep- 
tions mentales  sans  traces  matérielles. 

Un  tiiangle  est  la  portion  de  plan  terminée  par  trois 
lignes  droites  qu'on  appelle  tes  côtés. 

On  évite  toute  ambiguïté  en  disant  :  Le  triangle  est 
une  figure  plane  déterminée  par  trois  lignes  droites  qu'on 
appelle  les  côtés  du  triangle. 

Nous  signalons  une  démonstration  très-simple  de  cette 
proposition  fondamentale  que  si  deux  triangles  ont  deux 
côtés  égaux  chacun  à  chacun  et  tes  ungles  compris  iné- 
gaux, tes  troisièmes  côtés  sont  inégaux  (p.  1 1  ).  L'auteur 
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suppose  la  bissection  d'un  angtc ,  supposition  très- admissi- 
ble. Euclidc  ne  pouvait  recourir  à  ce  moyen ,  car  il  veut 
d'abord  démontrer  la  possibilité  de  cette  bissection. 

On  donne  comme  exercice  celte  belle  propriété  :  La 
somme  des  tr-ois  médianes  est  moindre  que  le  périmètre 
du  triangle. 

La  V*  leçon  a  pour  objet  le  triangle  isocèle. 

On  prend  pour  base  d'un  triangle  un  côté  de  ce  tri- 
angle, etc.,  la  hauteur  du  triangle  est  la  perpendiculaire 
tracée  de  son  sommet  sur  sa  base  (p.  i4)- 

II  me  parait  plus  convenable  de  renverser  cet  énoncé 
et  de  dire  :  La  perpendiculaire  abaissée  d'un  sommet  sur 
le  côté  opposé  se  nomme  hauteur,  et  ce  côté  prend  alors  , 
relativement  à  celte  hauteur,  le  nom  de  base.  * 

A  la  page  1 5  on  Ht  ces  deux  corollaires  :  Un  triangle 
équilatéral  est  équiangle\et  un  triangle  cquiangle  est 
èquilatéral.  Jusqu'ici  rien  ne  démontre  la  possibilité  de 
tels  triangles. 

Tracer  une  perpendiculaire  à  une  droite  (p.  17).  On 
ne  trace  pas  à  une  chose. 

Dans  le  théorème  1  de  la  VI"  leçon  (p.  17),  il  est 
question  d'une  oblique  sans  qu'on  ait  dit  ce  qu'où  en- 
tend par  une  oblique. 

Dans  un  triangle  OCD  rectangle  en  C,  il  est  facile  de 
démontrer  que  OD  est  plus  grand  que  OC;  donc  l'angle  en 
D  est  moindre  que  l'angle  C,  et,  par  conséquent,  D  est  aigu. 

Remarque  (p.  ao).  On  appelle  lieu  géométrique;  il 
faut  ajouter  d'un  point.  Alors  le  lieu  géométrique  d'un 
point  est  une  ligne  dont  tous  tes  points  jouissent  de  la 
même  propriété  que  ce  point. 

A  la  page  ai,  on  indique  un  problème  de  minimum  et 
de  maximum  fort  utile. 

fU*  et  FIJI' Leçons.  Leçon  do'ilèirt:  au  singulier;  ainsi 
le  veut  la  grammaire.  On  dira  que  ce  pluriel  est  générale- 
ment admis;  je  réponds  qu'on  a  généralement  tort.  Les 
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lois  de  la  grammaire  doivent  Être  respectées  surtout  par 
les  géomètres.  C'est  l'observation  rigoureuse  de  ces  lois 
qui ,  sous  la  plume  de  Descartes  et  de  Pascal ,  a  donné  à 
notre  langue  cette  clarté  qui  établit  sa  supériorité  sur 
toutes  les  autres  langues  (*);  supériorité  qui  tend  mal- 
heureusement À  s'affaiblir. 

A  la'  page  ni ,  on  définit  les  parallèles  et  puis  on  dé- 
montre que  deux  droites  perpendiculaires  à  une  droite 
sont  parallèles  ;  il  semble  qu'il  faut  suivre  la  marche  in- 
verse :  démontrer  qu'il  existe  deux  droites  qui  ne  peu- 
vent se  rencontrer  ;  et  dire  ensuite  que  de  telles  droites 
sont  dites  parallèles.  Principe  générât  :  Il  ne  faut  jamais 
définir  un  objet  avant  d'en  avoir  montré  l'existence. 

L'auteur  a  le  bon  esprit  de  fonder  la  théorie  des  pa- 
rallèles sur  ce  posinlaium  de  Gergonue:  Par  un  même 
point  ne  passe  qu'une  seule  parallèle  à  une  droite. 

Dans  la  IX"  leçon,  qui  traite  des  polygones,  on 
fait  cette  bonne  remarque,  qu'un  polygone  convexe  n'a 
pas  plus  de  trois  angles  intérieurs  aigus. 

Il  y  a  un  bon  choix  de  problèmes  à  la  Un  de  la 
X"  leçon. 

XI"  Leçon  (p.  37).  La  circonférence  est  une  ligne 
courbe  dont  tous  les  points  sont  également  éloignés  d'un 
même  point  qu'on  appelle  centre. 

Puisqu'on  a  déjà  défini  ci-dessus  le  lieu  géométrique, 
on  pourrait  dire  :  La  circonférence  est  le  lieu  géométri- 
que d'un  point  également  éloigné  d'un  même  point  fixe 
nommé  centre. 

On  démontre  ensuite  que  celte  ligne  n'a  nulle   part 

(■)  L'éluda  trop  générale  des  littératures  étrangères  ait  nuisible  ïi  la  lit- 
tëraturenationale.LesGrecs,  les  Humaine  noiisocilléguédescheis-d'œuvre; 
ehei  chacun  de  ces  peuples  on  ne  cultivait  que  la  langue  nationale.  Les 
écrivains  français  du  ivn'  nous  ont  transmis  des  chcIsHlVouvre,  parce 
qu'Ut  ne  lisaient  cl  ne  s'inspiraient  que  des  chefs-d'œuvre  grtet  ot  latins 
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trois  points  en  ligne  droite,  donc  elle  est  courbe;  mais 

l'épilhète  courbe  ne  doit  pas  se  trouver  dans  la  défini  lion. 

XII'  Leçon  (p.  43) -.Problème.  Étant  donnés  sur  une 

carte  quatre   points  dont  trois  ne  sont  pas  en  ligne 

•cite  carte  une  route  circulaire  qui 

ico  de  chacun  de  ces  points. 

i   de  concours  de  troisième  en  i853 

s,  t.  XU,  p.  3i8). 

est    terminée   par    cette    belle    pro- 
priété: Soient  ABCD  un  quadrilatère  rectangle  eu  C  et 

en  D;  E  le  milieu  deBDet  AD  =  AE=  -  AB;  menant 

la  droite  CE,  on  a 

angle  AEC  =  3aDgles  ECB. 

Chez  les  géomètres  grecs ,  on  rencontre  une  trisection 
mécanique  de  l'angle  fondée  sur  cette  propriété. 

Dans  la  XV"  leçon,  on  commence  i  s'occuper  des 
mesures.  Voici  le  biais  que  prend  l'auteur  pour  établir 
la  propoiti on» alité  des  incommensurables.  Soient  A  et  B 
deux  grandeurs  n'ayant  aucune  commune  mesure  pos- 
sible ;  divisons  B  en  n  parties  égales  cl  cherchons  com- 
bien de  fols-  est  contenu  dans  A.  Soit  ce  quotient  m;  il 
y  aura  toujours  un  résidu,  puisque  A  et  B  sont  incom- 
mensurables; faisons =  A'  ;    le  résidu  est  moindre 

que  le  diviseur  -;  plus  n  sera  grand  et  plus  le  résidvL,sera 

petit,  moins  A'  différera  de  A.  Prenant  donc  »  infini- 
ment grand,  on  pourra  substituer  A7  à  A,  et  le   rapport 

de  B  à  A'  est  — ;  on  substitue  ainsi  deux  lignes  comnien- 

surables  à  doux  autres  incommensurables.  Cette  subs lit u- 
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lion  est  légitime  (aut  qu'il  ne  s'agit  que  des  besoins  pra- 
tiques de  l'arithmétique;  il  n'en  est  plus  ainsi  lorsqu'il 
s'agit  des  besoins  de  la  logique.  Il  ne  faut  pas  confondre 
les  valeurs  approchées  quasi  vraies  avec  des  vérités  ap- 
prochées, avec  des  vérités  quasi  vraies  ;  de  telles  véri- 
tés sonT  sympathiques  à  l'esprit  des  programmes,'  mais 
antipathiques  à  l'esprit  de  la  géométrie. 

Parmi  les  beaux  problèmes  qui  terminent  cette  leçon , 
on  trouve  celui-ci  : 

Si  d'un  point  de  la  circonférence  circonscrite  à  un 
triangle  on  abaisse  des  perpendiculaires  sur  les  côtés, 
les  pieds  de  ces  perpendiculaires  sont  en  ligne  droite. 

C'est  Servoîs,  dans  ses  solutions  peu  connues,  qui  a 
rappelé  l'atteniion  sur  cette  importante  propriété. 

Le  reste  de  l'ouvrage  roule  sur  les  polygones  sembla- 
bles, sur  les  polygones  réguliers,  les  aires  de»  figures 
planes ,  du  cercle ,  etc.  ;  les  levers  de  plans ,  les  opéra- 
lions  sur  le  terrain,  etc. 

C'est  le  centre  de  similitude  (Euler)  qui  devrait  être, 
qui  est  le  vrai  point  de  départ  de  toute  théorie  sur  la  si- 
militude directe  et  invcrse(symétrie).  Ce  moyen  d'ex- 
position réunit  facilité  et  rigueur. 

Page  it  3,  on  dit  que  Lambert  est  un  géomètre  français; 
en  effet,  il  est  né  à  Mulhouse,  ville  aujourd'hui  française, 
mais  en  1728  Mulhouse  appartenait  à  la  Suisse. 

L'inventeur  du  rapport  — ^|  se  nomme  Adrien  Metius  ; 
c'est  par  erreur  que  Montucla  lui  donne  le  prénom  de 
Pierre  ;  le  fils  avait  le  même  prénom  Adrien. 

L'étendue  de  cette  analyse  montre  l'intérêt  que  nous 
attachons  à  cette  estimable  production;  nous  nous  occu- 
perons prochainement  du  complément  de  cet  ouvrage, 
destiné  aux  rouis  de  seconde  et  de  rhétorique  scientifiques. 
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NOTE  SliR  LA  PROPORTION  BARMOMQLÏ.; 
N1G0HA«UK  et  JAMBL1QIJK. 

(  Extrait  de  rliMiuun.)  (*) 

On  lit  tlans  Jamblique  que  cette  proportion  a  éié  eu 
usage  chez  les  Babyloniens  et  que  Pythagore  l'a  importée 
dans  la  Grèce.  Son  premier  nom  était  S*w>rW* ,  l'opposé. 
Voici  la  raison  de  cette  dénomination.  Soient  a,b,  c 
trois  grandeurs  décroissantes  ;  si  elles  forment  une  pro- 

a       b     ., 
portion  continue  arithmétique,  on  a  -=  <  -;  si  la  propor- 
tion est  harmonique,  ou  a  l'opposé,  savoir  g  >  -  i   dan" 

a         b 
la  proportion  géométrique ,  t  —  — 

Ce  sont  Archytas  ( — v°  siècle)  et  Hippasus  qui  ont 
donné  à  cette  proportion  le  nom  de  harmonique,  à  cause 
de  son  emploi  dans  la  musique  ;  Jamblique  l'appelle  même 
proportion  musicale. 

Euclide  (  —  iv*  siècle  )  donne  seulement  la  théorie  de 
la  proportion  et  de  la  progression  géométriques  (**).  Le 
premier  chez  lequel  on  trouve  la  théorie  delà  proportion, 
des  progressions  arithmétiques  et  de  la  proportion  har- 

(")  Nemelmonn  roulait  éerire  une  Histoire  générale  de  l'Algèbre,  il  n'a 
publié  que  la  première  partie:  L'Algèbre  ches  tri  Greci;  travail  couacien- 
cienx,  fait  en  consultant  les  source» ,  et  qui  doit  faire  a  m  ère  m  en  t  regret- 
ter que,  peu  encouragé,  l'autour  ait  abandonné  l'entreprise  et  même,  à  M 
qu'en  dit,  la  carrière  scientifique. 

(■*)  Il  démontre  qu'on  n 

*  —  I    ="       "*""         *"*'*  "+"" 

(  U*.  IX,  prop.  îï.) 
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tuoniquc  est  Nicomaque,  qui  vivait,  à  ce  qu'il  parait, 
son» Tibère.  Il  était  de  Gerase,  ville  près  de  Bostra,  en 
Arabie.  On  lui  doit  la  théorie  complète  des  nombres  po- 
lygonaux et  cette  belle  observation  snr  la  suite  naturelle 
des  nombres  impairs:  que  la  somme  donne  la  série  des 
nombres  carrés  ;  que  le  premier  est  le  cube  de  i  ;  que  la 
somme  du  deuxième  et  troisième  est  le  cube  de  a;  que  la 
somme  du  quatrième,  cinquième  et  sixième  est  le  cube 
de  3;  du  septième,  huitième,  neuvième  et  dixième  le 
eube  de  4  ;  et  ainsi  de  suite.  Il  énonce  ces  propriétés  sans 
les  démontrer;  son  but  n'était  pas  de  composer  une  arith- 
métique, mais  seulement  une  introduction  {/kftBfwrut^t 
iiny*yî  )  ;  mais  il  n'emploie  pas,  comme  Euclide,  des 
/ignés  pour  montrer  les  propriétés  numériques;  il  fait 
partout  usage  des  nombres ,  ce  qui  est  nn  progrès.  Son 
ouvrage  a  été  publié  par  Wechel  en  i5S8  :  ttt*tp*x"  r'P*- 
nifiï  âpiS/urriavr  giCxtmîi»,  Nicomacki  Gerasini  Arithme- 
ticœ  libri  duo,  nunc  primum  typis  excusi,  in  tucem  edun- 
tur.  Parisiis,  i538",  in-4".  Il  y  a  une  édition  de  i554- 

On  a  encore  :  | 

Theoiogumena  arithmeticœ,  ttc,  accedit  Nicomachi 
Gerasini  instùuto  arithmetica  adjidem  codicum  mona- 
eensium  emendata.  Edidii.tF.  Astius.  Lips.  1817. 

Les  deux  ouvrages  sans  traductions. 

Jamblique,  célèbre  pythagoricien  du  iv*  siècle,  dis- 
ciple d'Anatole  et  ensuite  de  Porphyre,  a  composé  plu- 
sieurs écrits  dans  l'esprit  de  cette  philosophie  arithméti- 
co- mystique. 

L'ouvrage  cité  ci-dessus  est  :  Jamblicus  Chalcidensis 
ex  Cœle-Syrùi  in  Nicomachi  Gerasini  Arithmeticam  in- 
troduclionem  et  de  Fato.  Nunc  primum  editus,  inlati- 
nurn  sermonem  convenus,  notis  perpétua  illustrants  à 
SamueleTeitnulio.  Accedit  Joachimi  Camerarii  Expli- 
catto  in  duos  iibros  Nicomachi,  cum  indice  rerum  et  ver- 
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l/orum  lot.upletissimo,  Arithemiœ.  Profitant  apud  Jali. 
Frideriam  Hagium.  Daventrœ  typis  deseripsit  WiUiel- 
miw#7er.CI3I3CLXVHI(i668);  in-4  de  181  pages. 

L'Explication  de  Camerarius  jointe  à  cet  ouvrage  porte 
la  date  1667  et  contient  a38  pages  ;  mais  la  première  édi- 
tion de  cette  Explication  est  de  i554;  in-8,  Augus.  Vïn- 
del.  Ces  explications  se  trouvent  aussi  sous  le  titre  :  Ex~ 
pïicatiunculœ  Arilhmetices  doctrinœ  Nicamachi ,  dans 
l'ouvrage  suivant  de  J.  Camerarius  ; 

De  grcecis  et  latinis  numerorum  notis  et  prœterea  Sa- 
raeenis  seu  Indicis.  Lipsias,  i556;  1569. 

La  traduction  et  les  noies  de  Tennultus  sont  mauvai- 
ses sous  le  rapport  philologique  et  scientifique.  On  peut 
indiquer  aux  philosophes  de  l'École  Normale,  comme 
beau  et  boa  travail  à  entreprendre,  une  nouvelle  édition 
avec  traduction  française.  C'est  un  moyen  de  ramener 
nos  philosophes  contemporains  vers  les  études  mathéma- 
tiques.  Prétendre  professer-la  philosophie  et  vouloir  res- 
ter étranger  aux  sciences  exactes,  n'est  qu'une  plaisan- 
terie, qui  aurait  fait  bien  rire,  chez  les  anciens,  Platon, 
Aristote  ,  Nicomaque,  ïamblique,  Proelus,  et,  chez  les 
modernes  ,  Descaries ,  Mallebranche,  Gassendi ,  Spiuosa, 
Leibnitz ,  Clarke,  Locke  cl*Kant.  Quand  aurons-nous 
une  traduction  de  Nicomaque?  11  ne  faut  pas  confondre 
son  Arithmétique  avec  l'œuvre  mystique  suivant  qu'on 
lui  a  faussement  attribué  :  m»  6i»A«>tpH»«  rit  ifit/urmit. 
II abcs  hic,  studio  se  lector,  nouant  opusculurn  anle/tac 
nusquam  excusant,  in  quo  ita  numerorum  ratio  explica- 
tur  ut  non  sit  obscwum  inteliigere,  hanc  ùrithineticant  ad 
interiorem  illam  de  phdosoplua  dùputationem,  quant 
theologiam  veteres  vocabant,  conj'erre  plurùnum.  Pa- 
risiis,  i543. 

Nicomaque.  et  même  sou  commentateur  Auatolîus  sont 
«ilés  dans  cet  ouvrage. 
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L'ouvrage  suivant,  tiré  h  a5o  exemplaires  ,  est  excessi- 
vement rare:  Th.  Taylor.  Théorie  arit.hmetic  in  three 
books,  containing  the  substance  qf  ail  that  lias  been 
Vrrilten  on  this  subject  bjr  Théo  qfSmjrrna,  Nicomachus, 
Jamblichus,  and  Bœtius.  London,  1816;  in-8. 

On  rencontre  encore  dans  Jamblique  la  solution  de 
deux  questions  importantes  pour  l'histoire  de  la  science. 

Il  résout  la  première  de  ces  questions  au  moyen  d'une 
certaine  règle  qu'il  attribue  à  un,  nommé  Thy  ma  ridas, 
dont  il  cite  aussi  ces  deux  définitions.  L'unité  est  la  gran- 
deur déterminée;  c'est  en  effet  par  l'unité  que  touie 
grandeur  se  détermine  (wipufrwr*  vmmt )  (p.  11),  et  les 
nombres  premiers  spnt  des  lignes  droites  (■£0i>ypctlu/u»i), 
parce  que  ces  nombres  sont  les  seuls  qui  ne  peuvent  se 
présenter  sous  la  forme  d'un  rectangle  (p.  36).  La  règle 
est  nommée  èpantheme  WiiuGiifut,  fleurs,  ornement  ajouté 
(p.  88).  Le  texte  est  très-corrompu  en  cet  endroit;  voici 
l'explication  de  M.  Nesselmann  en  style  moderne  (p.  23a). 

Soient  les  »  équations  suivantes  entre  les  n  inconnues 
^/nj ,J--<; 


x+jr,     =  blt 

*-t"/l        —  *•! 

x-r-X,     =b„ 

*  +  /_,=  *-,. 

ht 

,*!,- 

-,  oa_,  sont  des  quantités  connues: 

*,  +  *,  +  .  ■  .-+-fr._i  —  a 

Jamblique  applique  cette  règle  à  la  question  suivanle 
d'analyse  indéterminée  : 

x,  +  x,=^  »{*,  +  *,), 

*>+*,=  31*,+  x,), 

*,  +  *,  =  ${*,  +  *>), 
à  résoudre  en  nombres  entiers. 
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On  déduit  de  la  dernière  équation 

»,+*.  +  *i  +  *.=  5  (*.  +  *»)■ 
Posons 

x, +  *!  +  *-+•*•  =  3-  M-5  =  ,ao- 

La  première  équation  donne 

3  (*,  -4-  *.)  =  a  (*i  ■+-*»  +  *»  +  *<)  =  ^4° 
et 

x,  -t-  x,  =  8o, 
4  { Xl  -t-  x,  )  as  3  (x,  +  x,  +  x,  -+-  *.  )  =  36o , 
x,  +x,  =  9o, 

et  de  même 

x,  ■+•  x,  =  96. 
Nous  avons  donc 

x,  ■+-  x,  ■+-  «i  4-  x.  =  '  ao , 
*  x,-t-x,  =  8o, 

*,  +*.  =9°> 
x1+x(=g6; 

appliquant  l'êpanthème,  on  obtient 

80  +  90  +  96—  iao_    3 

delà 

*,  =  7,     *,=  17,     x,  =  a3. 

Ce  sont,  dit  Jamblique,  les  nombres  les  plus  simples; 
en  les  multipliant  ou  les  divisant  par  un  nombre  quel- 
conque, les  résultats  obtenus  satisfont  aussi  au  problème. 

On  voit  donc  que  les  Grecs  s'occupaient  d'analyse  in- 
déterminée avant  Diophante.  Celui-ci  ne  traite  princi- 
palement que  les  équations  du  second  degré ,  mais  il  est 
probable  qu'il  a  donné  aussi  les  équations  du  premier 
degré  et  que  cette  partie  a  disparu  du  manuscrit  qui  nous 
est  parvenu.  H  est  assez  singulier  que  ce  soit  la  partie  la 
plus  facile  qui  se  soit  perdue.  Dans  ce  même  problème, 
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Jamblique  parlant  algébriquement  se  sert  du  mot  mipurt 
(non  déterminé)  pour  désigner  l'inconnue,  et  du  mot 
èpirfttvtt  pour  désigner  les  nombres  donnés  déterminés, 
mais  sans  aucun  signe  soit  littéral ,  soit  opératoire. 

Le  second  point  d'intérêt  historique  est  l'énoncé  de  la 
propriété  suivante  :  Si  l'on  ajoute  les  trois  nombres  t , 
a ,  3 ,  on  obtient  la  somme  6.  On  obtient  la  même  somme 
par  l'addition  de  chaque  agrégation  suivante  de  trois 
nombres ,  sans  en  sauter  un  ,  sans  le  prendre  deux  fois, 
si  l'on  prend  toujours,  au  lieu  des  dizaines,  les  unités  cor- 
respondantes, ou  si  l'on  considère  les  dizaines  comme  des 
unités  d'un  ordre  supérieur,  comme  a  fait  Pythagore , 
ainsi  qu'il  a  été  dit  ci-dessus  (p.  i45->46)- 

En  style  moderne,  cela  veut  dire  que  si  l'on  a  addi- 
tionné trois  nombres  consécutifs  dont  le  plus  grand  soit 
divisible  par  i  el  que  l'on  fasse  la  somme  des  chiffres  , 
puis  la  somme  des  chiffres  de  cette  dernière  somme  et 
ainsi  de  suite ,  on  parvient  finalement  au  nombre  6.    , 

Exemple  : 

997  +  998  +  999=2994, 

3-|-9  +  9-»-4  =  24. 

2  +  4  =  6. 
On  voit,  d'après  l'énoncé  de  Jamblique,  qu'il  avait  une 
idée  très-exacte  de  la  composition  décimale  des  nombres , 
mais  aucune  notion  d'une  numération  de  position,  d'une 
numération  topique.  D'ailleurs  il  est  certain  que  si  les 
pythagoriciens  avaient  connu  une  telle  numération,  ils 
n'auraient  pas  manqué,  d'après  la  tendance  de  l'école,  à 
rattacher  quelque  propriété  mystique  à  la  ^o«V('on  des  chif- 
fres. Le  théorème  de  Jamblique  n'est  qu'un  cas  particu- 
lier. Appliquant  la  même  opération  aux  nombres  de  la 
forme  9  H-  p  où  p  <|  9  ,  on  parvient  enfin  au  nombre  p  ; 
car  ces  sommes  conservent  toujours  la  même  forme 
g  +  p  ,  et,  allant  en  diminuant ,  il  faut  bien  qu'on  par- 
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vienne  à  p.  Une  propriété  dialogue  exista  pour  le  nom- 
bre n;  en  général,  pour  tous  les  nombres  qui  différent 
de  la  base  d'une  unité ,  par  excès  ou  par  défaut ,  dans 
un  système  quelconque. 


1856. 

Nous  avons  la  satisfaction  d'annoncer  pour  paraître 
en  1 856  les  traductions  suivantes  : 

i°.  Propriétés  des  lignes  du  troisième  ordre  de  Ma- 
clauriu ,  par  M.  E.  de  Conquières,  lieutenant  de  vaisseau . 

3°.  Jlieoria  de  motit  planetarum,  etc.,  deGauss;  par 
M.  Dieu,  professeur  à  la  Faculté  de  Grenoble. 

3°.  Divers  Mémoires  de  Gauss;  par  M.  Bertrand,  pro- 
fesseur au  lycée  Napoléon. 

Le  Mémoire  sur  les  Moindres  carrés  a  déjà  paru  (*  ). 

4°.  astronomie  sphèrique  de  M.  Brunow;  par  mon 
fila,  Terquem  (Paul),  professeur  d'hydrographie  à  Dun- 
kgrque. 

5°.  Mémoires  de  MM,  Encke ,  Hansen ,  Brunow  sur 
le  calcul  des  perturbations  planétaires  ;  par  MM.  Lafou, 
attaché  à  l'Observatoire  de  Paris,  et  le  Rédacteur  des 
Nouvelles  Annales. 

6°.  Mémoire  couronné  de  M.  Stern  sur  les  équations 
■  transcendantes ,-  par  M.  Levi  (Edouard),  agrégé,  ex- 
professeur au  lycée  de  Saint-Etienne. 

Pour  parattre  prochainement  : 

Les  Recherches  astronomiques  par  le  célèbre  directeur 
de  l'Observatoire,  M.  Le  Verrier; 

Les  Éléments  de  Calcul  infinitésimal,  par  M.  Duhamel. 
L'année  s'annonce  sous  de  bons  auspices. 

(')  Chez  MalleURichelter,  quai  des  Aujusli™,  55.-  Prii  :  !,  francs. 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  193  ) 


TABLE  DBS  MATIÈRES  PAR  ORDRE  MÉTHODIQUE 


1.  Rheticus.' 8 

Pitiscus ta 

Bagay  (Valentin) ai 

Votfi 49 

Mathurin  Jousso;  par  M.  Coapy 5a 

Abel 56 

Jamnitzer 5g 

Cbavignaud  (P.-L.) 69 

Querrot  (  J.-J. }  ;  par  M.  Cabaret 9g 

Neper 106 

Cavaleri i5j 

Biiiiegriihie. 

Mirifailogarithmnrum  descriptin,  etr a  et  40 

Théorie  générale  des  équations  numériques;  par  M.  Jutes 

Vieille 7 

G.  J.  Rhelic.  doctrine  triangaloram,  etc 9 

Opta  fitiliitintiin 9 

Thésaurus  matlicmaticus,  etc 11 

G.  /.  Hhetiei  magnus  canon  doctrinœ  trianguloruni ia 

Mundt  Car.  Aem.  De  nrcurationc i/uâ possiC  quantitas,  etc..  i.\ 
Nouvelles  Tables  astronomiques  et  hydrographiques;  par  V. 

Die  geometrischen  koustructioncn  ,  c/c;par  M.  Steiner aj 

'Auzrilzc  tu  drt  logaritb.  tabcUen,  etc.;  par  Lambert a8 

Pensées  de  Pascal ,  édition  Havet 3o 

iY(w logiirithms,  etc.;  par  /.  Speidel 48 

Discours  d'ouverture, etc.  ;  par  M.  de  la  Gourncric 55 

Nouvelle  Arithmétique  appliquée    au  commerce,  etc.;    par 

Charignaïul (16 

IU.II.IM  maihrmal^u,.  t.  I".  (Ih-ccmbre  |S5J  ;  1 3 


^.iizaj^Google 


(  '94  1 

Die  cosz  Chritiofi  Rudoljs  ;  par  Sttfel 71  ■ 

SrhiA'wn  zii  Rutlolfi  cosi 81 

A  Treatite  on  tlw  calculas  of  opérations,  etc.;  par  the  rev. 

fl.  Carmichael 83 

Inventeurs  de  ce  calcul ftj 

Cours  de  Cosmographie;  par  Charles  Briot 93 

A  plaine  discovety  oflhe  whole  révélation  of  S.  John,  c(c.;par 

hnbilolngiœ ,  etc.;  par  Neper 109 

Problème  d'Archimede  dit  de  Bovino n3 

Bibliographie  du  jeu  des  échecs ia5 

Histoire  de  l'École  de  la  Flèche,  etc.;  par  /.  Clère 5a 

Rectification  relative  au  problème  d'Archimede iîo 

Trailé  d'Arithmétique  théorique  et  pratique,  elc.  ;  par  le  Père 

P.  Faton i3i 

Arithmcticcs  introductio,  etc.;  i546 i35 

Invention  nouvelle  en  l'Algèbre,  etc.;  par  Albert  Girard,,  ,.  i33 

Dirertorium  générale  uranometricam,  ctc.;àe  Cavaleri i53 

Fn'undscliaftlichc  betrirthung ,  etc.;  de  Jacobsen i5j 

Hésolution  des  questions  relatives  a  l'épreuve  pratique,  etc.; 

par  E,  Rernaud i5j 

Élémonlsde  Géométrie;  par  S.-F.  Lacroix  (Édition  Prouhet.)  i56 
Tables  des  logarithmes  et  co- logarithmes ,  etc.,  de  V .  Cail- 

let;  par  M.  Terquem  (Paul) '  i58 

Coure  d'Arithmétique  et  de  Géométrie;  par  M.  Da/xiin 163 

Sur  le  problème  des  bœuf?  attribué  à  Archimède  ;  par  H.  Pin- 
cent    i65 

Bonacci  (Léonard) i;3 

Éléments  de  Géométrie;  par  M.  Amiot i;9 

Sur  la  proportion  harmonique 186 

Traductions  annoncées 19» 


Notice  sur  la  découverte  des  logarithmes 1  et  40 

Grandes  Tablée  logarithmiques  de  l'Observatoire ij 

Formules  de  Neper 6 

Sur  la  définition  géométrique  de  Dieu 3o 

Véritables  logarithmes  népériens 43 

Sur  la  méthode  des  équipollences  ;  par  M.  Bellœitis Go 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  '95) 

Pages ■ 

Lettre  de  Koplei  àUrsus Bî 

Première  apparition  des  signes  +  et  — 7^ 

Noms  des  divers  rapporte 7b 

Origine  de  la  dénomination  nombres  paiitifi 77 

Origine  de  la  dénomination  nombres  négatifs 78 

Mécanisme  de  Cardan 9'1 

Sur  la  maladie  de  Newton ■  ■  ' 

Théorème  de  Format  sur  les  nombres  polygonaux "a 

Origine  du  signe  = *9 

Origine  des  lettres  capitales  pour  designer  des  nombres 3g 

Origine  des  petites  lettres  pour  désigner  des  nombres 3g 

Origine  des  mois  million,  billion 73 

Noms  chez  les  Grecs  de  certains  produits "8 

Méthode  de  la  réduction  à  l'unité,  appartient  au  baron  Hey 

natal '  ■*■' 

Notation  employée  par  Albert  Girard l37 

Course  entro  Achille  et  la  tortue '-il 

Première  observation  sur  l'utilité  des  racines  imaginaires (4> 

Première  observation  sur  la  relation  entre  les"  racines  et  les 

coefficients  d'une  équation '4i 

Première  observation  sur  le  nombre  des  solutions  d'une  équa- 

ln  vent  ton  des  formules  pour  la  somme  des  puissances  des  ra- 

Premièro  interprétation  géométrique  des  quantités  négatives.  i4i 

Première  application  de  celte  interprétation i4J 

Première  évaluation  d'aires  de  triangles  sphériques 148 

Première  évaluation  d'angles  solides i5i 

Note  historique  sur  l'aire  du  triangle  s pliériquc iSa 


TABLE  DBS  NOMS  PAR  ORDRE  ALPHABÉTIQUE. 


ABEL  (N.-J.) 56,  5:,  58  et      5g 

ABEL  (  Son  s -Geo  eh;  us  ) 57 

ALBATEGNll'S 9 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  '96) 

Pi(«. 

ALEXANDRE 128 

ALLGAICO V. '»? 

AMPÈRE 33  el  101 

AMIOT 53  et  179 

ANATOLIUS 1 88 

ARAGO 5g  et  101 

ARBOGAST 4»,  84  et  93 

ARCH1MÈDE 84,  n3,  118,  lai  et  i65 

ALCHYTAS 186 

AR1STOTE 188 

BACON 1 3 

BAGAY(V.) ai,  aa  et  î3 

BAILLET 1  ia 

BARBIER iaS 

BASNAGE 111 

BEAUX  (le  docteur  J.-J) 1 34 

BELLAVITB  (  J .  fl 60 

BERGAIGNE  (  Hbhbi  de) iÏS 

BERTRAND;,  professeur 19a 

BERNOULU  (I.) 16  et  io5 

BEZOUT 70,  i©5  et  i3a 

BINET 101 

BIOT i,48,  et  in 

BOMBELLI i38 

BONACC1  (Léonard) 173,  174,  175,  176  et  177 

BONCOMPAGNI  (le  Prince) 174,  175  et  179 

BOULE 84 

BOURDON.'. 66 

BOURDONNAIS  (de  la) ia8  et  ng 

BOWNIN 84 

BRJGGS 1 4  et  109 

BR10T  (Ch.) g3  et  94 

BRUNET 14 

BRUNOW ,55  et  i9* 

BUCKLEY  (  G .  ) 67 

BUD-EUS : 67 

BUFFON ,:3 

CABARET,  médecin  *  Sainl-Malo io5 

i:A(LLET(V.) ,58 

CUXET (1.  i3i  H  ,3.} 


^.iizaj^Google 


(  '97  ) 

CALUDIUS 33 

CAMBRARIU8 187  ot  l  88 

CARDAN 95,  96,  i(i  et  14S 

CARERA : ia5 

CARMICHAEL  (  le  Rév.) 83 

CARNOT 14 

CAUCHY 6a,  101  et  i63 

CAVALEBI i53  et  i54 

CÉSAR 37 

C11ARRAL a» 

CUARLES  I" 1 

CHARLES ,  prince  de  Galles a 

CHABLES^HJINT 96 

CHASLES a,  38  et  i5a 

CIIAVIGNAUD 66 ,    69  et  70 

CHRISTMANN  (  J.) la 

CICCOUNl < ia5 

C1CÊRON 33 

CLAmFAYT So 

CLARKE 188 

CLAVIER 69 

CLÈRE  (Jules) 5a 

CLERMONT-TONNERRE aa 

COCItRANE , ia5 

COLINI ia5 

aiMBESCURE(E.) i58 

CONDORCET 97 

COPERNIC B,  9 ,  63 ,  64  et  i47 

COTTE  (  de  )  f  *) : 58 

COUPY  (H.) 55 

COUSIN 164 

COZIO ia5 

CRELLE 58 ,  139  ot  1 55 

DAMIANO ia5  et  iag 

DANIEL  (  le  prophète  ) 8a 

DELAMHRE 10  et  160 

DESARGUES 55 

■ceinbro  iR.'û,  nmalpiir  ii\6  des  mathema- 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  '9») 

DESCARTES lia,  i5i,    164,  i83  et  188 

DIDOT(F.) ai  ef  aï 

DIEGA 5î 

DIOPHANTE 174 

DOUKIN 84 

DRECHSLER 81 

DUHAMEL,  membre  de  l'Institut 191 

DUPAIN 16a,  i63et  164 

DUPIN  (Charles) 101 

ENCKE 1 55 

EMPEDOCLES 3i 

EUQJDE 61 

EULER 19,  33,  57,  96,  10S,  ia6  et  1 53 

FATON  (  l'Abbé  ) 1Ï1  et  i35 

FAUCHEUX (  3a 

FERDINAND  (le  duc  C.-G} 35 

FERMAT na  et  174 

FOURNERAT • 49 

FRANÇAIS  (J.-F.) 40 

FRANCKLIN 1 

FRANCOEUR 101  et  i83 

FREMCLE ,  n 

GALILF.E 154 

GASSENDI 188 

GAUSS 33,  34,  35,  36  et  i34 

GENOCCHI 179 

GERGONNE a8  et  101 

GERSON  (  Jean-Ciiabueb) 3i 

GIRARD  (Albert) 7%  i35,  «36,  137,  141,14a 

145,  146  et  i5i 

GOETZ i55 

GOURNAY  (MJk  de ) *ïa 

GOURNERIE(dela) 55et  56 

GRAVE  (  de  la  ) 5o 

GRAVES 84 

UKECO ia6 

GU1LMLN,  professeur i3 

IIANSEN i55  ei  19a 

HARGREAVE 84 

HARRIOT(T-) 4g 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  *99  ) 

Pages 

HAUSTEN 5B 

HAVET(E.) 3i  et  3a 

HEILBRONNER 67  et  1 13 

HELINAUD 3i 

HERMANN  (Godbfrov) i3o 

HÉRON ,  d'Alexandrie 16g 

HIPPASUS 186 

HOLLI ia6 

HOLMBOE 57 

HOVnjS,  imprimeur 104 

HUMBOLDT  (  Alexandre  de) g5 

HUS  (Albxandre),  imprimeur y> 

HUYGHENS m 

HYDE ia6 

JACOBS  (Frédéric) n3 

JACOBSEN 1 5j 

JAMBLIQUE ,86,  187,  188,  189  et  190 

S  AMNÏTZER .- 5g  et  60 

JAMNITZER  (  Albert  ) Sg 

JANUELO g6 

JEAN  DE  PALERME 177 

J0NQL1ÈRE9  (  de  ) 19a 

JOUSSE(Matkurin) 5a,  53,  54  et  55 

JUMEAU  (  André) ua 

JUNIUS  (  André) 3 

KANT ■ 188 

KASTNER 81 

KE1LHAN  (Madame) 58 

KENNY I  a7 

KEPLER ! 63,  64,  65,  66  et  97 

KEPLER  (Madame) 97 

KlESERITZKY iag 

KLING iag 

KLUGEL i3o 

KORALEK. 7 

KREGEL  STERNBACH 119 

KREMP  (M"*) 58 

KRÉPHALAS 1  îo 

1.ACAO.LE 94 

|  ACROIX  t  S.  -F .  1 1 56  ei  1 5; 


^.iizaj^Google 


(     30»    ) 

P«£«. 

LACB01X 43  el  i55 

LAFON ,  attaché  à  l'Observatoire  impérial io5  el  iga 

LAFONTAME 1 3 

LAFORET,  imprimeur 70 

LAGBÀNGE i5i 

LAGREDO 53 

LALANDE 4g  et  5o 

LAMBERT 1,  afi,  38,  37  et  110 

LAMENNAIS  (l'Abbé  Jban-Mawb) 101  et  io3 

LEBESGUE 179 

LECERF 100 

LEGENDRE 117  M  |56 

LEHMANN , 8 

LEIBNITZ.". 84,  ni  et  188 

LEIST(Ch-) 117 

LÉON  X 81  et  8a 

LESLIE 68 

LESS1NG nîet  117 

LEV1  (Edouard),  professeur 19a 

LE  VERRIER,  astronome  directeur .tga 

LEVIS ia8 

LHOMOND .1 76 

LH0P1TAL 104 

LIBR1 174 

LIONNET i3,  36  et  3g 

LOCKE 188 

L0LL1 iag 

LOFEZ ia5 

LOUIS  (Saint) 3i 

LUTHER  ( Martin) 8a  et  188 

MALLEBRANCHE 3a 

MALLET-BACIIELIER ,  libraire i58 

MALVENDA  (  Thomas  ) 178 

MAXIMILIEN 10  et  11 

MERSENNE 1  la 

MrNDING îag 

MOLWEIDE 111 

MONGE 50 

MONTAIGNE 3a 

MONTKS0UIEU 93 


j,=,i,zCtJ3vGoogIf 


(  2°'  ) 

M08N(R.) i3« 

Mt)RlN,  membre  de  l'Institut i55 

MUNDT(Cahl) 14 

MURPHY 84 

MUSSET  (AlFBRD  de) i63 

KEPER 1,  a,  40,  ■(",  43,  44.  46.  47.  49,  69 

to6,  107,  108  et  109 

NEPER  (  AacaiBALD) 106 

NESSELMANN i3o,  186  et  189 

NEUDORFER  (  J.) 7» 

NEWTON 75,  96,  107,  110,  m  et  i5i 

NICOMAQUE 186,  18701  188 

NIEWELTH  jZuiLAfl»  de) «7 

NÏSTEN 1 34 

OTHON  VALENTIN 10,  11  et  la 

OTTENDORFFER 81 

PASCAL 3o,3a,  107  et  i83 

PEU, a8  et  118 

PERRIER  (Madame  ) 3o 

PH1LTDOR i»7 

PICARD  ( J .) 55 

PICHEGRU 5o 

PIORERT,  membre  de  l'Institut i3 

PYTUAGORE 176 

P1T1SCUS n  et  ia 

PLANCHE  (de  l*) 54 

PLANUDE i3o 

PLATON 3a,  34,  tai  et  188 

POINSOT,  membre  de  l'Institut. 94 

POIRSON-PRUGUEAUX 139 

POISSON 99  et  101 

PONCELET,  membre  de  l'Institut i55 

POUZIAN1 ia7 

PRIEUR,  de  la  Côtô-d'Or 14 

PROCLUS 188 

PRONY 8,  i3  et  14 

PROUI1ET ,54,  i56el  i57 

PÏTHAGORE 19  et  34 

Ql'ERRET(J.-.J.)..     99,  100,  .01,   ioî,   io3,  ,«4,  io5  et  i34 

RABELAIS Si 


^.iizaj^Google 


(    202    ) 

Piges. 

RAB1AN0  (  le  comte  de  } - ■  1 29 

RAMBOSSON l'Ja 

RAMUSEN 58 

RECORD  (Robert) 3g  et  68 

REINGANUM 127 

REYNÀUD(E.) i54et  i56 

REYNAUD  (le  baron} 1 34 

REZZETI i  a6 

RHETXUS 8,9,  io  m,  et  la 

RIO  ( ml) 116 

ROLAND,  dominicain 178 

RUBER  (  le  comte  J.) 10 

RUDOLF  (Ch.) 39,  71,  7a,  80,  81,  8a  et  83 

RUPER  (  Henri  ) 161 

SAINT-AMANT 129 

SAINTE-CROIX 1  la 

SAINT-VENANT 60  ei  6a 

SARRAT ia7 

SCHUMACHER 161 

SELENUS ia5 


SERVOIS 84,  93,  no  et  i85 

SÉTON 67  et  109 

SHORTRÈDE a3 

SILBERSCHMIDT 127  et  128 

SMITH 14 

SMITH,  mattrede  forges 58 

SPEIDEL  (John) 48  et-  49 

SPLNOSÀ 188 

SPOTISWOOD 84 

STAMMA 126 

STEINER  (J.) 24 

STERN 1 3  et  19* 

STERNBACH 1 19 

ST1FFEL(M.) 71,  79,  80  cl  81 

STEVIN i3ft  et  i(5 

STRUVE(pere) 117,  118,  119  et  r65 

STRUVE(fils) 117,  118  et  iJo 

SïLVESTER 8  j 

TAYLOR 21  et  188 


3,g,1,zedby  G00gle 


(  ,o3  ) 

i 

TENNUL1US 187  et 

TERQUEM  (Paul) 1C1  cl 

THENARD 

THÉODORE 177  et 

THIEME  (E.)  (*,} 119  et 

THOMSON  (G. ) 

TIBÈRE 187 

TIMEE  DE  LOCHES 3a 

TORTOLIN1  (  B .) 97 

TYCHO  DE  BRAHÈ 66 

URSUS  RHMARUS 63,  65  et  66 

VANDERMONDE ia6 

VEGA.. 41,  49,  5o  et  i34 

VERNEUIL(ducDB) 112 

VIEILLE(J.) 7l  i3,    14  et  i34 

V1ETE 39 

VIGNOLE 53 

VRiARCEAU  (  Yvon  ) 56  et  g5 

VINCENT,  membre  de  l'Institut îai,  i3o  et  173 

VINCENT  DE  BEAUVAK 3i 

VITRUVE '. 53 

VOLPICELU 129 

VOLTAIRE 3a  et  96 

WALL1S 67 

WALKENAER 1 

WALKER ia8 

WEBER(WiLRUa) 35 

WECHEL 187 

WEICKMANN ia5 

WTTCOMB iag 


(*)  Voir  une  correction  p»ge  1 3o 


3,g,1,zedby  G00gle 


3,g,1,zedby  G00gle 


